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Capitolo 1

Funzioni analitiche

1.1 Funzioni olomorfe

Se U C C & un aperto del piano complesso, ed f : U — C & una funzione,
scriveremo f(z), oppure f(x + dy), per denotarne il valore in un punto z =
x + 1y € U. Scriveremo anche

f(z +iy) = u(z,y) +iv(z,y)

dove u e v sono funzioni di due variabili reali a valori reali, chiamate rispettiva-
mente la parte reale e la parte immaginaria di f.

Definizione 1.1.1. Sia V C C un aperto, ¢ : V. — C una funzione, e a € V.
Un numero complesso c si dice limite di ¢ al tendere di z € V' ad a, e st scrive:

lim p(2) = ¢

se per ogni € > 0 esiste 6. > 0 tale che |p(z) — ¢| < € per ogni z € V tale che
|z —al| < de.

E facile verificare che questa nozione di limite gode di proprieta simili a
quelle possedute dalla analoga nozione di limite di una funzione di variabile
reale. In particolare, il limite di un prodotto o di una somma di funzioni & il
prodotto, risp. la somma, dei limiti delle funzioni.

Definizione 1.1.2. Sia U C C un aperto del piano complesso. Una funzione
f U — C si dice derivabile in senso complesso, o olomorfa, in un punto a € U
se e continua in a ed esiste il

1o 1) = (@)

z—a zZ—a

5
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che si denota f'(a) e si chiama derivata di f in a. f si dice derivabile in senso
complesso o olomorfa in U se lo € in ogni punto di U. In tal caso la funzione

U C

2= ['(2)
¢ detta derivata di f(z).

L’insieme delle funzioni olomorfe in un aperto U si denota H(U). Una
funzione olomorfa in tutto il piano si dice intera.

Proposizione 1.1.3. Sia U C C un aperto. Se f : U — C é olomorfa in
a € U allora f & continua in a.

Dimostr. Si ha:

lim ((a + h) — f(a)] = lim w

— f/ —
h—0 h—0 h= f (a)o =0

perché il limite di un prodotto ¢ il prodotto dei limiti. O

Le due proposizioni che seguono si dimostrano in modo del tutto simile agli
analoghi risultati validi per funzioni di variabile reale, e quindi ne omettiamo la
dimostrazione.

Proposizione 1.1.4. Sia U C C un aperto e siano f,g : U — C funzioni
olomorfe in un punto a € U. Allora

(i) f +g & olomorfa in a e
(f+9)(a) = f'(a) +¢'(a)
(i) fg & olomorfa in a ¢
(f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a)

(iii) Se g(a) # 0 allora f/g é olomorfa in a e

(f/9)'(a) =

Proposizione 1.1.5. Siano U,V C C aperti, f : U — V, g :V — C
funzioni. Se f é olomorfa in z € U e g & olomorfa in w = f(z), allora go f &
olomorfa in z e:

(gof)(z) =g'(w)f'(2)
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Esempio 1.1.6. Le funzioni costanti sono olomorfe e hanno derivata nulla in
ogni punto. Inoltre:
(zn)/ — nzn—l

sen>0ez € C, oppure n < 0 e z # 0 (la dimostrazione si d& come nel
caso di funzioni di variabile reale). Quindi, per la Proposizione 1.1.4, i polinomi
sono funzioni intere; similmente le funzioni razionali, cioe le funzioni definite dal
quoziente di due polinomi, sono olomorfe in tutti i punti in cui non si annulla il
denominatore.

Esempio 1.1.7. La funzione f(z) = z non ¢é olomorfa in alcun punto di C.
Verifichiamolo in 0. Scrivendo z = x 4+ 1y # 0 il rapporto incrementale e:

f(z)—f00) z 2*—y?—2wy |1 sey=0
z2—0  z x2 4y ]-1 sexz=0

ISR

e quindi non possiede limite per z — 0. In modo simile si verifica che Z non &
derivabile in alcun altro punto di C.

Teorema 1.1.8. Sia U C C un aperto. Se una funzione f : U — C é olomorfa
m un punto zog = xo+1yo allora la sua parte reale u e la sua parte immaginaria
v sono derivabili parzialmente nel punto (xo,yo) e sussistono le sequenti identitd

nel punto (xo,yo):

ou Ov ou ov
- 27 = 1.1
ox Oy’ Oy Ox (1.1)

Le (1.1) si dicono equazioni di Cauchy-Riemann.

Dimostr. Facendo tendere z — zp mantenendo la parte immaginaria costante
si ottiene 'identita:

Z—r 20 Z— 20
= lim w2, 90) = ul@o, yo) +1(v(2, 40) = v(Zo, 4o)) = @(xmyo) +1 @(ﬂﬂoayo)
T—xo T — Xo oz ox

Facendo invece tendere z — 2o mantenendo la parte reale costante si ottiene:
u(zo,y) — u(zo, 1(v(z0, y) — v(T0,
f/(zo): lim ( 0 y) ( 0 y0)+ ( ( 0 y) ( 0 yO)) _
e (Y — ¥o)

1o} 0
= 8*:(35072/0) —1 675(%’%)

Quindi u e v possiedono derivate parziali in (zg,yo) e sussistono le (1.1). O

Esempio 1.1.9. La funzione f(z) = z = & — 1y ha parte reale u = z e parte

immaginaria v = —y, che sono derivabili parzialmente in ogni punto. Pero si ha
identicamente: 5 5
U
=14 -1= av
ox dy

e quindi le (1.1) non sono verificate. Quindi, come gi& verificato direttamente
nell’esempio 1.1.7, la funzione Z non e olomorfa in alcun punto di C.
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In questo capitolo studieremo una classe di funzioni olomorfe, le funzioni
analitiche. Nel successivo capitolo dimostreremo, tra ’altro, che tutte le funzioni
olomorfe sono analitiche, cio¢ che queste due classi di funzioni coincidono.

1.2 Serie formali

Sia T' una indeterminata. Una serie formale di potenze (o semplicemente una
serie formale) nella T' a coefficienti complessi ¢ un’espressione

f(T) :Zaka =ag+ a1 T+ aT? + -
k>0

in cui a € C per ogni k. Una serie formale puo anche identificarsi con la
successione dei suoi coefficienti

{a07a17a27 .- }
agp si dice il termine costante della serie f(T') e si denota anche con f(0). Se
)= "axTk, g(T) = b,T"
k>0 k>0
sono due serie formali, definiamo la loro somma f + g come
(f+9)(T) =) aT"
k>0
dove
cr = ag + by k=0,1,2,...
Definiamo il prodotto fg come:

(fo)(T) = Z & T"

k>0

dove
k
dy, = Z aiby—;
i=0

Se a € C definiamo o f come

(af)(T) =) (aar)T"

k>0

La serie nulla & la serie 0(T) i cui coefficienti sono tutti uguali a zero.

L’insieme delle serie formali nella T a coefficienti complessi si denota con il
simbolo C[[T]]. Con le operazioni di somma e di prodotto che abbiamo intro-
dotto CI[[T]] & un anello contenente come sottoanello 'anello dei polinomi C[T7].
Segue immediatamente dalla definizione che il prodotto di due serie di potenze
¢ uguale a zero se e solo se uno almeno dei fattori ¢ nullo; pertanto C[[T]] ¢ un
dominio di integrita.
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Lemma 1.2.1. Una serie formale ag+ a1T + axT? + - - ¢ invertibile in C[[T]
se e solo se ag # 0.

Dimostr. Se infatti esiste by + byT + boT? + - - - € CJ[[T]] tale che
(ao+a1T+(Z2T2+"‘)(b0+blT+b2T2+"‘) = ].

allora aghg = 1 e quindi ag # 0. Viceversa, se ag # 0 I'inversa bg+b; T+byT?+- - -
di ag+ a1T + asT? + - - - & univocamente individuata dalle condizioni:

aobo =1

aibg + agby =0

asbg + a1by + agbe =0

che permettono di calcolare induttivamente i coefficienti by, by, ba, . . .. O
Una serie formale ), - arT* puod essere derivata termine a termine ponendo

O axTh) = kayTF!

k>0 k>1

La serie ottenuta iterando la derivata k volte si denota con f*)(T) e fornisce
I'identita )
ar = /P 0) (12)

Esempio 1.2.2. In C[[T7]] si ha

Q-7 =14+T+T°+...=> 1*
k>0

Per induzione su n si dimostra facilmente che, piu in generale, si ha:
1-1) =3 <k+">T’€ (1.3)
= i .
k>0
per ogni n > 0. (Suggerimento: utilizzare 1'identita

kE+mn\ b j+n—1
n _':0 n—1

J

che si deduce per induzione dalla:

<n+k> <n+k—1> <n+k—1>

= +

n n n—1

(cfr. [2], p. 54).) La (1.3) puo anche scriversi nella forma equivalente seguente:

1-7) =3 (2) T+ (1.4)

k>n
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Esercizio. Sia f(T) =Y, axT" una serie formale. Dimostrare che si ha:

[T _ n
= 2T
n>0
dove s, = > 1_o k-

Il campo dei quozienti di C[[T]] si denota C((T)). I suoi elementi si dicono
serie di Laurent meromorfe formali nella indeterminata T

Lemma 1.2.3. Ogni elemento non nullo X € C((T')) puo essere scritto in modo
unico nella forma

X =T"(ap + arT + aT? + - - -) veZ, ag#0

Dimostr. Sia:
o+ T+0T% + -
o Co+ClT+CQT2+"'

e sia h > 0 il piu piccolo intero tale che ¢, # 0. La serie di potenze

e+ en1 T+ cepy2T? + -+
& invertibile in C[[T]]: sia
do+ diT +doT? + - = (cp, + chr T + cpaoT2 4+ )7t
Allora:
X =T "(bo + by T + boT? + -+ )(do + di T + do T2 + - -)
e poiché (bg + b1 T + boT? + -+ )(do + diT + doT? + - --) € C[[T]] si ha
(bo+b1 T+boT?+- - ) (do+di T+doT?+- - - ) = T*(ap+ar1 T+asT?+---) a9 #0

per qualche k£ > 0, la conclusione segue con v =k — h. O
L’intero v si chiama ordine della serie di Laurent X, e si denota o(X).
Porremo 0(0) = co. Otteniamo in questo modo un’applicazione:

0:C((T)) = Z U {oo}

che possiede le seguenti proprieta, di immediata verifica. Per ogni X, Y € C((T))
si ha:

e o(XY) =0(X)+ oY)
e o(X YY) > min(o(X),0(Y)) e vale 'uguaglianza se o(X) # o(Y').

e X € C[[T]] se e solo se o(X) > 0.
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In particolare, per ogni X # 0 si ha o(X ') = —o(X). Dal lemma segue
che ogni elemento X € C((T")) si puo scrivere in modo unico come una serie
di potenze in T a esponenti in Z avente solo un numero finito di termini con
esponente negativo, cioe nella forma:

X=a_,T ™+ -+a T +P am #0

dove
P=> aT*cC[T]

k>0
L’espressione a_,,T~™ 4 - -+ +a_1T~! si chiama parte principale di X.

Siano f(T') = > 450 apT*, W(T) = 2> b;T? due serie formali, con o(h) >

1. Allora ¢ ben definita la serie formale f(h(T)), che si dice composizione di f
ed h, ottenuta per sostituzione di h in f, cioé ponendo:

FUT)) =Y axh(T)* =Y an(Y_ bT7)*

k>0 k>0  j>1

Infatti per ogni k > 0 si ha o(h(T)*) > k, e quindi il coefficiente di T* in f(h(T))
¢ ben definito come somma di un numero finito di termini, per ogni £ > 0. La
serie f(h(T)) si denota anche (f o h)(T'). E immediato che il suo ordine &

o(foh) =o(f) o(h)

Si ha anche l'identita:
F(MT)) = /(W)W (T) (1.5)

la cui verifica ¢ lasciata come esercizio.

1.3 Serie convergenti

Convergenza di serie di numeri complessi. Sia {ay} una successione di numeri
complessi, e consideriamo la serie
Do

k>0
Definiamo la somma parziale
n
Sn = E (677
k=0
Diremo che la serie converge se esiste w € C tale che

lim s, = w
n— oo

In tal caso diremo che w ¢ la somma della serie e scriveremo:

w:E (e

k>0
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Se A = Zkzo are B = ZkZO Bk sono due serie convergenti allora la loro somma
ed il loro prodotto sono serie convergenti. Precisamente, detta

n
tp = Z ﬂk
k=0

la somma parziale della serie B, A+ B ha per somma il lim,,_, S,, = t,,, mentre

AB = (Zk>0 ozk> (Ek>0 ﬁk) ha per somma il lim, o0 Spty ([2], p. 63-64).
Sia D .~ ar una serie di numeri complessi. Diremo che la serie converge
assolutamente se la serie a termini reali nonnegativi ), ., [ou| converge.

Lemma 1.3.1. Se una serie converge assolutamente allora converge.

Dimostr. Per ogni m < n si ha:
Sp = Sm = Qm41 t+ -+ Qg

e quindi:
n

sn = sm| < > o

k=m-+1

Dall’assoluta convergenza segue che dato e > 0 esiste N tale che ZZ:mH lag| <
€ se m,n > N: cio dimostra che la successione {s, } delle somme parziali & di
Cauchy nello spazio metrico C, e quindi converge ([2], p.112). O
Si noti che se ), ., ax converge allora lim oy, = 0: infatti oy = s — sp—1 €
{sk} ¢ una successione di Cauchy.
Nel seguito utilizzeremo liberamente i seguenti fatti elementari riguardanti
lassoluta convergenza, per la cui dimostrazione si rinvia a [2]:

(i) (Criterio del confronto) Sia »~,. 7% una serie convergente di numeri reali
nonnegativi. Se >, - @ ¢ una serie di numeri complessi tale che |a;| < 7
per ogni k allora la serie Y ay, converge assolutamente ([2], p.71).

(ii) Se una serie di numeri complessi ), a; € assolutamente convergente, al-
lora ogni serie ottenuta riordinando i suoi termini converge assolutamente
allo stesso limite ([2], p.107).

(iii) Se una serie doppia

D (D ane)

E>0 h>0
converge assolutamente, allora la serie ottenuta scambiando 'ordine di

sommazione converge assolutamente allo stesso limite.

Definizione 1.3.2. Una serie della forma ), <, ar®, a,r € R, a #0, ¢ detta
una serie geometrica.
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Proposizione 1.3.3. Una serie geometrica converge se e solo se |r| < 1. Nel
caso convergente si ha:
k a
E ar”® =
1—r

k>0

Dimostr. (si veda anche [2], p.113) Se |r| = 1 la serie evidentemente non
converge. Supponiamo quindi |r| # 1. Si ha

n

ne1l a ar
Sp—1=a+ar—+---+ar = —
l—r 1-7r
Se |r| < 1 allora limr™ = 0 e quindi lim s,,_1 = % e la serie converge. D’altra
parte se |r| > 1 allora ar™ non tende a 0 e quindi la serie non converge. O

I seguenti criteri di convergenza sono utilizzati frequentemente.

Teorema 1.3.4 (Criterio della radice). Sia {ar} una successione di numeri
reali non negativi. Se esistono un numero ¢, con 0 < ¢ < 1, e un intero ko tali
che
1
(ar)* <c

per ogni k > kg, allora la serie Y aj & convergente.
Dimostr. [2], p. 97. O

Teorema 1.3.5 (Criterio del rapporto). Sia {ar} una successione di numeri
reali positivi. Se esistono un numero ¢, con 0 < ¢ <1 e un intero kg tali che

Q41
ag

<c

per ogni k > ko, allora la serie Y ay é convergente.

Dimostr. [2], p. 97. O
Convergenza di successioni di funzioni. Sia S un insieme ed f : S — C una
funzione limitata. Definiamo la norma del sup di f come:

[flls = Ilf]l = sup | f(s)]
seSs

Segue immediatamente dalla definizione che, date comunque due funzioni limi-
tate f,g: S — CeceC,siha||f +gll < If| +llgll e llcfI| = ] [I£]l

Sia {f, : & — C} una successione di funzioni limitate. Diremo che questa
successione converge uniformemente in S se esiste una funzione limitata f : S —
C con le seguenti proprieta: dato comunque € > 0 esiste N > 0 tale che

1fn = fll <€

se n > N. Si osservi che, anche senza supporre f limitata, se ||f, — f|| € ben
definita segue che f & limitata.

Diremo che {f,} & una successione di Cauchy se dato comunque € > 0 esiste
N > 0 tale che

||fn _me <e€
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se m,n > N.
Si osservi che, se {f,} & una successione di Cauchy, allora per ogni s € S la
successione di numeri complessi { f,,(s)} soddisfa:

|fa(8) = fn($)] < M| — fnll v n,m
e quindi e una successione di Cauchy e pertanto converge.

Teorema 1.3.6. Se una successione { f,} di funzioni limitate su S & di Cauchy
allora converge uniformemente in S.

Dimostr. Per ogni s € S poniamo

f(s) = lim f.(s)

n—oo

Dato € > 0 esiste N > 0 tale che

|fn(s) = fn(s)] <€ V seS

se n,m > N. Sian > N. Dato s € S sia m > N (dipendente da s) tale che

1f(s) = fm(s)] <€

Allora:
|f(8) = fa(S) < 1f(s) = fm(S)] + | fim(s) = fu(s)| <
<€+ ||fm - fn“ < 2e

Poiché cio & vero per ogni s € S segue che

Lf = fall < 2¢

e cio conclude la dimostrazione. O
Convergenza di serie di funzioni. Consideriamo una serie Y f3 di funzioni

limitate su S, e sia
n
k=0

la somma parziale n-esima. Diremo che la serie converge uniformemente in S se
la successione delle somme parziali {s,} converge uniformemente in S. Diremo
che la serie Y fi converge assolutamente in s € S se la serie numerica

> (9]

converge. Diremo che > fi converge assolutamente in S se converge assoluta-
mente in ogni s € S.

Teorema 1.3.7 (Criterio del confronto). Sia {cx} una successione di numeri
reali nonnegativi tale che la serie Y ¢, converga. Sia {fi} una successione di
funzioni limitate su S tali che ||fr]| < cr per ogni k. Allora la serie Y fx
converge uniformemente e assolutamente in S.
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Dimostr. Siano m < n. Allora le somme parziali soddisfano:

n

n
lsn —smll < > Al D e

k=m+1 k=m+1

L’ipotesi sulla convergenza di Y ¢, implica che per ogni € > 0 esiste N >
0 tale che ZTH ¢ < € per ogni n,m > N. La disuguaglianza precedente
implica quindi che la successione delle somme parziali {s,} & di Cauchy, e quindi
I'uniforme convergenza della successione delle somme parziali segue. Lo stesso
ragionamento dimostra anche la convergenza assoluta. O

La dimostrazione del risultato seguente e lasciata come esercizio:

Teorema 1.3.8. Sia S C C e sia {f,} una successione di funzioni continue e
limitate su S. Se la successione converge uniformemente in S allora la funzione
limite f & continua in S.

Convergenza di serie di potenze. 1 risultati precedenti verranno applicati
allo studio della convergenza di serie di potenze, prendendo fi(z) = a2z*, con
ar € C. Denoteremo indifferente con D(a,r) oppure D,(r) il disco aperto di

centro a € C e raggio r > 0.
Teorema 1.3.9. Sia {ar} una successione di numeri complessi, e sia r > 0

tale che la serie
> lag|r*
k>0

converga. Allora la serie Y, apz® converge assolutamente e uniformemente

nel disco chiuso D(0,r).

Dimostr. E una caso particolare del criterio del confronto (Teorema 1.3.7).
O

Teorema 1.3.10. Sia ), -, apz® una serie di potenze. Se la serie non converge
assolutamente per qualche w € C allora esiste un numero reale 1 > 0 tale che
la serie converga assolutamente per |z| < r e non converga assolutamente per
|z] > r.

Dimostr. Sia r I'estremo superiore dei numeri reali s > 0 tali che Y |ag|s*
converge. Allora per ipotesi 7 < oo e 3 |a||z|* diverge se |z| > r, e converge
se |z| < r, per il criterio del confronto. O

Il numero r del teorema 1.3.10 € chiamato raggio di convergenza della serie
di potenze ), -, apz*. Se la serie converge assolutamente per ogni z € C allora
diremo che ha raggio di convergenza infinito. Quando il raggio di convergenza
¢ 0 la serie converge assolutamente solo per z = 0.

Se la serie ha raggio di convergenza r > 0 si dira una serie convergente. 1l
disco aperto D(0,r) di centro l'origine e raggio r & detto disco di convergenza
della serie. Pil1 in generale se D ¢ un disco aperto di centro I'origine e di raggio
p < r, diremo che la serie converge in D.
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Teorema 1.3.11. Sia ), apz® una serie di potenze, e sia

t = limsup |az|*

Allora il suo raggio di convergenza €

r=-
t

Dimostr. Dimostreremo il teorema nel caso r # 0,00. Il caso in cui t = 0
oppure t = oo si dimostra in modo simile ed & lasciato come esercizio. Dall’i-
potesi segue che |ax| < t* per k > 0. Quindi, se |z| < %, posto ¢ = t|z], si ha
O0<e<le

lan2"| < c*
e quindi >, -, arz"® converge assolutamente per confronto con la serie geome-
. ko (Va: . 1

trica ) c*. Quindi r > ;. 1

D’altra parte, dato € > 0, esistono infiniti & tali che |ax|* >t — €. Pertanto
per ogni siffatto & si ha |az2*| > 1 se [2] = 2 e quindi ;- ax2" non converge
assolutamente. Ne consegue che si ha anche r < i per ogni € > 0 e quindi
r < % O

Osservazione 1.3.12. Con le notazioni introdotte nel corso della dimostrazione
del Teorema 1.3.10, osserviamo che, per ogni 0 < s < r, detto C = s/r, si ha:

x| < ck < C
a Z <=
k=" = 5k
Il seguente corollario ¢ immediato.

Corollario 1.3.13. Se lim |ay|* = t esiste, allora la serie Ym0 arz® ha raggio

di convergenza r = %

Corollario 1.3.14. Si supponga che la serie Y, apz® abbia raggio di con-
vergenza v > 0. Allora esiste un numero reale A > 0 tale che

lak| < Ak
per ogni k.
Dimostr. Prendiamo Sia ¢ = limsup |ay|*. Allora
lag| < ¢

per ogni k eccettuato al pitt un numero finito. Allora & possibile sostituire ¢ con
un A > 0 in modo che la disuguaglianza sia verificata per tutti i k. O

Esempio 1.3.15. Il teorema 1.3.10 non dice cosa accade se |z| = r. Ad esempio
la serie



1.4. OPERAZIONI SULLE SERIE CONVERGENTI 17

ha raggio di convergenza 1. Per ogni c tale che |¢| = 1 la serie dei moduli di
f(c) & la serie convergente Y, - -5, e quindi, per il criterio del confronto, f(c)
converge per ogni c¢ tale che |¢[ = 1.

D’altra parte anche la serie g(z) = Y, - 2" ha raggio di convergenza 1; ma
g(c) non converge per ogni ¢ tale che |c¢| = 1 perché |¢"| = 1 e quindi ¢" non
tende a 0. Perd per ogni z nel disco aperto D(0, 1) la funzione somma di g(z)
coincide con i (cio segue dalla Proposizione 1.4.1 che dimostreremo tra poco)
e quindi, al tendere di z verso un qualsiasi ¢ # 1 tale che |c| = 1 il valore di g(z)
tende al valore finito (1 — ¢)~!. Cid & compatibile con i risultati che abbiamo
dimostrato i quali danno informazioni solo sulla convergenza all’interno del disco
di convergenza.

Consideriamo ora la serie
k
h(z) = E 22
k>1

che ha raggio di convergenza 1. Detta

la somma parziale n-esima, si ha

lim  s,(z)=n
x reale —1
e quindi

lim h(z) =00
x reale —1

perché per ogni n > 0 esiste §,, > 0 tale che per x >1—4dsihas,(z) >n—1e
quindi h(x) > n — 1. D’altra parte h(z) = 22 + fh(z?) e quindi

lim  h(z) =0
z reale ——1

Analogamente, avendosi
hz) =22+ 24+ + 22 + 0z
si ha
lim h(z) = oo
z—E€

se ¢ € una radice 2n-esima di 1. Poiché le radici 2n-esime dell’unita sono dense in
S1 1a funzione h somma della serie non si estende a nessun punto di dDg(1) = S*.

1.4 Operazioni sulle serie convergenti

In questo paragrafo verificheremo che se si eseguono le operazioni definite per
le serie formali (somma, prodotto, moltiplicazione per uno scalare, inversa, de-
rivata termine a termine) su serie di potenze convergenti, si ottengono ancora
serie convergenti.
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Proposizione 1.4.1. Siano f = f(T) e g = g(T) serie di potenze convergenti
in un disco aperto D,.(0), allora anche f+ g e fg sono convergenti nello stesso
disco, e se a € C, allora af converge in D(0,r). Inoltre per ogni z € D(0,71) si
ha:

(f+9)(2) = f(2) +9(2), (Fo)(2) = f(2)9(2), (af)(z)=af(z)
Dimostr. Diamo la dimostrazione nel caso del prodotto. Siano f = Zkzo apTF,
9= k>0 b T*, e quindi

k

fg= chTk, dove ¢ = Zaibk—i

k>0 i=0

Sia 0 < s < r. Poiché sia f che g hanno raggio di convergenza > r, per il criterio
della radice esiste un numero positivo C' tale che

<O b <C
Iak‘—;k’ e \k|_87

per ogni k. Quindi:

k k
c C C?
lek] < ;W\ il <D o = (b + D%

=0

Segue che:

Ma poiché limy o (k + 1)%6'% =1, segue che

1
T

Poiché cio e vero per ogni 0 < s < r segue che limsup \ck\% < e quindi la
serie fg converge nel disco D(0, 7).

Si osservi che abbiamo anche dimostrato che la serie a termini reali positivi
k
k
> (D laal br—sl)|2*]
k>0 =0

converge per ogni z € D(0,r).
Siano
In(T) =ap+a T + -+ ant”™

gn(T) = by + b, T + -+ byTV
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i polinomi ottenuti per troncazione delle serie f e g. Allora, per ogni z € D(0, )
si ha:

Inoltre:
k
((f9)(2) = In@an (D) < Y0 (D laal [br—il) 2"
E>N+1 =0

ed il secondo membro tende a 0 al tendere di N — oo. Pertanto:
f(2)9(2) = lim fn (2)gn (2) = (f9)(2)

e cio conclude la dimostrazione nel caso del prodotto.
Gli altri casi sono piu semplici e vengono lasciati come esercizio. O
Denotiamo con C{{T'}} il sottoinsieme di C[[T"]] costituito dalle serie aventi
raggio di convergenza positivo. Dalla proposizione precedente segue che C{{T'}}
¢ un sottoanello di C[[T1], che si chiama anello delle serie convergenti. Si hanno
ovvie inclusioni che sono omomorfismi di anelli:

ClT] c C{T}} c C[T]]

Teorema 1.4.2. Supponiamo che f(T) = 3 ;< arT* e h(T) = D i1 b;T7
siano serie di potenze con o(h) > 0, aventi raggio di convergenza positivo. Allora
la serie

ha raggio di convergenza positivo. Sia r > 0 tale che f converga nel disco
D(0,7), ed s > 0 sia tale che

Z |br|s® < r

E>1

Allora g converge nel disco D(0,s), e per ogni z € D(0,s) si ha:

Dimostr. Ogni coefficiente della serie g(T') ¢ dominato in modulo dal corri-
spondente coefficiente della serie

(1) > lawl (Y lbs1T9)*

k>0 i>1

e per ipotesi questa serie converge assolutamente per |T'| < s. Quindi g(z)
converge assolutamente per |z| < s.
Poniamo

IN(T) =ao+arT+---+ayTV
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Allora ogni coefficiente della serie g(T') — fn(h(T)) & dominato in modulo dal
corrispondente coefficiente della serie:

> arl O b |77
k>N j>1

Dalla convergenza assoluta della serie (1) deduciamo che, dato € > 0, esiste Ny
tale che per ogni N > Nj e |z| < s si abbia:

l9(2) = In(R(2))] <€

Poiché la successione di polinomi { fx(2)} converge uniformemente alla funzione
f(2) nel disco chiuso di raggio r, possiamo scegliere Ny sufficientemente grande
in modo che per N > Ny si abbia

|fn(h(2)) = f(h(2))] <€
e con cio si dimostra che
l9(2) = f(h(2))] < 2€
per ogni € > 0, e quindi g(z) — f(h(z)) = 0. O

Proposizione 1.4.3. Sia f una serie di potenze a raggio di convergenza positivo
con o(f) = 0. Allora anche la serie g tale che fg =1 ha raggio di convergenza
positivo.

Dimostr. Non & restrittivo supporre che f abbia termine costante uguale a
1, salvo sostituire f con ag Lf. Quindi:

f(T)=14+a1T +ayT?+---=1—h(T)

dove
I’L(T) = —alT — a2T2 ..

e o(h) > 1. Si ha:

1

= T~ 1+ h(T)+hT)* + - = u(h(T))

g(T)

dove u(T) =Y, ~, T". Poiché u(T) ha raggio di convergenza uguale a 1, segue
che u(h(T)) ha raggio di convergenza positivo. O

La serie g(T) dell’enunciato precedente si denota con f(T)~!. Il seguente
corollario ¢ immediato.

Corollario 1.4.4. Se f(T) e ¢(T) sono serie aventi raggio di convergenza
positivo e o(¢) = 0, allora f(T)p(T)~! ¢ una serie a raggio di convergenza
positivo.
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Proposizione 1.4.5. Sia f(T) = >, <, apT* una serie avente raggio di con-
vergenza r > 0. Allora la serie B

F(T)=> kayT* !
E>1

ottenuta derivando f termine a termine (la serie derivata di f) ha raggio di
convergenza .

Dimostr. Si ha
. PR, 1. 1 11
limsup |kag|* = limsup |k|* lim sup |ag|* = limsup |ag|* = —
r

e quindi la serie

> kayT* =Tf/(T)

k>1

ha raggio di convergenza uguale a r. La conclusione segue. O

1.5 Funzioni analitiche
Sia U C C un aperto. Una funzione
f:U—=C

si dice analitica in un punto zy € U se esiste una serie di potenze

Z ap(z — z)k

k>0

che converge assolutamente per |z — zg| < 7 per qualche r > 0, e tale che si
abbia
£ = S ane - x0)t
k>0

per ogni z € U siffatto. f si dice analitica in U se lo & in ogni punto di U.
Se f & analitica in zg diremo anche che f ha un’espansione (o uno sviluppo)
in serie di potenze in zg. Un punto zg tale che f(zg) = 0 si dice uno zero di f.

Teorema 1.5.1. Se f ¢é analitica in un aperto U allora f e continua in U.

Dimostr. Segue facilmente dal teorema 1.3.8. Diamo comunque una dimo-
strazione diretta del teorema.

Siaa € U ed f(z) =Y 450 ar(z —a)k in un disco aperto D(a,r) di centro a
e raggio r > 0; sia f(a) = b. Non ¢ restrittivo supporre a = 0 = b. Quindi:

flz)= Z apz® = ZZ apz"t

k>1 E>1
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Se |z <7 laserie >, <, axz® converge assolutamente. Pertanto, se 0 < p < r e
|z] < p si ha:

@< larllel® < 121D lanll=*7F < 2] Y lawlp* !

E>1 k>1 E>1

e quindi |f(z)| tende a 0 al tendere di |z| a 0. O

Sono funzioni analitiche in tutto il piano i polinomi (in particolare le funzioni
lineari, cioé della forma f(z) = az + b), la funzione esponenziale e le funzioni
trigonometriche, che verranno introdotte tra poco.

Proposizione 1.5.2. (i) Sia U un aperto del piano complesso. Se f,g sono
analitiche in U e a € C, allora f+g, fg, af sono analitiche in U. Inoltre
g e definita ed analitica in ogni aperto contenuto nel sottoinsieme degli
z € U tali che g(z) # 0.

(ii) SeV.C C éun aperto eh : V = U ed f : U — C sono analitiche, allora
foh éanalitica in V.

Dimostr. (i) segue immediatamente dalle proprieta di convergenza dimostra-
te per le serie di potenze nel §1.4.
(ii) Se zg € V e h(zo) = wo, allora:

h(z) = wo + Z be(z — 20)F

k>1

e quindi la funzione h(z) — wy & rappresentata in un intorno di zg da una serie
priva di termine costante. Se

Fw) =" an(w —wo)"

n>0

in un intorno di wy allora applicando il teorema 1.4.2 possiamo sostituire la serie
h(z) —wo =51 br(2 — 20)* al posto di w — wy e ottenere:

F((z) =Y an(D ] bulz = 20)")"

n>0  k>1

che & uno sviluppo in serie di f o h in un intorno di z. O

Dalla proposition 1.5.2 segue in particolare che una funzione razionale %,

dove P,Q € C[z] e # 0, & ben definita ed analitica in tutti i punti di z € C in
cui Q(z) # 0.

La seguente proposition ci dice che sono analitiche le funzioni definite da
serie di potenze.

Proposizione 1.5.3. Siaa € C e f(2) =Y ;5 ax(z —a)* una serie di potenze
convergente assolutamente nel disco aperto D(a,r) per qualche r > 0. Allora la
funzione f : D(a,r) — C definita dalla serie ¢ analitica.
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Dimostr. Non ¢ restrittivo supporre a = 0, e quindi che si abbia f(z) =
S soakz® in D(0,7). Sia zg € D(0,r), e sia s > 0 tale che |20 + s < 7.
Scriviamo
z=2z0+ (z — 20)

e quindi:
2 =[z20+ (2 = 2))*
Possiamo pertanto riscrivere:
ko 4
10 =S [ X (5)47 -]
k>0 >0 M

Se |z — z0| < s allora |2zg| + |z — 20| < 7 e quindi la serie
" [k
S ool + = 2ol = S fa [ () 00 = o
k>0 k>0 i>o M
converge. Scambiando l'ordine di sommatoria otteniamo che la serie:
A .
S [Ea(t)d7]e -0
20 k= M
converge assolutamente ad f(z) per |z — zg| < s. O

Teorema 1.5.4. Se f ¢ analitica in U allora f é olomorfa in U e la sua derivata
f' & una funzione analitica in U.

Dimostr. La tesi da dimostrare ¢ locale, cioé¢ ¢ sufficiente dimostrare che
vale in qualsiasi punto a € U. Non ¢ restrittivo supporre a = 0. Sia f(z) =
Y >0 an2™ in un disco aperto D(0,7), 7 > 0. Sia z tale che |z| < r e sia § > 0
tale che |z| + & < r. Per ogni numero complesso h tale che |h| < § abbiamo:

flz+h) =) 50an(z+h)"
= >0 (2" + nz""th + h?P,(z,h))

dove P, (z,h) & un polinomio in z e h, a coefficienti interi positivi; precisamente:

P =Y (Z) "

k=2

In particolare la seguente stima & soddisfatta:

n n B .
Putet < 30 ()26 = Pl
k=2
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Possiamo scrivere:

fz4+h)— f(2) - Z nanz" " 'h = h? Z an Py (z,h)

n>1 n>2

dove la serie a secondo membro ¢ assolutamente convergente perché lo e quella
a primo membro. Dividendo per h otteniamo:

w =Y napz"" ' =hY anPu(z,h)
n>1 n>2

Per |h| < § abbiamo:
|2 nz2 anPu(z, W) <3250 [an]|[Pa(2, h)]

< anz |an| Pn(|z],0)

dove 'ultima espressione non dipende da h. Quindi:

B~ anPulz h) < [B] Y lan| Pa(l2], 8)
n>2 n>2
Al tendere di h a 0 il secondo membro tende a 0, e quindi
lim 1Y " anP(z,h)| =0

n>2

Cio dimostra che la funzione f ¢ olomorfa in 0, e che la sua derivata coincide
con la somma della serie Zn21 nanz" "', che ha lo stesso raggio di convergenza
di f, per la Proposizione 1.4.5. O

Osservazione 1.5.5. Usando il teorema integrale di Cauchy dimostreremo nel
Cap. 2 che, viceversa, ogni funzione olomorfa ¢ analitica.

Il seguente corollario dicende immediatamente dal teorema:

Corollario 1.5.6. Se f ¢é analitica in un aperto U allora f possiede derivate di
ogni ordine che sono funzioni analitiche in U.

Supponiamo che la funzione f(z) sia analitica in un intorno di a € C e che
in a si abbia:
f(2) =) a(z—a)
k>0

Allora dalla dimostrazione del teorema (4.5) segue che la derivata n-esima di f
si esprime in un intorno di a come:

FE) =Y k(k = 1) (k =0+ Dag(z —a)* "

k>n
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In particolare si ha:

e quindi per ogni n:

(1.6)

In particolare la successione dei coefficienti {ax} & univocamente determinata
da f e da a.

Definizione 1.5.7. Sia f : U — C una funzione sull’aperto U a valori comples-
si. Una primitiva per f & una funzione g olomorfa in U e tale che ¢'(z) = f(z)
per ogni z € U.

E ovvio che una primitiva, se esiste, ¢ determinata a meno di una costante
additiva.

Proposizione 1.5.8. Sia f una funzione analitica che ha uno sviluppo in serie
in un disco D(a,r). Allora f possiede una primitiva in D(a,r) che é analitica.

Dimostr. Supponiamo che si abbia

f)=) an(z —a)*

k>0

in D(a,r). Allora la serie

Ak k41
> (z —a) (1.7)
Skl

converge nel disco D(a,r) perché i suoi coefficienti sono maggiorati in modulo
dai coeflicienti della serie f(z). Inoltre, detta g(z) la funzione somma della serie
(1.7), si ha ¢'(2) = f(2). Quindi ¢g & una primitiva di f in D(a,r). Per la
Proposizione 1.5.8 g & analitica in D(a,r). O

Osservazione 1.5.9. Se f e analitica in un aperto U di C, la Proposizione
1.5.8 implica che per ogni punto a € U esiste un disco D(a,r) C U tale che la
restrizione di f a D(a,r) possieda una primitiva. Cio non significa perd che f
possiede una primitiva in tutto U. In altre parole, non ¢ necessariamente vero
che e possibile trovare primitive di f nelle vicinanze di ogni punto di U in modo
che si incollino per definire un’unica funzione primitiva di f in tutto U. Un
esempio ¢ fornito dalla funzione f(z) = 1/z analitica in C\{0}. Quest’esempio
verra discusso in dettaglio pin avanti (cfr. Esempio 1.9.4).

1.6 Esempi

1. Dalla proposizione 1.5.2 segue che la funzione
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¢ analitica nell’aperto U = C\{0}. 1l suo sviluppo in serie nell’origine &

f)=>

k>0

Questa serie ha raggio di convergenza ro = 1 e quindi rappresenta la funzione
f nel disco D(0,1). Consideriamo un qualsiasi punto b € D(0,1), b # 0. Dalla
dimostrazione della proposizione 1.5.8 segue che lo sviluppo in serie di f(z) in

be: .
f(z) =) bi(z— by
7>0
dove
bi=3 <k> b
k=5 ™

Questa serie converge a (1 —b)~U*1 (Esempio 1.2.2) e pertanto lo sviluppo in
serie di f(z) in b si pud riscrivere come:

F&) = (1= b by

Jj=20

Il raggio di convergenza 7, di questa serie ¢ dato da:

1 .
— = lim (|1 — b "UtD)F = |1 — p|!
Th J—0o0

cioé 1, = |1 — b|, che & la distanza di b dal punto 1 in cui la funzione f(z) non &
definita. Si osservi che D(b,r,) ¢ D(0,1) a meno che b non siarealee 0 < b < 1.

2. FEsponenziale e funzioni circolari - Vogliamo determinare quali sono le
serie di potenze
E(T) =) axT* € C[[T]]

k>0
tali che E'(T) = E(T), e E(0) = ap = 1.
Poiché
E'(T) = ay + 2a;T + 3a3T? + - -

otteniamo ag = 1 e klay = 1, e quindi deduciamo a, = % In particolare la
serie cercata E(T) esiste ed ¢ unica. Si ha:
Tk
k>0

Poiché limy_ o, Vk! = 0o, vediamo che E(T) ha raggio di convergenza r = co.
La funzione esponenziale e* ¢ definita come la funzione olomorfa in tutto C
somma della serie E(z).
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E facile dedurre le principali proprieta di e* direttamente dalla definizione.
Dimostriamo ad esempio 'identita

et = ¢ b Va,b

Sia c € C. Si ha:
(ez 6(;72)/ — % eCTF % CTF =)

e quindi e* e“~% = cost.; prendendo z = 0 deduciamo che

e ponendo z = a e ¢ = b+ a si conclude.
: z ,—z _ .0 _ : sz : —z 1

In partlcglartie e *=e f.1 e qUII.ldl e 7£ 0 per ogni 2 ee =

Inoltre e* = e* perché tutti i coefficienti di F(z) sono reali. In particolare,
se y € R

|€zy|2 =W e W =1

cioe |e?¥| = 1. Inoltre, essendo et = e €W si ha [e*T¥| = e%, e quindi
|[e*T%W| =1 se e solo se z = 0 cioe¢ se e solo se z = iy & puramente immaginario.

Per mezzo della funzione esponenziale € possibile definire le funzioni circolari,
o trigonometriche, ponendo:

1z —iz 1z —1iz
e” +e . e” —e
cosz = ———; sing=—n-— (1.8)
2 24

Dalle definizioni si deducono facilmente tutte le principali proprieta di queste
funzioni. In particolare:

(cosz) = —sinz; (sinz) =cosz

(sin2)? + (cos2)? =1
Si ha inoltre
i i

e =cosz+isinz, e " =cosz—isinz (1.9)

per ogni z € C. Calcolando si trovano gli sviluppi in serie:

cosz:1—§+...+(érll))?zzn+m

. 3 (=D" _2n+1
—y—Z ... n .
Smz=2z—gr+ -+ gyope +
Per z = x reale queste serie si riducono agli usuali sviluppi in serie di Taylor di
cosz e sinz, e quindi le funzioni trigonometriche complesse prolungano a C le
funzioni trigonometriche gia conosciute nel caso reale.

Studiamo la periodicita di e*. Sia p € C un periodo, cio¢ un numero com-
plesso tale che e*TP = e? per ogni z € C. Cid avviene se e solo se e? = 1. Quindi
p = it, t reale. D’altra parte

e = cost +isint =1
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significa cost = 1, sint = 0, il che avviene se e solo se t = 2km per qualche
ke Z.

Quindi i periodi di e* sono tutti e soli i multipli interi di 27i. Se ne deduce
che ogni numero complesso z # 0 puo essere espresso nella forma;:

z = |z|e? = |z|(cos O + isin )
per qualche 6 € R che & univocamente determinato solo a meno di multipli interi
di 27. In altre parole si ha anche:

y = |Z|€i(6+2k7r)

per ogni k € Z. L’insieme di numeri reali:
{0 +2kr: keZ}

¢ detto largomento di z, e si denota arg(z). Ogni 0 € arg(z) ¢ detto una deter-
minazione dell’argomento di z. L’unica determinazione di arg(z) che soddisfa
la condizione 0 < 6 < 27 si dice determinazione principale dell’argomento di z
e si denota con Arg(z). Pertanto possiamo scrivere:

arg(z) = {Arg(z) + 2kr: k€ Z}
Si noti che si ha
e*m =1 (1.10)
Questa identita e detta formula di Eulero.

3. Il logaritmo
Sia w € C. Un logaritmo di w € un numero complesso z tale che e* = w.
Ovviamente, poiché e* # 0 il numero w = 0 non ha logaritmo. Se w # 0 allora
Iequazione e*™%¥ = w & equivalente a
- w
e’ = |w|7 eV =-—

|w]

La prima equazione possiede I'unica soluzione x = log |w|. La seconda equazione
ha le infinite soluzioni y € argw.

In conclusione, ogni w = |w|(cos Arg(w) + i sin Arg(w)) # 0 possiede infinite
determinazioni del logaritmo, della forma:

logw = log |w| + i(Arg(w) + 2k), keZ

La determinazione corrispondente a k = 0 si dice determinazione principale del
logaritmo di w e si denota con Log(w).

4. Siano 0 # a, z € C. Diremo che w € C soddisfa 'identita:

T =w
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se esiste una determinazione log(z) del logaritmo di z tale che

w = e® log(z)

Per definizione z® non ¢ univocamente determinato, ma dipende dalla scelta

della determinazione log(z). La determinazione principale di 2% si definisce

come

w = eaLog(z)

cio¢ come quella corrispondente alla determinazione principale Log(z).
Si osservi che, se n > 2 ¢ un intero, allora

2" — log(z) _ en[log(z)+2k7ri]

€ univocamente determinato, e quindi la definizione che abbiamo dato & compa-
tibile con la definizione di potenza n-esima come prodotto di un elemento per
se stesso nel campo dei numeri complessi.

D’altra parte, se si prende a = %, dove n > 2 ¢ intero, allora z'/" possiede
n le determinazioni distinte

e[Log(z)+2k7ri]/n — eLogT(z)—i-%, 0 < k <n-— 1

che si dicono le radici n-esime di z. Nel caso z = 1 si ottengono le radici n-esime

dell’unita:
2nki

en, 0<k<n-1

5. Le funzioni iperboliche - Le classiche funzioni iperboliche di variabile reale
si estendono in modo naturale a funzioni intere ponendo:

sinhz = %7 coshz = % (1.11)

L’identita gia valida nel caso reale:
cosh? z —sinh? z = 1
si estende a questo caso in modo ovvio. Sussiste inoltre I'identita:
|sin(z + iy)|* = | sinz|? + | sinhy|? (1.12)

la cui verifica elementare ¢ lasciata al lettore come esercizio.
Si osservi che

cosh z = cos(iz), sinhz = —isin(iz)

6. I numeri di Bernoulli B, sono definiti dall’identita
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Si osservi che il primo membro ¢ una funzione olomorfa nel disco D(0, 27). Per
calcolare i By, esplicitiamo I’'identita:

ottenendo:
2 T RPN
k>0 | h=0,....k k>0

Da qui si calcolano i By induttivamente. I primi valori sono:

By

|
—

By =3
By = B3 =0
By=3 Bs;=0
Bg=% B;=0

In generale Byi+1 = 0 per ogni k > 1. Cio si deduce dal fatto che la funzione

z z By 4

z =1 til

P tTE Tt
E>2

& pari.
sin(z)
cos(z)

7. La funzione trascendente tan z = ha il seguente sviluppo in serie
nell’origine:
2°K(2%* —1)Bak _gpy

20! )

tanz =
E>1

s

e ha raggio di convergenza 3

1.7 Ordine e indice di ramificazione

Sia f una funzione analitica in un intorno di un punto a € C e sia

f(z) =) an(z—a)

k>0

il suo sviluppo in serie in a. Supponiamo che f non sia identicamente nulla in
un intorno di a. In tal caso i coefficienti a; non sono tutti nulli.

L’ordine di f in a & definito come il piu piccolo esponente k tale che ay # 0,
e si denota o,(f).

E’ evidente che o4(f) coincide con I'ordine della serie ), aT* secondo la
definizione data nel §1. Nel seguente lemma sono raccolte le principali proprieta
della nozione di ordine.
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Lemma 1.7.1. Sia f una funzione analitica non costante in un intorno aperto
A dia e C. Allora:

(1) 0a(f) > 0 se e solo se f(a) =0.

(ii) Esiste un aperto U(a) C A contenente a tale che o,(f) = 0 per ogni z €
U(a), z # a.
(iii) Posto ' = g—j; si ha:

0a(f') = 0a(f — f(a)) — 1

(iv) Se g ¢ una funzione analitica e non costante su un aperto B di C tale che
g(B) C A, e se per qualche b € B si ha g(b) = a, ¢'(b) # 0, allora:

op(fog) = oa(f)

Dimostr. (i) € ovvia.

(ii) Se 04(f) = 0 la conclusione & ovvia per la continuita di f. Supponiamo
che a sia uno zero di f, cio¢ che si abbia ag = f(a) = 0. Per ipotesi f non
¢ identicamente nulla in un intorno di a; sia h = 0,(f) > 0. Allora possiamo

scrivere:
f@) =) alz—a)f = (z=a)* Y ar(z—a)""
k>h k>h

La serie Y, ax(2—a)*~" converge in un intorno di a ad una funzione analitica
g(2). Poiché g(a) = ap # 0, esiste r > 0 tale che g(z) # 0 per ogni z € D(a,r).
Ma allora f(z) = (z — a)g(z) # 0 per ogni z € D(a,r), z # a. Quindi il punto
a ¢ isolato nell’insieme degli zeri di f.

(iii) & immediata.

(iv) Se 04(f) = 0 la conclusione & ovvia. Supponiamo o,(f) > 0 e procediamo
per induzione su o4 (f). Per la (iii) si ha:

oo(fog)=1+0((fog))=1+0[f (9(w))g'(w)] =

=1+o,(f' 0g)+on(g) =1+ 0u(f 09)
Poiché dalla (iii) segue che o0,(f) = 04(f) — 1, per lipotesi induttiva si ha
0u(f' 0 9) = 0a(f") € quindi:

o(f 0g) =1+ 0a(f') = 0a(f)

O
Insieme alla nozione di ordine & spesso utile considerare anche la seguente:

Definizione 1.7.2. Sia f: A — C una funzione analitica definita su un aperto
A di C e sia a € A. L'indice di ramificazione di f in a ¢

er(a) = 0a(f(2) = f(a))

Il punto a si dice di ramificazione per f se ef(a) > 2. In tal caso diremo che f
ramifica in a.
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Dal Lemma 1.7.1 segue che si ha

ef(a) = Oa(f/) +1
e che l'insieme dei punti di ramificazione di f & un sottoinsieme discreto di A.

Esempio 1.7.3. Per un fissato intero n > 2 ed una costante ¢ € C la funzione
f: C — C, definita da f(z) = 2™ + ¢, ramifica solo nel punto z = 0 con indice
di ramificazione n. Se invece n = 1 la f non ramifica in alcun punto.

Il Lemma seguente generalizza 1.7.1(iv):

Lemma 1.7.4. Sia f una funzione analitica non costante in un intorno aperto
A diaeC. Seg é una funzione olomorfa e non costante su un aperto B di C
tale che g(B) C A, e se per qualche b € B si ha g(b) = a allora:

€og(b) = ef(a)ey(D)

Dimostr. Si ha

€fog(b) = 140u((fog)") = 1+0s[(f'09)g'] = 1+0b(f'og)+0u(g") = 0on(f'og)+e,4(b)

Se ef(a) = 1 allora 0,(f") = 0 e quindi si ha anche o,(f’ 0 g) = 0. Dall’'ugua-
glianza precedente segue che efo.4(b) = e4(b) e la conclusione & vera in questo
caso. Supponiamo ef(a) > 2 e procediamo per induzione su ef(a). Per I'ipotesi
induttiva si ha:

ob(f"© g) = eprog(b) = e (a)eg(b) = [ef(a) — eg(b)

e quindi:

efog(b) = 0p(f" 0 g) +eq(b) = [ef(a) — eg(b) + eq(b) = er(a)ey(b)

Si osservi che nel caso in cui @ = 0 = f(a) il Lemma afferma che

op(f 0 g) = 00(f)ov(g)

1.8 Zeri delle funzioni analitiche

In questo paragrafo dimostreremo che due funzioni analitiche che coincidono su
un insieme abbastanza grande, in un senso che preciseremo, coincidono identi-
camente. Questa proprieta generalizza una proprieta ben nota dei polinomi: se
due polinomi di grado < n assumono gli stessi valori in n + 1 punti distinti di
C, allora concidono.

Teorema 1.8.1 (Principio del prolungamento analitico). Sia U C C un aperto
connesso, zg € U, ed f: U — C una funzione analitica. Le sequenti condizioni
sono equivalenti:
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(i) f*)(z9) = 0 per ogni k > 0.
(ii) f ¢ identicamente nulla in un intorno di z.

(iii) f é identicamente nulla in U.

Dimostr. (i) = (ii). Sia f(2) = Y450 ax(z — 20)* lo sviluppo in serie di f in
2. Dalla (1.6) segue che a = 0 per ogni k, e quindi f(z) = 0 in un intorno di
Z0-

(ii) = (i) e (iii) = (i) sono ovvie.

(ii) = (iii). Dobbiamo dimostrare che 'insieme

A={ae€U:f ¢identicamente nulla in un intorno di a}

coincide con U. Osserviamo che zg € A e quindi A # (). Pertanto, poiché U &
connesso, sara sufficiente dimostrare che A ¢ aperto e chiuso in U.

A & aperto per definizione.

Sia ¢ € A. Allora esiste una successione {c,} — ¢ tale che ¢, € A. In ogni
punto ¢, & verificata la condizione (ii), e quindi anche la (i), cioe f*)(c,) = 0
per ogni k > 0 e per ogni n. Ma allora, essendo le derivate f(k)(z) funzioni
continue, si ha anche f (k)(c) = (0 per ogni k, cioe in ¢ & soddisfatta la condizione
(i). Ma allora anche la (ii) & soddisfatta, cioe ¢ € A, e quindi A & chiuso. O

Corollario 1.8.2. Sia U C C un aperto connesso. Se f,g sono analitiche in U
e coincidono in un intorno di un punto zg € U allora coincidono identicamente
in tutto U.

Dimostr. Basta applicare il teorema alla funzione f — g. O
Applicando il Teorema 1.8.1 deduciamo il seguente risultato:

Teorema 1.8.3 (Principio d’identita delle funzioni analitiche). Se U C C ¢é un
aperto connesso ed f : U — C é analitica e non ¢ identicamente nulla, l’insieme
degli zeri di f é un insieme discreto, cioé tutti i suoi punti sono isolati.

Dimostr. Supponiamo che f(a) = 0 per qualche a € U. Per il teorema 1.8.1
f non ¢ identicamente nulla in un intorno di a, e quindi, per il Lemma 1.7.1(ii),
a possiede un intorno V' C U tale che f(z) # 0 per ogni z € V, z # a. Quindi
a ¢ isolato nell’insieme degli zeri di f. O
Abbiamo il seguente immediato

Corollario 1.8.4. Se U C C ¢é un aperto connesso ed f,g: U — C analitiche,
allora l’insieme

S={2€U:[f(z) =9(2)}

e discreto oppure S = U. In particolare, se f : U — C ¢ analitica e ¢ € C,
allora

FFH O ={z €U f(z)=c}

se non ¢ vuoto, ¢ un insieme discreto oppure f~1(c) = U, cioé f ¢ costante.



34 CAPITOLO 1. FUNZIONI ANALITICHE

Esempio 1.8.5 (La serie binomiale). Sia a # 0 un numero complesso. Defi-
niamo i coefficienti binomiali come:

(a) ala—1)-(a—k+1)

k)~ k!
perk>1,e (g) = 1. Definiamo la serie binomiale nel modo seguente:
_ QN ik
Ba(t) =) ( k)t
k>0

Lemma 1.8.6. Se a non ¢ uguale ad un intero > 0, il raggio di convergenza di
B,(t) ¢ uguale ad 1.

Dimostr. L’ipotesi su « implica che nessuno dei coefficienti (Z‘) ¢ zero. Si ha:

‘ak+1‘:|1_a+1
ak k+1

che converge ad 1 per kK — co. La conclusione segue dal criterio del rapporto. [J

Se m & un intero positivo segue dal lemma che la serie B e (z) converge
assolutamente per x reale tale che |z| < 1. D’altra parte ¢ ben noto dai corsi
di analisi matematica che la somma di tale serie soddisfa B 1 ()™ =1+ x per
ogni € R tale che |z| < 1. Dal principio di identita delle funzioni olomorfe
discende quindi che nel disco aperto D(0,1) C C la funzione somma della serie
B () soddisfa

Bi(z)"=1+=z2

1
m

O

1.9 Proprieta geometriche delle funzioni anali-
tiche

Sia U C C un aperto, e f analitica su U. Diremo f un isomorfismo analitico
se la sua immagine V = f(U) & un aperto di C ed esiste una funzione analitica
g:V — U tale che fog=1y e go f = 1y, cioe tale che f e g siano funzioni
inverse una dell’altra.

Diremo che la funzione analitica f : U — C & un isomorfismo analitico
locale in un punto zg € U se esiste un intorno aperto Uy C U di zg tale che la
restrizione di f ad Uy sia un isomorfismo analitico. Diremo f un isomorfismo
analitico locale se € un isomorfismo analitico locale in ogni punto z € U.

Ovviamente ogni isomorfismo analitico € anche un isomorfismo analitico
locale. Dalle definizioni segue inoltre che un isomorfismo analitico locale &
un’applicazione aperta.

Dimostriamo un importante risultato preliminare su cui baseremo le nostre
considerazioni successive.
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Proposizione 1.9.1. Sia f(z) una serie di potenze tale che o(f) = 1. Allora
esiste un’unica serie di potenze g(z) tale che o(g) =1 e f(g9(z)) = z, e la serie
9(z) soddisfa anche Uidentita g(f(z)) = z. Se f é convergente allora anche g é
convergente. La serie g(z) si dice inversa formale di f.

Dimostr. Per ipotesi possiamo supporre che la serie f sia della forma:

f(z)=a1z— Z apz"

k>2

con a; # 0. Dobbiamo trovare una serie di potenze g(z) = >, bxz" tale che
bi#0e >
a19(2) — azg(2)? —azg(z)® — - =z

Qust’uguaglianza corrisponde ad infinite equazioni nei coefficienti incogniti by, bs, . . .

ottenute eguagliando tra loro i coefficienti delle serie a primo e secondo membro.
Queste equazioni sono della forma:

a1b1 =1

a/lbk_Pk(aQa"'7a'k7b17"'abk:—1):O kZQ

dove Py & un polinomio a coefficienti interi positivi. Poiché a; # 0 se ne deduce
immediatamente che queste equazioni possono essere risolte induttivamente,
individuando univocamente i coefficienti by. Quindi I'nversa formale g(z) esiste
ed ¢ unica.

Dimostriamo che g(f(z)) = z. Applicando la stessa dimostrazione a g dedu-
clamo che esiste una serie di potenze h(z) tale che o(h) =1 e g(h(z)) = z. Ma
allora si ha:

9(f(2)) = 9(f(9(h(2)))) = g(h(2)) = =
come si voleva, e f(z) = h(z) & l'inversa formale di g(z).
Supponiamo ora che f sia convergente. Possiamo supporre a; = 1. Infatti,
se a; # 0,1 poniamo:

fw) = flay'w) =w =Y apw®
k>2

che & convergente per [w| < [a1|r, dove r & il raggio di convergenza di f. Sia
g(w) Vinversa formale di f(w). Se questa & convergente allora anche la serie
g(z) = a7*§(2) lo &, e questa & proprio I'inversa formale di f(z) perché abbiamo:

Flo(2) = fa7'3(2) = f((2)) = =

Supponiamo dunque che a; = 1. Sia
) =2 Y gt
E>2

una serie di potenze con aj reale > 0 e tale che |ay| < aj per ogni k. Sia
©(2) =Y 1>, ckz® linversa formale di f*(z).
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Sihaci=1e
ek — Pplas, ..., a5, ¢c1,. .. ,¢k—1) =0

con gli stessi polinomi Pj di prima. Per induzione segue allora che ogni ¢ ¢
reale > 0, e che
o] < cx

Per concludere sara quindi sufficiente scegliere la serie f* in modo che ¢(z)
abbia raggio di convergenza positivo. Poiché esiste A > 0 tale che

|ak| S Ak
per ogni k > 2, poniamo:
A%2
floN k ok _
f (z)—z—ZA N
k>2
La serie ¢(z) soddisfa f*(p(z)) = z, cioe:
A%p(2)?

che ¢ equivalente all’identita quadratica:
(42 + A)p(2)? — (1 + Az)pl2) + 2 = 0
In altre parole ¢(z) ¢ una soluzione in C[[z]] dell’equazione:
(A2+A)X?* - (1+A42)X +2=0

Le soluzioni di quest’equazione sono:

(14 A2) £ /(T + A2)2 — 42(A% + A)
e(z) = 2(AZ 1 A) (1.13)

purché il secondo membro abbia significato in C][z]]. L’espressione sotto radice
e della forma:

4z(A% + A)
1+ A42)2 (1 - 22—~/
(1+42) ( (11 Az)2 )
La funzione
. 42(A? + A)
(14 Az)?

¢ somma di una serie di potenze della forma 1+ h(z) con o(h) > 1. Sostituendo
h(z) nella serie binomiale B (2) otteniamo una serie B1(h(z)) convergente ad

(14h(z))2. Sostituendo otteniamo cosi’ le espressioni (1.13) di ¢(z) sotto forma
di composizione di serie convergenti, e pertanto convergenti. Una delle due e
necessariamente 'inversa formale di f*. Cio dimostra che anche la serie g(z) &
convergente. O
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Corollario 1.9.2. Sia f una funzione analitica in un aperto U C C e sia
zo € U. Allora f & un isomorfismo analitico locale in zy se e solo se f'(zg) # 0.

Dimostr. La condizione f’(zp) # 0 & necessaria affinché f sia un isomorfismo
analitico locale in zg. Se infatti esiste una funzione g(z) analitica in un aperto
Vo e tale che g(f(2)) = z per ogni z in un intorno Uy di zg, allora, essendo
Zz' =1, per ogni z € Ug si ha

1= g'(f(20))f'(20)

e in particolare f’(zg) # 0.

Dimostriamo che la condizione ¢ anche sufficiente. Supponiamo dapprima
che zg = 0 e f(0) = 0. Quindi f ¢ analitica in un intorno di 0 e op(f) =1, e
cio significa che f puo essere rappresentata come somma di una serie di potenze
convergente in 0 e di ordine 1. Possiamo pensare f come definita nel suo disco
aperto di convergenza f : D — C. Sia g l'inversa formale di f e sia Vi un
disco aperto centrato in 0 e contenuto nel disco di convergenza di g e tale che
g(Vo) C D; Vj esiste perché g & continua. Sia Uy = f~1(Vp), e sia

fo:Uo—)Vo

la restrizione di f a Uy. Si osservi che g(Vy) C Uy perché per ogni w € Vj si
ha f(g(w)) = w. Pertanto la restrizione go di g a Vj definisce un’applicazione
analitica go : Vo — Up tale che fo(go(w)) = w per ogni w € V. D’altra parte per
come ¢ stata definita fy si ha anche go(fo(2)) = 2z per ogni z € Uy, e quindi fj e
go sono isomorfismi analitici inversi uno dell’altro; cio conclude la dimostrazione
nel caso zp =0 e f(z9) = 0.

Il caso generale si riduce a quello precedente per traslazione. Precisamente,
per una f arbitraria tale che f(2) =Y _,5, ax(z — 20)*, si ponga w =z — 2o, e

F(w) = f(w+20) — f(z0) = > apw”
k>1

Pertanto:

f(2) = F(z — 20) + f(20)
Allora per quanto dimostrato nella prima parte F' possiede un’inversa locale G.
Poniamo wg = f(2p), e sia

9(w) = G(w — wo) + 20
Allora g & un’inversa locale per f. Infatti:
flg(w)) = F(g(w) — z0) + f(20) = F(G(w — wo) + 20 — 20) + f(20) =
=w —wo + f(z0) =w
e viceversa:
9(f(2)) = G(f(2) —wo) + 20 = G(F(z — 20) + [ (20) —wo) + 20 = 2 — 20+ 20 = 2

e cio conclude la dimostrazione. O
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Esempio 1.9.3. Dal Corollario 1.9.2 segue che la funzione esponenziale ¢ un
isomorfismo analitico locale, essendo (e*)’ = e* # 0 per ogni z € C. Pertanto
ogni wy # 0 possiede un intorno aperto su cui ¢ definita una determinazione
analitica di log(w) avente come valore in wq una qualsiasi preassegnata determi-
nazione di log(wp). Cio implica facilmente che e(*) : C — C* & un rivestimento,
ed e il rivestimento universale di C*.

A titolo di esempio calcoliamo nell’intorno del punto wy = 1 la determinazio-
ne di log(w) tale che log(1) = 0. Con le notazioni del Corollario 1.9.2 abbiamo
zo =0 e:

wk

F(w):f(w+0)*f(0):€w*1:ZH

k>1

e e¥ = F(w) + 1, mentre
log(w) = g(w) = G(w — wp) + 20 = G(w — 1)

Non ci resta che calcolare G(w), linversa formale di F(w). Questo calcolo ¢
facilitato dall’osservare che G(w) = g(w + 1) e che w = f(g(w)). Derivando si
ottiene

L= f'(g9(w))g' (w) = =g’ (w) = wg'(w)
Quindi

G'w) = (w+1) = —— = 3" (-1)Fut
k>0

Ma allora G(w) si ottiene integrando termine a termine e scegliendo 0 come
termine costante, cioe:

wk
Glw) = S (-1)F 1
E>1
e quindi:
j1 (W — ¥

log(w) = 3 (-1

E>1

Esempio 1.9.4. La funzione f(z) = 1/z & analitica in C* = C\{0} ma non
possiede una primitiva in C*. Sia infatti g(z) una sua primitiva locale definita
in un intorno D C C* di un punto 7z, € C*; si abbia cioe ¢'(z) = 1/z per z € D.
Se D ¢ sufficientemente piccolo ¢ anche ben definita in D una determinazione
analitica £(z) del logaritmo di z, cioe si ha:

z=¢"), z€D

Segue che
1=e @0 (2) = 20'(2) z€D

e quindi anche ¢(z) ¢ una primitiva di 1/z in D. Pertanto esiste una costante
¢ € C tale che g(z) = £(z) + c¢. Dunque, se esistesse una primitiva g(z) di f(z)
in tutto C* allora esisterebbe una costante C' tale che g(z)+ C' sia una determi-
nazione del logaritmo di z analitica in tutto C*: cio & palesemente impossibile,
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perché non pud nemmeno esisterne una continua. Per convincersene ¢ sufficien-
te considerare la variazione continua di una qualsiasi determinazione di log(z)
quando z percorre la circonferenza unitaria.

Il risultato che segue descrive una proprieta geometrica fondamentale delle
funzioni analitiche.

Teorema 1.9.5 (dell’applicazione aperta). Sia U C C un aperto connesso e
f:U = C una funzione analitica. Se f non é costante allora f é un’applicazione
aperta.

Dimostr. Poiché f non & costante la sua derivata f/(z) si annulla al pilt su
un sottoinsieme discreto S C U. Per il Corollario 1.9.2, la restrizione di f ad
U\S ¢ un isomorfismo analitico locale e quindi ¢ aperta. Ci resta da verificare
che f & aperta anche nei punti di S.

Sia a € S; non ¢ restrittivo supporre che f(a) = 0. Allora r := o0,(f) > 2.
Si ha pertanto:

F&) =S az-a),  a, #0

k>r
in un disco aperto D centrato in a. Si ha:
a ! Z arik(z —a)f =14 h(2)
k>0

dove h(z) € analitica in D e soddisfa h(a) = 0, cioe o,(h) > 1. Sia b € C tale
che b = a,.. Allora possiamo scrivere:

f(z) =(=a)" Yo trn(z —a)f
=a,(z—a)"(1+ h(2))

= [b(z = a)]"(1 + h(2))

Poiché o,(h) > 1 la serie composta By,,.(h(z)) ¢ ben definita e ha raggio di
convergenza positivo; la funzione somma della serie soddisfa By /,.(h(2))" =1+
h(z). Pertanto possiamo riscrivere la funzione f(z) nella forma seguente:

f(z) = [b(z = a) By, (h(2))]"
Quest’uguaglianza esprime la funzione f(z) come la composizione della funzione
z = b(z —a)Byr(h(2))

con la funzione w ~ w". Si osservi che By /.(h(a))" = 1 e quindi By ,.(h(a)) # 0.
Pertanto

0ulb(z — @) By, (h(2))] = 04 (b= — @) + 04 B o (h(2))] = 1 +0 = 1

e quindi b(z — a) By, (h(z)) € un isomorfismo analitico locale in a, in particolare
¢ aperta in a. Inoltre ¢ elementare verificare che la funzione w — w" & aperta.
In conclusione f(z) & aperta in a. O
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Osservazione 1.9.6. Dalla dimostrazione del teorema 1.9.5 segue che nell’in-
torno di un punto a € U in cui f'(a) = 0 I'applicazione f & la composizione di un
isomorfismo analitico locale con I’applicazione w — w”, dove r = o, (f — f(a)).

Concludiamo questo paragrafo con un teorema che fornisce un criterio af-
finché una funzione analitica sia un isomorfismo analitico.

Teorema 1.9.7. Sia f analitica su un insieme aperto U C C, e supponiamo
che f sia iniettiva. Allora f é un isomorfismo analitico. In particolare f'(z) # 0
per ogni z € U.

Dimostrazione. Poiché ¢ iniettiva, f & non costante su ogni componente connes-
sa di U. Quindi la sua immagine V = f(U) € aperta. Denotiamo con g : V. — U
la sua inversa. Sia a € U. In un intorno di a la funzione f ha uno sviluppo in
serie della forma:

fz)=fa)+> ar(z—a)*,  a, #0

k>r

Poiché f e iniettiva, dev’essere necessariamente 7 = 1 per ’osservazione 1.9.6,
perché Papplicazione w +— w" ¢ iniettiva se e solo se r = 1. Quindi f/(a) #0 e
dal Corollario 1.9.2 segue che g ¢ analitica in f(a). O

1.10 Il principio del massimo modulo

Come applicazione del teorema dell’applicazione aperta abbiamo il seguente
importante risultato.

Teorema 1.10.1 (Principio del massimo modulo). Sia U C C un aperto con-
nesso e f : U — C una funzione analitica. Se esiste un punto zo € U tale che
la funzione |f| : U — R abbia un massimo locale in zy allora f é costante.

Dimostr. Sia

fz)=ao+ Y ar(z—2)"

k>1

lo sviluppo in serie di f(z) in zg. Se f non & costante allora & aperta in zg
e quindi la sua immagine contiene un disco di centro ag = f(20). Quindi, al
variare di z in un intorno di zg, l'insieme di numeri reali |f(z)| contiene un
intervallo aperto contenente |ag| = |f(20)|, € quindi |f(z0)| non pud essere un
massimo locale per | f]. O
Il principio del massimo modulo si applica soprattutto nel caso in cui f sia
una funzione definita in un disco chiuso, olomorfa al suo interno e continua
sulla frontiera. In tal caso il teorema 1.10.1 implica che il massimo di |f| sulla
frontiera del disco ¢ un limite superiore per |f| anche nell’interno del disco.

Corollario 1.10.2. Sia U C C un aperto connesso e f : U — C una funzione
analitica. Se esiste un punto zg € U tale che la funzione R(f) abbia un massimo
locale in zg, allora f e costante.
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Dimostr. La funzione ef(*) & analitica in U e soddisfa

|ef(2)| — R(F(2)

Pertanto se zp ¢ un massimo locale per R(f), ¢ anche un massimo locale per

le/(*)] e quindi e/(*) & costante, per il Teorema 1.10.1. Da cid segue che f(z) &

costante. O
Diamo una importante applicazione del Teorema 1.10.1:

Teorema 1.10.3 (Teorema fondamentale dell’algebra). Sia

f(z)=ap+aiz+ - +aqz?

un polinomio non costante a coefficienti complessi. Allora f possiede almeno
una radice, cioé esiste zg tale che f(zg) = 0.

Dimostr. Possiamo supporre ag # 0. Per assurdo supponiamo che f(z) # 0
per ogni z € C. Scriviamo:

=t (22, 25 )

aqz?  agzd

Da questa espressione deduciamo che

1
lim — =0
2|00 f(2)

Pertanto, fissato ¢ € C, esiste un numero reale R > 0 tale che

1 1
HEINEC] (114)

per ogni z tale |z| > R. Non ¢ restrittivo supporre che si abbia anche |c| < R.

Sia K il disco chiuso di centro 0 e raggio R. Poiché la funzione ﬁ & continua

in K, che e chiuso e limitato, essa possiede un massimo in un punto w € K.

Per la (1.14) il punto w non puo essere sulla frontiera di K. Quindi w & interno

a K. Dal principio del massimo modulo si deduce che ﬁ & costante, e quindi

che f(z) ¢ costante, una contraddizione. O
Un’altra applicazione del Teorema 1.10.1 ¢ la seguente.

Teorema 1.10.4 (Lemma di Schwarz). Sia D = D(0, 1) il disco aperto unitario,
f: D — D una funzione analitica tale che f(0) =0. Allora

[f(2)] <
per ogni z € D.

Dimostr. Poiché f(0) = 0 la funzione g(z) = f(z)/z ¢ analitica in D. Fissato
0# z € D, e posto r = |z|, si ha
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e quindi, per il principio del massimo modulo, si ha anche |g(¢)| < 1/rse (| <
perché altrimenti |g(¢) avrebbe un massimo nell’interno del disco chiuso |z| < r.
Facendo tendere r = |z| — 1 si ottiene la tesi. O

ESERCIZI



Capitolo 2

Integrazione complessa

2.1 Curve e archi

Sia [a,b] un intervallo chiuso e limitato di R. Una curva differenziabile a valori
complessi, o semplicemente una curva, € un’applicazione

v :la,b) — C
di classe C!, cioe tale che, posto y(t) = v1(t) + iy2(t), le funzioni
Y1,72 : [a, b)) — R

siano di classe C1. T punti v(a),y(b) € C si dicono gli estremi, e rispettivamente
punto iniziale e punto finale, di v; diremo che v ¢ un arco congiungente v(a) a
~(b). Diremo che v & una curva chiusa se y(a) = ~v(b), cioe se il punto iniziale e
il punto finale coincidono. Se U C C & un aperto, diremo che v é contenuta in
U se la sua immagine & contenuta in U. Scriveremo anche v : [a,b] — U. Con
abuso di linguaggio, chiameremo punti di v i punti di ¥([a, b]).

Se ¢ : [¢,d] — [a,b] & un’applicazione differenziabile tale che ¢(c) = a,
o(d) =be ¢ (t) >0 per ogni t € [¢,d], la composizione

vyop:le,d — C

si dice una riparametrizzazione di .
Nel seguito considereremo anche applicazioni continue

F:la,b] — C

non necessariamente differenziabili. Una funzione F siffatta verra talvolta chia-
mata una curva continua. La definizione di riparametrizzazione si estende senza
cambiamenti alle curve continue.

Lemma 2.1.1. Se F : [a,b] — C ¢ una curva (o una curva continua), per ogni
intervallo chiuso e limitato [c,d] esiste una riparametrizzazione di F definita in

[e, d].

43
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Dimostr. B sufficiente osservare che ¢ : [¢, d] — [a, b] definita da:

(t)ib—at+ad—bc
L4 Cd-—c d—c

definisce la riparametrizzazione. O
La derivata di una curva v in ¢ € [a,b] & 7/ (t) = 71 (¢) + i74(t). La velocita
diyin te |y (t)].
L’opposta di una curva « : [a,b] — C & la curva

v i [a, b)) — C

definita da
v () =(a+b—1)
Gli estremi di v~ coincidono con gli estremi di v, ma il punto iniziale a finale

sono scambiati tra loro.
Un arco, o cammino, € una successione finita

v={y",...,7"™}

di curve tale che il punto finale di 49 coincida con il punto iniziale di ~(+1)
per ogni i = 1,...,n — 1. Il punto iniziale di v(!) & detto punto iniziale di -,
mentre il punto finale di v(") & detto punto finale di v. L’arco ~ si dice chiuso
se il punto iniziale e il punto finale coincidono.

L’arco opposto di v = {y(1, ... 4™} &

v ={r"" )
Se le curve v, ..., (™ che compongono un dato arco  sono definite negli
intervalli [b1, ¢1], . . ., [bn, ¢n] rispettivamente, allora possiamo assegnare a piacere

un intervallo [a,b] ed una sua partizione
a=aqy<a1 <---<ap,=>

e, utilizzando il Lemma 2.1.1, riparametrizzare v ..., 4" in modo che i
nuovi intervalli di definizione siano [ag,a1],. .., [an—1,a,]. In tal modo v sara
identificato ad una curva continua

v :la,b) — C

di classe C! al di fuori eventualmente dei punti a;. Viceversa, ¢ ovvio che se si
assegna una curva continua che sia di classe C! al di fuori di un numero finito di
punti dell’intervallo di definizione, essa definisce un arco. Pertanto un arco puo
anche essere definito in questo modo. Nel seguito utilizzeremo indifferentemente
una o l'altra delle due definizioni di arco.

Esempio 2.1.2. Se zy,2; € C sono due numeri complessi distinti, il segmento
di estremi zg, 21 € la curva

[20,21] : [0,1] — C
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definita da [z9, 21](t) = 20 + (21 — 20)¢t. Si noti che [z, z1] & ben definito anche

se zp = z1. Se 29,21, - - - , 2, SONO numeri complessi allora la poligonale di vertici
20, Z1, - ., 2n € l'arco

{lz0, 1], - -+, [2n—1, 2]}
che si denotera semplicemente con il simbolo [zq, 21, . . . , 2]-

Se zg € Ce R > 0, la circonferenza di centro zg e raggio R & la curva
Cr : [0,27] — C

definita da
CRr,z(0) = 20 + Re'? = 2y + Rcos(0) + iR sin(6)

Se zp = 0 scriveremo anche Cr invece di Cr.
Per comodita del lettore richiamiamo il seguente risultato elementare:
Proposizione 2.1.3. Sia S C C un sottoinsieme. L’applicazione
p:C\S—R
definita da
p(z) =inf{|z —p| : pe€ S}
e continua. p € chiamata funzione distanza da S.

Dimostr. Sara sufficiente dimostrare che, per ogni z,w € C\S, si ha:

p(2) = p(w)| <[z —w]

Dato z € C\S e € > 0, per definizione di p esiste p € S tale che |z—p| < p(z) +e.
Quindi:
lw—=p| <fw—z|+]z=p| < |w—z[+p(2) + €
e quindi
p(w) < fw —p| <fw—z[+p(z) +€

cioe p(w) — p(z) < |w — z| + €. Poiché e ¢ arbitrariamente piccolo, cio implica
la disuguaglianza da dimostrare. O
Nel seguito utilizzeremo il seguente lemma.

Lemma 2.1.4. Sia U C C un aperto, F : [a,b] — U una curva continua.
Allora esiste una suddivisione

a=ayp<---<a,=>b

dell’intervallo [a,b] ed una successione finita di dischi aperti {Dg,...,Dp_1}
contenuti in U e tali che

F([a;, ai41]) C Dy, i=0,...,n—1
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Dimostr. Poniamo ¢(t) = p(F(t)), dove p ¢ la funzione distanza da C\U.
Per la Proposizione 2.1.3 la funzione

¢:la, b)) — R

definita da ¢(t) = p(F(t)), & continua, e quindi ammette minimo perché [a, b] &
compatto. Sia
r = min{¢(¢)}
[a,b]
Essendo U aperto, r > 0. Poiché F' & uniformemente continua, esiste § > 0 tale
che per ogni t, s € [a, b] tali che |s — t| < §, si abbia
[F(s) = F(t)] < 5

Consideriamo una partizione a = ag < -+ < a,, = b di [a, b] tale a;41 —a; < ¢

per ogni i = 0,...,n — 1, e sia D, il disco aperto di centro F'(a;) e raggio .

Allora dalla costruzione segue che la partizione scelta e {Dy, ..., D,_1} hanno

le proprieta richieste. O
Introduciamo la seguente definizione.

Definizione 2.1.5. Sia U C C un aperto. Due archi v,n : [a,b] — U si
diranno vicini se esiste una partizione

a=ay<---<a,=>b

dell’intervallo [a,b] ed una successione finita di dischi aperti {Dg,...,Dp_1}
contenuti in U tali che

Y([ai, ai1]) € Dy e n([ai, aiy1]) C D;
peri=20,...,n—1.

Nel calcolare un integrale complesso risulta spesso utile sostituire un arco di
integrazione con un altro ad esso vicino. Tale sostituzione puo talvolta venire
iterata, mediante un procedimento di deformazione continua dell’arco, che viene
chiamato “omotopia”.

Definizione 2.1.6. Siano F,G due curve continue definite sullo stesso in-
tervallo [a,b] e contenute in un aperto U C C. Una omotopia tra F e G ¢
un’applicazione continua:

Y [a,b] X [e,d] — U
per qualche intervallo [c,d), tale che
Y(t,e)=F(t),  (t.d)=G(t)

per ognit € [a,b]. Se F e G hanno stesso punto iniziale zo e stesso punto finale
z1, diremo che v lascia fissi gli estremi se inoltre si ha:

w(aa 8) = 20, w(b? 8) =z

per ogni s € [c,d].
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Dalla definizione segue che se 1 ¢ un’omotopia tra F' e G allora per ogni
s € e, d]
s i [a, b)) — U

definita da ¢s(t) = ¥(¢,s), & una curva continua e ¢, = F, ¥4 = G. Quindi
un’omotopia definisce una famiglia di curve continue che realizzano una defor-
mazione continua di F in G. Se F' e G hanno gli stessi estremi, le diremo
omotope se esiste un’omotopia tra F' e G che lascia fissi gli estremi. Se F' e G
sono curve continue chiuse, le diremo omotope se esiste un’omotopia ¥ tra F e
G tale che 1, sia una curva continua chiusa per ogni s € [c, d].

Esempio 2.1.7. Un sottoinsieme S C C si dice convesso se, per ogni zg, 21 € S,
il segmento [z, z1] & contenuto in S. E facile verificare che un insieme convesso
¢ connesso. Ovviamente C & convesso.

Due qualsiasi curve continue 7,7 : [a,b] — U contenute in un aperto
convesso U sono omotope. Infatti ponendo:

P(t,s) = (1= s)y(t) + sn(t)

si definisce un’omotopia 1 : [a,b] x [0,1] — U tra v e 5. Se v e n hanno gli
stessi estremi allora 1 fissa gli estremi; Se v e 1 sono chiuse anche 1, ¢ chiusa
per ogni s € [0,1].

Esempio 2.1.8. Un sottoinsieme S C C si dice convesso rispetto ad un suo
punto w € S se per ogni z € S il segmento [z, w] & contenuto in S.

Se U C C & un aperto convesso rispetto ad un suo punto w allora due
qualsiasi curve continue «,7 : [a,b] — U sono omotope. Un’omotopia & data
da:

1/J(t7 5) =

IA A
—_ N

(1 —28)y(t) + 2sw se 0 <s
20 —s)w+2(s—3)n(t) sei<s

Se v e p hanno gli stessi estremi allora v fissa gli estremi; Se v e 1 sono chiuse
anche 1 & chiusa per ogni s € [0, 1].

Esempio 2.1.9. Sia w € C, v(t) = w + Re®, 0 < t < 27, la circonferenza di
centro w e raggio R > 0. Sia zp un punto interno alla circonferenza, ed r > 0
tale che |29 — w| + 7 < R. Sia n(t) = 29 + re’, 0 < t < 27, la circonferenza di
centro zg e raggio r. Allora v ed 1 sono omotope.

Un’omotopia & data da:

Y(t) — 20
[7(t) — 2ol

Attraverso un’omotopia € possibile costruire successioni di archi vicini, uti-
lizzando il seguente lemma:

Y(t,s)=s|z0+T + (1= 9)v(t)

Lemma 2.1.10. Sia ¢ : [a,b] X [¢,d] — U un’omotopia tra due curve continue
F,G. Allora esistono partizioni

a=ag<---<ap,=2>, c=cg < -<cp=d
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tali che per ogni i =0,...,n—1, 7=0,...,m — 1, posto
Rij = [ai; aiy1] ¥ [¢j, ¢j41]

Uimmagine ¥ (R;;) sia contenuta in un disco aperto D;; contenuto in U. In
particolare, se s,s" € [cj,ciq1] per qualche j, allora gli archi s e g sono
VICIN.

Dimostr. L’'ultima affermazione & un’immediata conseguenza della prima.

Dimostriamo la prima asserzione. Sia p la funzione distanza da C\U. Ponendo
o(t,s) = p(¢¥(t, s)) otteniamo un’applicazione

¢ :la,b] x[c,d — R

che e continua per la Proposizione 2.1.3. Per la compattezza essa ammette
un minimo 7, che & positivo perché U ¢é aperto. D’altra parte, la compattezza
implica che v & uniformemente continua. Pertanto esiste § > 0 tale che |1 (¢, s) —
YA, ) <r/2se|t—¢| <dels—s| <4 suddividiamo gli intervalli [a,b] e
[¢, d] in sottointervalli di diametro minore di ¢:

a=ag<---<ap,=D>, c=cp<- - -<cm=d
Per costruzione, per ogni i =0,...,n—1,j=0,...,m—1, il disco D;; di centro
¥(a;.cj) e raggio r & contenuto in U e contiene ¥(R;;). O

Introduciamo una importante classe di insiemi aperti.

Definizione 2.1.11. Un aperto U C C si dice semplicemente connesso se é
connesso e se ogni curva continua chiusa contenuta in U & omotopa ad una
curva costante.

Esempio 2.1.12. Segue dagli esempi 2.1.7 e 2.1.8 che sono semplicemente con-
nessi gli aperti convessi e, pit in generale, gli aperti convessi rispetto ad un loro
punto. In particolare sono semplicemente connessi:

(i) un disco aperto;
(ii) un semipiano aperto;

(iii) il complementare di una semiretta chiusa.

2.2 Integrazione lungo archi
Siano a,b € R, a < b, e sia F' : [a,b] — C una curva continua data da:
F(t) = u(t) +iv(t)

Definiamo [’integrale indefinito di F' come

/ Ft)dt = / w(t)dt + i / o(t)dt
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e definiamo [l’integrale (definito) di F su [a,b] come:

/abF(t)dt - /abu(t)dt +z'/abv(t)dt

In altre parole la definizione di integrale (definito o indefinito) ¢ data applicando
alle funzioni u(t) e v(t) le corrispondenti definizioni dell’analisi di variabile reale.
Pertanto dal teorema fondamentale del calcolo discende che la funzione

L / CF(s)ds

¢ differenziabile, e che la sua derivata ¢ la funzione F(t).
Se 7 : [a,b] — C & una curva, definiamo la lunghezza di v come

b
L) = [ @)
cioe come l'integrale della sua velocita.

Se f: U — C & una funzione continua su un aperto U C C e se v : [a, b] —
U é una curva, definiamo l’integrale di f esteso a v come

/7 f= / f(2)dz = /  Fa) (i

Sey = {yM, ..., 4™} & un arco in U allora l'integrale di f esteso a~ ¢ definito
come: .
[r=%] 1
Y i=1 77

(i) Se F:[a,b] — C ¢é una funzione continua allora

/a Pyt

(ii) Se f:U — C ¢ una funzione continua su un apertoU C C, v : [a,b] — U
¢ una curva, e n: [c,d] — U una sua riparametrizzazione, allora:

[yf(z)dz:/nf(z)dz

(iii) Se f e~y sono come in (i), allora:

/A/f(z)dz

F1ly == max {[f(+(2))[}

t€la,b]

Lemma 2.2.1.

< / Pt

< [ fll L)

dove
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(iv) Se f e sono come in (i), allora

/Y f(z)dz = —Lf(z)dz

Dimostr. (i) Per ogni partizione a = ay < a; < --- < a,, = b di [a, b] abbiamo
la disuguaglianza

S Flan)(ans — )| < 3 1F(@p)](axs1 — ax)
k=0 k=0

Passando al limite la disuguaglianza si conserva e si ottiene la conclusione.
(ii) Supponiamo che la riparametrizzazione sia della forma n(t) = v(¢(t))
dove
¢ :[e,d] — [a,b]

Allora: J
[ F)dz = [ Fne)n (e

= [7 F(O)Y () (t)dt
= [ F(v()) (s)ds

— [ f(e)ds
(iii) Segue dalla (i) e dalla disuguaglianza

b b
[ 1@ @< sl [ 1wl

(iv) & lasciata come esercizio. O
Avremo anche bisogno del seguente lemma:

Lemma 2.2.2. Sia {f,} una successione di funzioni continue su un aperto
U C C, che converge uniformemente ad una funzione f. Sia v un arco in U.

Allora
lm/h:/f
moJy ¥

Se ", fn € una serie di funzioni continue in U che converge uniformemente in

U, allora
[5e-5

Dimostr. La prima affermazione segue immediatamente dalla disuguaglianza:

ﬂn—ﬁﬂslﬁﬁngmm—ﬂﬂw

La seconda asserzione segue dalla prima applicata alla successione delle somme
parziali della serie. O
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Esempio 2.2.3. Sia f(z) = 1/z. Allora, per ogni R > 0 si ha:

1 27 1 ) 27
/ —dz= | ——Rie"df = z/ df = 2mi
Cr % o Re 0

Sia ora f(z) = z. Allora:

27 27
/ zdz = / Re " Rie?do = R?i / df = 271i R>
Cr 0 0

Ricordiamo che, se f : U — C & una funzione continua definita su un
aperto U C C, una primitiva per f & una funzione olomorfa g : U — C tale
che ¢'(z) = f(2) in U.

Teorema 2.2.4. Sia f: U — C una funzione continua definita su un aperto
UccC.

(i) Se f ha una primitiva g in U allora, per ogni zo,z1 € U e per ogni arco
in U congiungente zo a z1 si ha

/ f(2)dz = g(z1) - g(z0)

In particolare quest’integrale non dipende dal particolare arco congiungente
zo a z1 utilizzato per calcolarlo.

(ii) Se U ¢ connesso vale anche il viceversa. Cioé, se per ogni zg,z1 € U

l'integrale
/ f(z)dz
¥

ha lo stesso valore qualsiasi sia l’arco v contenuto in U congiungente zy a
z1, allora f possiede una primitiva in U.

Dimostr. (i) Supponiamo dapprima che v sia una curva. Allora si ha:
b
[ fz)dz = [, g (v(t)y (t)dt

= 24 g(y(t))dt

Se v = {71, ...,4™} & un arco in U tale che gli estremi di 4™, ... "
siano rispettivamente {zo,w1},...,{w;—1,w;},...,{wn—1,21} allora si ha, per
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la prima parte della dimostrazione:
fﬁf f(z)dz = 2?21 f“/“) f(z)dz
= (g(w1) — 9(20)) + (9(w2) — g(w1)) + - -+ + (9(21) — g(wn-1))
=9(z1) —g(20)

(ii) Fissiamo un punto zg € U e definiamo:

o(2) == / Q)¢

dove «y € un qualsiasi arco in U congiungente zy a z. Per ipotesi quest’integrale
¢ indipendente da 7y e pertanto puo essere denotato

/ 7O

Poiché U ¢ connesso g(z) € ben definita per ogni z € U. Per ogni z € U e per
ogni h € C tale che z + h € U abbiamo:

aGth-g) 1 [ S p©Qde - [7 f WC}

= 3 [ FQdc+ [ £ (©)ac] 21)

= L= pQde

Poiché U & aperto, quando |h| & sufficientemente piccolo il segmento congiun-
gente z a z+ h & contenuto in U e quindi 'ultimo integrale in (3.13) pud essere
calcolato su tale segmento. Scriviamo:

f(Q) = F(2) +¢(C)

dove ¢ & una funzione continua su U tale che lim_,, ¢({) = 0. Allora si ha:

%f[z,z—i—h] f(C)dC = %f[z,z—i—h] f(Z)dC + % f[z,z+h] L‘0(<>d<
= f(z) + %f[z7z+h] ‘P(C)dg

Sostituendo in(3.13) otteniamo:

1

g(z+h) — g(2) 1
e s < rlhlmax{[(O)[}

— Al

/ P(Q)dC
[z,2+h]

dove il max ¢ calcolato sul segmento [z, z 4+ h|. Poiché
lim max{|(C)[} =0
—0

la conclusione segue. O
E immediato verificare che il Teorema 2.2.4 ¢ equivalente al seguente:
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Teorema 2.2.5. Sia f: U — C una funzione continua definita su un aperto
UccC.

(i) Se f ha una primitiva in U allora per ogni arco chiuso 7y contenuto in U si

ha
/yf(z)dz =0

(ii) Se U ¢ connesso e se per ogni arco chiuso 7y contenuto in U si ha

Lf(z)dz =0

allora f possiede una primitiva in U.

Zn+1

Esempio 2.2.6. Per ogni n > 0 la funzione z" possiede la primitiva T In C.
Se n < —2 la funzione 2" possiede la primitiva f:::ll in C\{0}. Pertanto si ha

/ ng 0 per ogni « chiuso se n >0
2"dz =
~ per ogni 7y chiuso non contenente 0 se n < —2

In particolare deduciamo che, se P(z) € un polinomio, allora

/ P(z)dz=0
~
per ogni arco chiuso v in C.

D’altra parte, dall’esempio (2.2.3) e dal Teorema 2.2.5 segue che la funzione
271 non possiede una primitiva in C\{0}.
Esempio 2.2.7. Se >, ar(z — a)® & una serie di potenze convergente in
un disco D di centro a, allora la sua somma & una funzione analitica f(z)
che possiede primitiva in D, data dalla somma della serie Zk21 k(ffl 2L (cfr.
Proposizione 1.5.8). Segue dal Teorema 2.2.5 che fv f(2)dz = 0 per ogni arco
chiuso v contenuto in D.

2.3 1l teorema di Goursat

Il teorema di Goursat, che dimostreremo in questo paragrafo, da informazioni
sull’integrazione di funzioni olomorfe in un caso molto particolare. Cio nono-
stante esso € indispensabile per la dimostrazione del teorema di Cauchy, che
daremo successivamente.

Teorema 2.3.1. Sia R un rettangolo in C e sia f(z) una funzione olomorfa in
un aperto contenente R. Allora

f(z)dz=0
oR

dove OR denota [’arco costituito dai quattro lati del perimetro di R percorso in
verso antiorario.
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Dimostr. Suddividiamo il rettangolo R in quattro rettangoli uguali, Ry, ..., Ry,
bisecandone i lati. Otteniamo:

4
dz = d
@)z ; IOl

e pertanto
4

<y

i=1

(2)dz f(z)dz

OR;

f
OR

Da questa disuguaglianza segue che per almeno uno dei quattro rettangoli
Ri,..., Ry, chiamiamolo R™, si ha

| s

ORM)

Ora ragioniamo nello stesso modo sul rettangolo R(Y), suddividendolo a sua
volta in quattro rettangoli uguali. Deduciamo che per uno di essi, chiamiamolo

R® | si ha:
/ f(2)dz / f(2)dz
OR() OR(2)

(2)dz /6R(2> f(z)dz

OR
Procedendo in questo modo otteniamo una successione di rettangoli

f(z)dz

OR

<4

<4

e quindi:

<42

RM 5 R® 5 gG) 5

/ f(z)dz
BR(™)
per ogni n.

Denotiamo con ¢, il centro di R(™). La successione {c, } & di Cauchy. Infatti,
dato € > 0, sia N tale che il diametro di R™N) sia minore di e. Se n,m > N
allora ¢, e ¢, stanno in RV e quindi

tali che:
<4n

f(z)dz

OR

(2.2)

len —em| <€
Sia 2o = limy,_y00 €. Allora zg € R per ogni n perché R & chiuso: ne segue

che
20 € ﬂ R(n)

Ma poiché il diametro degli R(™ tende a 0 la loro intersezione non pud contenere
piu di un punto. Quindi
(s} = (2
n
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Consideriamo un disco V' di centro zy tale che per ogni z € V si abbia:
f(z) = f(20) + f'(20) (2 — 20) + (2 — 20)(2)

dove h(z) ¢ una funzione continua in V e tale che lim,_,,, h(z) = 0. Abbiamo ,
per tutti gli n > 0, R C V e quindi:

Joro F(2)dz = f(20) [opem dz + f'(20) [ype (2 — 20)d2

+ Jogm (2 = 20)h(2)dz

Dall’esempio 2.2.6 segue che i primi due integrali a secondo membro sono nulli

e quindi:
/ f(z)dz = / (z — 20)h(2)dz
OR(™) OR(™)

Denotiamo con Lg la lunghezza di R, e con L, quella di R, Allora si ha
L, = 2L, 1 cosicché per ogni n:

Ly=2"L,
Pertanto, tenuto conto di (2.2), abbiamo:
|Jor F(2)dz| <47 | [3pen f(2)dz]
<A fopon (2 = 20)h(2)dz < 47 55 Lo maxpen {|2 — 20/ [A(2)[}

< 2" Ly diam(R™) max ) {|h(2)[}

Ma poiché diam(R™) = 2 diam(R) otteniamo

(z)dz
oR

< Lo diam(R) max{|h(z)|}
R n
Il secondo membro tende a 0 quando n — oo, e quindi il teorema ¢ dimostrato.

O

Osservazione 2.3.2. Il teorema di Goursat sussiste anche se al posto di un
rettangolo si considera un triangolo. La dimostrazione ¢ molto simile.

Il teorema di Goursat ha la seguente notevole conseguenza:

Teorema 2.3.3. Sia D un disco aperto e sia f(z) olomorfa in D. Allora f(z)
ha una primitiva in D, e l'integrale di f su un qualsiasi arco chiuso contenuto
in D ¢eo.

Dimostr. Sia zg il centro di D. Definiamo

o) = | T F(Q)de
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dove l'integrale ¢ esteso ad una delle due poligonali congiungenti zy e z e costi-
tuita da due lati consecutivi del rettangolo di vertici opposti zg e z. Sia h tale
che z4+ h € D. Abbiamo:

2+h z z+h
g(z+h) — g(2) = / F(O)d¢ - / F(Q)d¢ = / Q)¢

dove I'ultimo integrale ¢ esteso alla poligonale costituita da due lati consecutivi
del rettangolo di vertici opposti z e z 4+ h, e I'ultima uguaglianza e vera per il
teorema di Goursat. Poiché f e continua in z, possiamo scrivere

F(Q) =1(z) +4(C)

in un intorno di z, dove ¥(¢) ¢ una funzione continua tale che lim._,, ¥(¢) = 0.
Allora:

z+h z+h z+h
g(z+h) — g(z) = / F(2)d¢ + / B(O)dC = hf(=) + / B(C)de

Se h = hy + tho allora la lunghezza della poligonale congiungente z con z + h a
cui ¢ esteso l'integrale precedente ¢ uguale a |hi| + |ha|. Pertanto:

z+h
 RGL

dove il max e calcolato sulla suddetta poligonale. Ma allora:

< ﬁw + [ha]) max{[()]}

1
< lim m(lml + [hal) max{[y ()]} = 0

1 |90 —9(2)
h—0

- f(2)

Cio dimostra che g ¢ una primitiva per f. L’ultima affermazione segue dal
Teorema 2.2.5. O

2.4 1l teorema di Cauchy

In questo paragrafo cercheremo di capire fino a che punto l'integrale di una
funzione olomorfa e indipendente dall’arco di integrazione. Iniziamo con qualche
osservazione preparatoria.

Sia f una funzione olomorfa su un aperto U C C, e sia 7y : [a,b] — U un
arco in U. Per il Lemma 2.1.4 esistono una suddivisione

a=ay<---<a,=>b

dell’intervallo [a, b] e dischi aperti { Dy, ..., D1} contenuti in U tali che v([a;, a;11]) C
D; per ogni i = 0,...,n — 1. Per il teorema 2.3.3, per ogni i = 0,...,n — 1
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possiamo trovare una funzione olomorfa g; : D; — C che & una primitiva della
restrizione di f a D;. Denotiamo con

Yt [ai, aip1] — D

Allora si ha:

n—1 nl

/ - / (= > lgi(v(air)) = gi(v(a:)] (2.3)

7

I§
o

i =0
dove I'ultima uguaglianza ¢ una conseguenza del Teorema 2.2.4.

Teorema 2.4.1. Sia f una funzione olomorfa su un aperto U C C. Siano v,n
due archi contenuti in U e vicini (secondo la Definizione 2.1.5) aventi lo stesso
punto iniziale e lo stesso punto finale. Allora

/Wf(z)dz—/nf(z)dz

Dimostr. Sia [a,b] Vintervallo di definizione dei due archi. Poiché v e 7
sono vicini, esistono una partizione a = a9 < --- < a, = b e dischi aperti
Dy, ...,D,_1 contenuti in U e tali che

Y([ai; aiv1]) € Di O n(lai, aia])
Denotiamo con:
zi=9(a),  wi=nla;)
Sia g; : D; — C una primitiva di f su D;. Allora la (2.3) implica la seguente
identita:

f7 f(z)dz — fn flz)dz =325 [(gz(zz-i-l) 9i(21)) = (9i(wit1) — gi(wi))]
= Z:-:OZ[(gi(ziH) = gi+1(zit1)) — (gi(wit1) — giv1(wiy1))]

—90(20) + go(wo) + gn—1(2n) — gn—1(wn)

Ora osserviamo che su D; N D;;1 sia g;11 che g; sono primitive di f, e quindi
gi — gi+1 € costante su D; N D; 1 perché quest’aperto & connesso. Ne segue che

9i(zix1) = giv1(2ziv1) = gi(wiy1) — gip1(wit1)

e quindi otteniamo
[ #dz =~ [ )z = ~go(a0) + golan) + gar(0) ~ gacawn) (2
v n

Ma ~ ed n hanno gli stessi estremi, cioe zp = wg € 2z, = w,. Quindi
/f(z)dz —/f(z)dz =0
¥ n

Il risultato analogo per gli archi chiusi e il seguente:
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Teorema 2.4.2. Sia f una funzione olomorfa su un aperto U C C. Siano v,n
due archi chiusi contenuti in U e vicini (secondo la Definizione 2.1.5). Allora

/yf(z)dz:/nf(z)dz

Dimostr. La dimostrazione procede in modo del tutto simile a quella del
Teorema 2.4.1, ma la conclusione & diversa. Infatti ora g9 e g,_1 sono due
primitive di f nell’aperto connesso Dy N D,,_1 e quindi gy — g,—1 € costante su
Do N D,,_1. Ma allora, poiché zy = 2, e wy = w, il secondo membro della (2.4)
si annulla. O

Una ovvia generalizzazione ¢ la seguente.

Corollario 2.4.3. Sia f una funzione olomorfa su un aperto U C C. Siano
Y1, .-+ Ym archi contenuti in U aventi lo stesso punto iniziale e lo stesso punto
finale. Supponiamo che per ognij =1,...,m—1 gli archi~y; e y;4+1 siano vicini.

Allora
[n f(2)dz :/ f(z)dz

m

La stessa conclusione vale se si suppone che gli m archi ~vi,...,vm, anziché
avere gli stessi estremi, siano chiusi.

Ora possiamo dimostrare il risultato pit importante di questo capitolo.

Teorema 2.4.4 (Cauchy). Sia f una funzione olomorfa in un aperto U C C,
e siano
v, :la,b] — U

due archi aventi stessi estremi. Se vy e n sono omotopi, si ha:

[yf(z)dzz/nf(z)dz

La stessa conclusione vale se v e 1 sono due archi chiusi omotopi.

Dimostr. Dimostriamo il teorema nel caso di archi aventi stessi estremi. Il
caso degli archi chiusi e simile e viene lasciato al lettore.

Possiamo supporre che v e 7 siano definite sullo stesso intervallo [a, b]; siano
zp € z1 1 loro punti iniziale e finale. Sia

¥ a,b] X [e,d — U
un’omotopia tra - e n che fissa zg e z;. Siano
a=ag<---<ap,=D>, c=cp < -<cym=d

partizioni tali che esistano dischi aperti D;; C U per cui si abbia ¢¥(R;;) C D;j,
dove

Ri; = [ai,ai_ﬂ} X [Cj,Cj+1], 1=0,....n—=1; j=0,...,.m—1
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(cfr. Lemma 2.1.10 ). Dal Lemma 2.1.10 segue che per ogni j = 0,...,m — 1,
le curve continue 1.; e 9.,,, sono vicine. Se si suppone che tali curve siano
degli archi (cio¢ siano quasi ovunque di classe C), allora il teorema segue dal
Corollario 2.4.3.

Nel caso in cui tale ulteriore condizione non sia soddisfatta procediamo nel
seguente modo. Poniamo

Zij = 1/’((11'701‘)

Sia g;; una primitiva di f nel disco D;;, e poniamo:

|
—_

Si =) 19ij(ziv15) — gij(2i5)]

%

Il
=)

Poiché 7y([a;, aiv1]) C Dio e n([ai, ai1]) C Dim—1 per ogni i =0,...,n—1, per
la (2.3) abbiamo:

SO:[Yf(Z)dZ7 Sm—1 :/nf(Z)dZ

Pertanto sara sufficiente dimostrare che S; = S;41 per ogni j =0,...,m — 2.
Osserviamo che D;; N D;;11 & connesso per ogni ¢ = 0,...,n — 1; pertanto
esistono costanti r;; tali che:

Gij+1 = Gij T Kij
e quindi possiamo riscrivere:
Gij+1(zi+1j+1) = Gij+1(Zij+1) = 9ij (Zit141) — i (Zij+1)
Pertanto abbiamo:

Sj—Sjy1 =

= 30 (93 (Zivy) — 9i3(2i5)) — (i (Zi41541) = 965 (215 11)]

= 0 (935 (Zi417) — G413 (2i415)) = (93 (Ziv1541) = i1y (ziv1i1))]

+(—90j(205) + 90j(205+1)) + (gn-15(2nj) = gn-15(2nj+1))
L’ultima riga ¢ nulla perché zg; = 29 = 2gj41 € 2nj = 21 = Znj41. D’altra parte

la funzione g;; — gi+1; € costante sull’aperto connesso D;; N D41, e quindi si
ha:

gij(ziJrlj) - gi+1j(zi+1j) = gij(zi+1j+1) - gi+1j(zi+1j+1)

perognii=1,...,n—2,j =0,...,m—1. Sostituendo si trova §;—S;41 = 0. O
Nel caso degli aperti semplicemente connessi abbiamo il seguente:
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Corollario 2.4.5. Sia U un aperto semplicemente connesso, e sia f € H(U).
Allora per ogni arco chiuso v in U si ha

Af(z)dz =0

FEquivalentemente, dati 2o,21 € U, e due archi v,n di estremi zg e 21,

[yf(z)dz:/nf(z)dz

Inoltre f possiede una primitiva in U.

Dimostr. L’equivalenza delle due prime affermazioni e evidente. Dimostria-
mo la prima. Poiché v ¢ omotopo ad un arco costante c;,, si ha, per il teorema

di Cauchy:
dz = dz=10
Af(Z) z /czo f(z)dz

L’ultima affermazione segue dal Teorema 2.2.5(ii). O
L’esistenza di primitive garantita dal Corollario 2.4.5 ¢ di grande importanza.
Come semplice applicazione abbiamo:

Proposizione 2.4.6. L’aperto U = C\{0} non é semplicemente connesso.

Dimostr. La funzione f(z) = 1/z & olomorfa in U, ma non possiede una
primitiva in U (Esempio 2.2.6). Quindi U non & semplicemente connesso, per il
Corollario 2.4.5. O

Sia U C C un aperto connesso e sia « € U. Se f € H(U) possiede una
primitiva g(z) in U allora esiste una costante c tale che

o) = | T HQ)C + e

dove lintegrale ¢ esteso ad un qualsiasi arco congiungente « a z (Teorema
(2.2.4)). Ad esempio, se zg € C & un punto qualsiasi e se

1) =Y an(z — z0)"

n>0

¢ somma di una serie convergente in un disco D = D(zp, R), R > 0, allora f ha

la primitiva in D
a
h _ n _ n+1
3= % G-

e quindi in D
he) = [ Qg+ e

per qualche ¢, perché D & connesso.
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Esempio 2.4.7. Consideriamo 'aperto U = C\{z € R : z < 0}, che & semplice-
mente connesso (Esempio 2.1.12). La funzione 1/z & olomorfa in U e quindi, per
il Corollario 2.4.5, possiede una primitiva che puo essere espressa nella formas:
9(z)= | —=
¢

1

D’altra parte, la serie

() = Y-y G

n
n>1

converge in D = D(1,1) e soddisfa I'(z) = 1/z, cioe I(2) & una primitiva di 1/z
nel disco D. Pertanto, essendo (1) = 0 = g(1) ed essendo D connesso, si ha
g9(z) = 1(z) in D. Nel disco D la funzione I(z) & anche una inversa formale di
e, cioe e'(*) = z (cfr. esercizio pag. ??). Ma allora, per il principio di identita
delle funzioni analitiche, si ha anche

e9(2) —

in U. In altre parole g(z) definisce una determinazione di Inz in U. Se g(z) + ¢
¢ un’altra primitiva di 1/z, si ha

eI te = yec
e quindi g(z) + ¢ definisce un’altra determinazione di In z se e solo se e¢ = 1, cioe
se e solo se ¢ = 2kmi per qualche intero k. Vediamo pertanto che tra tutte le
primitive di 1/z le determinazioni di In z sono precisamente quelle della forma:

4
lnz:/ %+2/€7T7;
1 ¢

2.5 La formula integrale di Cauchy

Il seguente risultato fornisce una semplice espressione per il valore di una fun-
zione olomorfa in un punto.

Teorema 2.5.1 (Formula integrale di Cauchy). Sia f olomorfa in un aperto

U contenente un disco chiuso D. Sia 7 la frontiera di D percorsa in senso
antiorario. Allora, per ogni zg € D si ha:

_ 1 f(2)
f(Zo)—% vz—zodz

Dimostr. Sia r > 0 e sia 1 la circonferenza di centro zy e raggio r. Se r ¢
sufficientemente piccolo allora v e 1 sono omotope (Esempio 2.1.9, pag. 47). Sia
Up = U\{z}. Allora v e n sono contenute in Uy e sono omotope in Uy, come
risulta dalla definizione dell’omotopia v dell’Esempio 2.1.9. La funzione

f(2) ~ f(z0)

Z— 20

9(z) =
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& olomorfa in Uy. Per il Teorema 2.4.4 abbiamo:

[{g(z)dz:/ng(z)dz

Poiché f e olomorfa in zy segue che g & limitata in un intorno di zy. Sia
lgl < B > 0 per ogni |z — z9| < e. Allora, se r < € si ha:

/ng(z)dz

Poiché il secondo membro tende a 0 al tendere di r a 0 otteniamo
~ ~ zZ— 20 y Z— 20

/ f(ZO) :f<20)27m

zZ— 20

< B2nr

e la formula di Cauchy segue. O
Le piu importanti conseguenze della formula di Cauchy sono il seguente
teorema e il suo corollario.

Teorema 2.5.2. Sia f olomorfa in un aperto U contenente un disco chiuso

D = D(zo, R) di centro un punto zo e raggio R > 0. Sia v la frontiera di D
percorsa in senso antiorario. Allora f ha un’espansione in serie di potenze

f(z) =) ar(z - 20)" (2.5)
k>0

1 cui coefficienti sono dati dalla formula:

M) 1 J©)
8 A
e si ha:
] < 11k (26)

Le (2.6) sono dette disuguaglianze di Cauchy. In particolare il raggio di con-
vergenza della serie (2.5) é > R.

Dimostr. Per il teorema 2.5.1 abbiamo, per tutti gli z € D(zo, R):

16 = 50 [ 2

Sia 0 < s < R, e scriviamo:

1 _ 1 _ 1 1
(—z = (—20—(2—20) = (—z20 \ 1-2=20

¢—20

2
1 zZ—z Z—2
% <1+ o T (cfz(?) +>
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Se ¢ € ODg(20) € |z — 20| < s si ha

zZ— 20
¢—20

<s/R<1

e quindi la serie nella precedente espressione converge assolutamente e unifor-
memente; inoltre la funzione f ¢ limitata su . Allora, per il Lemma 2.2.2, pag.
50, possiamo integrare termine a termine e otteniamo:

f(Z) - Zkzo [%m f'y %dC} (z — zO)k

_ 1 f(©)
S el

La stima sui moduli dei coefficienti segue dalla stima dell’integrale a secondo
membro data dal Lemma 2.2.1(iii), pag. 49, tenendo conto che L(vy) = 27 R, e
che |(—z9| = R. Dal criterio della radice segue subito che il raggio di convergenza
della serie ¢ > R. O

dove

Corollario 2.5.3. Se f € H(U) allora f ¢é analitica in U.

Dimostr. Segue immediatamente dal Teorema 2.5.1. O

Poiché sappiamo che ogni funzione analitica ¢ olomorfa, vediamo che que-
ste due classi di funzioni coincidono. Pertanto d’ora in poi non faremo
distinzione tra funzioni analitiche e funzioni olomorfe.

Dal Corollario 2.5.3 deduciamo il seguente risultato:

Teorema 2.5.4 (Morera). Sia f una funzione continua su un aperto connesso
U C C. Supponiamo che per ogni disco aperto D C U si abbia

[yf(z)dz =0

per ogni arco chiuso contenuto in D. Allora f é olomorfa.

Dimostr. Per il Teorema 2.2.5(ii), per ogni D C U, f|p possiede una primitiva
g. Poiché g ¢ olomorfa, essa € anche analitica in U, per il Corollario 2.5.3. Ma
allora fjp = ¢’ ¢ anch’essa analitica, e quindi olomorfa. Poiché U puo essere
ricoperto da dischi aperti, segue che f & olomorfa in U. O
Dimostriamo un altro importante risultato che discende dal Teorema 2.5.2:

Teorema 2.5.5 (Liouville). Una funzione intera e limitata é costante.
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Dimostr. Ricordiamo che una funzione si dice intera se ¢ olomorfa in tutto
il piano. Poiché f & intera possiede uno sviluppo in serie della forma:

flz)= Z apz®

k>0

che ha raggio di convergenza oo, per il teorema 2.5.2. Sia B > 0 tale che
|f(2)] < B per ogni z € C. Allora ||f||c, < B per ogni R > 0 e dal Teorema
2.5.2 deduciamo:

ol = 7
per ogni k > 0 e per ogni R > 0. Ne discende a;, = 0 per ogni k£ > 1, cioe
f = ag, una costante. O

Esempio 2.5.6. Le funzioni e?, sin z, cos z sono intere e non costanti, quindi
non limitate. Questo fatto & evidente per la funzione esponenziale, che non &
limitata anche come funzione di variabile reale. Le due funzioni trigonometriche
invece sono limitate come funzioni di variabile reale. Ma se z = iy € puramente
immaginario allora:

eV e S eY

| cosiy| = 5 2 3
e quindi
lim |cosiy| = oo
y—+o00

Similmente si dimostra che sin z non & limitata.

Corollario 2.5.7. Una funzione intera e non costante ha immagine densa in

C.

Dimostr. Supponiamo che f(z) sia una funzione intera. Se la sua immagine
non ¢ densa allora esistono a € C e s > 0 tali che

[f(z) —al > s
per ogni z € C. La funzione
1
9(2) = o <—
fz) —a
¢ intera e soddisfa |g(z)| < 1/s per ogni z € C, cioé & limitata. Ma allora g ¢
costante per il teorema di Liouville, e quindi anche f & costante. O

Il Corollario 2.5.7 ¢ un caso particolare di un teorema piu preciso, dovuto
a Picard, il quale afferma che 'immagine di una funzione intera non costante
consiste di tutto C privato di al pitt un punto. La dimostrazione del teorema di
Picard e molto piu difficile.

Il teorema di Liouville permette di dare un’altra dimostrazione del teorema
fondamentale dell’algebra, gia dimostrato a pag. 41 utilizzando il principio del
massimo modulo.
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Corollario 2.5.8 (Teorema fondamentale dell’algebra). Sia
f(z) =ao+ a1z 4+ aqz?

un polinomio non costante a coefficienti complessi. Allora f possiede almeno
una radice, cioe esiste zy tale che f(zg) = 0.

Dimostr. Possiamo supporre aq # 0, d > 0. Se f(z) # 0 per ogni z allora la
funzione

1
9(z) = m

¢ ancora una funzione intera. Scrivendo:

—1 —1
_ af0g G0  ay ax
f(z) = aaz <2d+ g +-~-+1>

vediamo che

lim |f(2)] = o0 (2.7)
|z] =00
e quindi
lim [g(z)[ =0
|z|—00

Ne discende che, se R > 0, |g(z)] ¢ limitato dal suo massimo nel disco chiuso di
raggio R, in particolare g ¢ limitata. Ma allora g € costante, per il teorema di
Liouville, e quindi f € costante, una contraddizione. O

Osservazione: lo stesso ragionamento non puo applicarsi alla funzione
f(z) = e* per dimostrare che possiede qualche zero, perché 'analoga della (2.7)
non e vera.
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Capitolo 3

Singolarita isolate e residui

3.1 Serie di Laurent

Una serie di Laurent formale & una serie formale
E a,T"
n

in cui la somma e estesa a tutti gli interi n € Z. Ad una serie di Laurent
sono associate due serie formali (nel senso della definizione del paragrafo 1.2)
ano a ™ e ) oa_p,T". Supponiamo che le due serie abbiano raggi di
convergenza positivi, siano essi rispettivamente r1 ed 1/ry, intendendo ro = 0
nel caso in cui la seconda serie abbia raggio di convergenza co. Allora la funzione

filz) = Z an2"

n>0

¢ olomorfa nel disco aperto D(0,r1). La funzione

g(u) = Z a_pu™

n>0

& olomorfa per |u| < ,}—2 e la sua derivata ¢ la funzione somma della serie:

g (u) = Z na_p,u” "

n>0

Pertanto la funzione

fo(2) = 9(1/2) = 3 anz” (3.1)

n<0

67
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¢ ben definita ed olomorfa per |z| > r3. Si ha inoltre:

() =~ 54/ (1/2)

- _ Z na_nz—(n—l)—Q

n>0

— E _na_nz—n—l

n>0

= E na,z" !

e pertanto fa(z) & olomorfa per |z| > 7 e la sua derivata ¢ la somma della serie
ottenuta derivando termine a termine la serie (3.1).
Supponiamo che sia ro < r1. Allora la somma delle serie

f(Z) = Z anz" (32)
neZ

¢ olomorfa nella corona circolare aperta
K={z:ry<|z| <ri}

e la sua derivata ¢ la somma della serie ), na,z""! ottenuta derivando la
(3.2) termine a termine. La (3.2) & detta una serie di Laurent convergente nella
corona circolare K. Nella definizione non si escludono i casi 7 = 0 e 71 = 00. E
immediato verificare che la serie (3.2) converge uniformemente e assolutamente
nella corona circolare chiusa {z : p2 < |z| < p1}, per ogni ro < pa < p1 < 71.

Il coefficiente a_; di 1/z € detto il residuo della serie di Laurent (3.2).

3.2 La serie di Laurent di una funzione olomorfa
in una corona circolare

Sia a € C e sia f(z) una funzione definita in una corona circolare aperta
K={z:ra<|z—a|l<r} (3.3)

Diremo che f ha uno sviluppo in serie di Laurent se esiste una serie di Laurent
> nez @n(z — a)™ convergente nella corona circolare K la cui somma coincide
con f. Per quanto dimostrato nel paragrafo precedente, f(z) & olomorfa in K.

Teorema 3.2.1. Sia f(z) una funzione olomorfa nella corona circolare aperta
(8.8). Allora f possiede uno sviluppo in serie di Laurent, che é unico.

Dimostr. Sia (3.3) la corona circolare in cui ¢ definita f(z). Possiamo sup-
porre a = 0, salvo a sostituire ¢t = z — a e considerare la funzione f(t + a).
Fissiamo numeri reali positivi p}, p1, p5, p2 tali che

ro < ph < p2 < p1 < py <71
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Siano ' '

n(t) =pe’,  7t) = phe
t € [0,27], le circonferenze di raggi p} e p) rispettivamente. Sia z tale che
p2 < |z| < p1. Allora si ha:

T N (OIS T A (9
1) =00 L c— 2% i [y % 3.4

Per verificarlo sia 6y = arg(z), e si consideri un settore circolare

Ye={u:ph <|ul <pl, 0g—e<arg(u) <0+ €}
per 0 < € < w. Sia F, la frontiera di ¥.. Allora

I = {771756777231%6}

€ un arco costituito da quattro curve, di cui 77 e 72 sono archi delle circonferenze
Y1 € ¥y , mentre
Se(s) = [ph + s(ph — pi))e’%*)

Re(s) = [ph + s(pf — ph)]e’ =9

sono segmenti contenuti in semirette per 'origine. Allora:
(i) per ogni 0 < €,¢’ < m, gli archi F, e Fr sono omotopi.

(ii) se € > 0 & sufficientemente piccolo, F, & omotopo ad una circonferenza C,
di raggio r > 0 contenuta nella corona circolare p5 < |u| < pj.

Pertanto, per la formula di Cauchy e per il Teorema 2.4.4, si ha:

1) =0 | HQ) goo L[ 1€ 4

T 2mi c. (—z - 2mi F(—z

Quando € — 7 l'integrale a secondo membro tende a

1 f(©) 1 f(©)
m/h C_ch+277i‘/72_ Edc

cioe al secondo membro della (3.4)). Pertanto la (3.4)) ¢ dimostrata.
Consideriamo il primo integrale nella (3.4)). Possiamo scrivere

1 1 2"
T R M

¢ n>0

e, poiché questa serie converge uniformemente nella circonferenza ;, possiamo
integrare termine a termine, ottenendo:

L 1(©) d¢ = Z anz"

2mi —
iy, C— 2 =6
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dove

~ omi C"‘H

Consideriamo ora il secondo integrale nella (3.4)). Scriviamo:

1
(= =01 §:<m4

Z n<0

Sostituendo nell’integrale e integrando termine a termine grazie all’uniforme
convergenza della serie in 7s, otteniamo:

1
- d{ anz
2mi /., C— z Z

n<0

= om / ("+1

Pertanto, dalla (3.4)) otteniamo:

dove

= Z anz" (3.5)

neZ

per ogni ps < |z| < p;. Facendo tendere ps — 79 € p; — 11 vediamo che
la (3.5) fornisce lo sviluppo in serie di Laurent di f(z) nella corona circolare
ro < |Z‘ <7ri.

Unicita. Scriviamo f(z) = f1(2) — f2(2), dove

2 —

1
202 ) = — d n
f2(2) = 5 WC_ZC ;;
sono funzioni univocamente determinate da f(z). Poiché f;(z) & olomorfa nel
disco D(0,71), i coefficienti a,,, n > 0, sono univocamente determinati. D’altra
parte, la funzione f3(1/u) ¢ olomorfa nel disco D(0,1/r3) e quindi anche il
suo sviluppo in serie di potenze ¢ univocamente determinato, cioe i coefficienti
an, n < 0, sono univocamente determinati. O

Esempio 3.2.2. La funzione f(z) = 1/z™, n > 0, & olomorfa nella corona
circolare C\{0}, e coincide con la sua serie di Laurent.

La funzione
1 1

fz) =<+

z z-—1

& olomorfa in C\{0,1}. Il suo sviluppo in serie di Laurent in 0 &:

z):éfz,z”

n>0
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e questa serie converge in 0 < |z| < 1. Invece lo sviluppo in serie di Laurent di
fin1le:
1
z—1

+) D))"

n>0

e converge nella corona circolare 0 < |z — 1| < 1.
La funzione f(z) = e+ & olomorfa nella corona circolare C\{0}. La sua serie

di Laurent é:
1 1
eZ p—
Z nlzn
n>0

Esempio 3.2.3. La serie di Laurent

g(z)=> 2"

n<0

converge nella corona circolare 1 < |z| e ha per somma la funzione —%5. Infatti

g(1/z) =) ="

n>0
converge in D(0,1) e ha per somma i Si osservi che la funzione —*5 ¢ somma
della serie
> "
n>1

nel disco D(0, 1).

3.3 Singolarita isolate
SiaU C Cun apertoea € U. Se f € H(U\{a}) diremo che f ha una singolarita

isolata nel punto a. In tal caso, per il Teorema 3.2.1, f possiede uno sviluppo
in serie di Laurent

f(z) = Z an(z —a)" (3.6)
nella corona circolare
D(a,R)\{a} ={2:0< |z —a| < R}
per qualche R > 0.
Definizione 3.3.1. Nella situazione precedente diremo che

e f ha una singolarita eliminabile in a, ovvero a € una singolarita eliminabile
per f, se la serie (3.6) é una serie di potenze, cioé a,, =0 per ognin < 0.
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e [ ha una singolarita polare in a, ovvero a é un polo per f, se a, # 0 per
qualche n < 0, e solo un numero finito di coefficienti a,,, con n < 0, é
diverso da 0. Se m > 0 ¢ il pit grande intero tale che a_,, # 0 diremo
che f ha un polo di ordine m in a, ovvero che a € un polo di ordine m per
f. Diremo anche che [ ha ordine —m in a, e scriveremo —m = o4(f).

e f ha una singolarita essenziale in a, ovvero a & una singolarita essenziale
per f, se a, # 0 per infiniti n < 0.

Teorema 3.3.2. Sia U C C un aperto, a € U e f € H({U\{a}). Le condizioni
sequenti sono equivalenti:

(i) La funzione f ha una singolarita eliminabile in a.
(i) f puo essere estesa ad un funzione olomorfa in tutto U.
(i11) f & limitata in D(a, R)\{a} per qualche R > 0.

Dimostr. (i) = (ii). Se f ha una singolarita eliminabile la serie di Laurent
(3.6) si riduce ad una serie di potenze a raggio di convergenza positivo, la cui
somma ¢ una funzione olomorfa in un intorno di a che estende f.

(ii) = (i). Se f si estende a tutto U allora il suo sviluppo di Taylor in a
coincide con il suo sviluppo in serie di Laurent in a e quindi la singolarita e
eliminabile.

(ii) = (iii) & ovvio.

(iii) = (i). Se n < 0 allora:

1

—n—1
n= 5 d
a 277 Jew o f(z)z z

dove 0 < r < R e C.(a) & la circonferenza di centro a e raggio r (vedere
la dimostrazione del Teorema 3.2.1 ). Poiché f & limitata in un intorno di a
Iintegrale a secondo membro tende a 0 al tendere di » — 0, e quindi a,, = 0. [

Se f € H(U\{a}) e (3.6) & il suo sviluppo di Laurent in a, la funzione somma

della serie:
Qz) =) an(z—a)"
n<0
& olomorfa in C\{a}, e si dice la parte principale di f(z) in a. Allora:

f(2) = Q) =) an(z —a)"

n>0

in un disco di centro a, e quindi ha una singolarita eliminabile in a. Pertanto
f(z) — Q(%) si estende ad una funzione olomorfa in U.

E immediato verificare che se f € H(U\{a}) ha un polo di ordine m in a
allora (z —a)™ f(z) é olomorfa in tutto U. Viceversa, se g € H(U) allora

f(z) =(z—=a)""g(2) € H(U\{a})
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e f ha un polo di ordine m in a. Lo sviluppo in serie di Laurent di f in a ha la

forma:
A_m a_1

f(z):m+“'+(z_a)+nzzoan(2'*a)n

In questo caso la parte principale di f in a & la funzione razionale:

Qz) = "

R T P

Un polo di ordine 1 si dice un polo semplice. Da quanto appena visto si
deduce immediatamente la seguente proposizione:

Proposizione 3.3.3. Sia U C C un aperto e f € H({U\{a}). Le seguenti
condizioni sono equivalenti:

(i) f ha un polo di ordine < m in a.
(i) (z —a)™f(2) ha una singolarita eliminabile in a.
(#ii) esistono ay,...,a, € C tali che

m

f(z)*Zﬁ

Jj=1
abbia una singolarita eliminabile.

Se f & una funzione olomorfa in U\S dove S C U & un sottoinsieme discreto,
e se in ogni punto di S la f ha un polo o una singolarita eliminabile, diremo che
f & meromorfain U, o su U. Dalla definizione e dal Teorema 3.3.2 segue che le
funzioni olomorfe in U sono particolari funzioni meromorfe.

Sia f € H(U) e sia S C U l'insieme dei suoi zeri. Supponiamo U connesso
e che f non sia identicamente nulla. Allora S # U e per ogni a € S possiamo
scrivere

f(z) = (2 = a)"h(2)

dove 1 = 0,(f) > 0 e h € H(U) soddisfa h(a) # 0. Pertanto g(z) = 1/h(z) ¢
olomorfa in un intorno di a e quindi la funzione

¢ meromorfa in un intorno di a, e ha ordine —r in a. Vediamo quindi che se
una funzione f é meromorfa nell’intorno di un punto a allora anche 1/f lo ¢ e
inoltre una almeno delle due funzioni é olomorfa in a.

Da quanto appena osservato, possiamo concludere che se U & connesso e
fsg € H(U) con g non identicamente nulla, allora f/¢g ¢ meromorfa in U. In
particolare, se P(z),Q(z) sono polinomi, e Q # 0, allora P/Q ¢ una funzione
meromorfa in C.
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Denotiamo con M (U) l'insieme delle funzioni meromorfe su un aperto con-
nesso U. Dalla discussione che precede segue immediatamente che per ogni
f,g€ M(U)sihache ftg, fg € M(U) e, se g non ¢ identicamente nulla, anche
f/g € M(U). Cio implica che M(U) & un campo, che viene chiamato il campo
delle funzioni meromorfe su U.

Teorema 3.3.4 (Casorati-Weierstrass). Sia U C C un aperto, a € U, e f €
H(U\{a}). Se a ¢ una singolarita essenziale per f allora per ogni disco aperto
D di centro a e contenuto in U, Uimmagine f(D\{a}) é un sottoinsieme denso
di C.

Dimostr. Supponiamo per assurdo che il teorema sia falso per un disco D =
D(a, R). Allora esistono a € C e s > 0 tali che

[f(z) —al >
per ogni z € D\{a}. La funzione:

1
9(z) = m

¢ olomorfa in D\{a} e limitata in D. Quindi, per il Teorema 3.3.2, a & una
singolarita eliminabile per g, e g puo essere estesa ad una funzione olomorfa in
D. Pertanto

1
—— =f(2) —«
9(2)
ha al pitt un polo in a, e cid & vero anche per f(z). Ma cosi’ ¢ contraddetta
Iipotesi che f abbia una singolarita essenziale in a. O

Corollario 3.3.5. Sia U C C un aperto, a € U, e f € H{U\{a}). a é una
singolarita essenziale per f se e solo se non esiste il limite:
I
lim f(2)
Dimostr. Dal Teorema 3.3.4 segue che se a € una singolarita essenziale allora
il limite non esiste. D’altra parte se a € una singolarita eliminabile allora il
limite esiste finito per il Teorema 3.3.2. Se invece a € un polo di ordine m > 1

per f allora f(z) = (z —a)~™g(z) con g(z) una funzione che ha una singolarita
eliminabile in a. Pertanto:

S0 =1 g el = o0

e quindi anche in questo caso il limite esiste. O

Esempio 3.3.6. La funzione e ha una singolarita essenziale in 0 perché il suo
sviluppo in serie di Laurent é:
1
Z nlzn

n>0
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In questo caso ¢ facile verificare direttamente la validita del Teorema 3.3.4. Sia
infatti R > 0 arbitrario, D = D(0, R), e sia 0 # « € C. Allora esiste un numero
intero k >> 0 tale che

w := log |a| + i(arg(a) + 2kn)
abbia |w| > 1/R. Ma allora z:=1/w € D e

e

w

€z =€ =«

Quindi Pimmagine di D tramite la funzione e* & C\{0}; in particolare tale
immagine ¢ densa.

Esempio 3.3.7. In modo simile a quanto fatto nell’esempio 3.3.6 si verifica che
la funzione sin % ha una singolarita essenziale nell’origine. La funzione:

1 1

9 =70 = sl
¢ olomorfa in C\S, dove S ={0,1/kn : k € Z,k # 0}. In ogni punto 0 # a € S
la g(z) ha un polo semplice. In a = 0 la ¢ non ha una singolarita isolata,
perché 0 ¢ un punto di accumulazione di poli di g. Quindi g(z) non possiede
uno sviluppo in serie di Laurent in 0. Quest’esempio mostra che l'insieme delle
funzioni che possiedono singolarita isolate in un fissato aperto connesso U in
generale non costituiscono un campo, come invece avviene per Uinsieme M (U)
delle funzioni meromorfe su U.

Esempio 3.3.8. La funzione

f(z) =75

possiede singolarita isolate in z = £1 che sono singolarita essenziali. Cio si veri-
fica facilmente utilizzando il Corollario 3.3.5. La restrizione di f a all’intervallo
reale [—1, 1] si prolunga ad una funzione ¢ su tutto R definendola identicamente
zero al di fuori di [—1,1]. La funzione ¢ & un ben noto esempio di funzione di
variabile reale di classe C* che non ¢ analitica.

3.4 1l teorema dei residui

Sia f(z) una funzione avente una singolarita isolata in un punto zg € C e sia
f(2) = an(z—z0)" (3.7)
nez

il suo sviluppo in serie di Laurent in zg. Il coefficiente a_; & detto residuo di f
in zg. Verra talvolta denotato con

a_1 = Res,, (f)

Il residuo ha la seguente interpretazione.
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Proposizione 3.4.1. Sia U C C un aperto, z9 € U, e sia f € H{U\{z}).
Se C,. e una circonferenza di centro zy e raggio r percorsa in senso antiorario,
contenuta in U insieme al disco D(zp,7), allora

/ f(z)dz = 2miRes,, (f)
Cr

Dimostr. Per Uipotesi f possiede uno sviluppo in serie di Laurent (3.7) in
D(zp, R)\{0} per qualche R > r. Quindi la serie converge uniformemente in C,,
e pertanto f puo essere integrata termine a termine su C,., cioe

/CT f(z)dz = nze:zan /Cr(z —20)"dz

Ma tutti gli integrali a secondo membro sono nulli eccetto quello relativo al
valore n = —1, che & uguale a 27i. O
Avremo bisogno della seguente nozione.

Definizione 3.4.2. Sia v un arco chiuso in C e zg € C un punto non apparte-
nente all’immagine di v. L’indice di 7 rispetto a zg, é

1 dz
I(y,20) = /
Yy

21 2 — 20

Lemma 3.4.3. Sia v un arco chiuso in C e zy € C un punto non appartenente
all’immagine di . Allora I(v,z0) € un numero intero.

Dimostr. Sia vy : [a,b] — C, e consideriamo la funzione F : [a,b] — C definita

da:
F(t) = / 77(7 D4

Si ha
F(a)=0,  F(b)=2mil(y, )

Si osservi che, essendo v differenziabile a tratti su [a, b], la F' & ben definita come
somma di integrali estesi ai sottointervalli chiusi di [a, ] su cui 7/(7) & definita.
Per lo stesso motivo la F(t) & continua e differenziabile a tratti in [a, b, e la sua
derivata e: )
4
P (t)
V(t) = 20
Si ha:
d

Z]eFOO0) = 20)] = e FOY (B = F (1 PO (1) - 20) =0

e quindi esiste una costante C' tale che e ¥ ") (v(t) — z9) = C, cioe

y(t) — 2o = Cef'®
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Inoltre C' # 0 perché «(t) # zp per ogni t. Ma allora, essendo ~y(a) = 7(b), si ha
Cef'(@) = Cef () cioe (@) = ¢F'(®) | e quindi esiste un intero k tale che:

F(b) = F(a) + 2kmi

Poiché F(a) =0 e F(b) = 2mil(v, o), deduciamo che I(v, zo) = k. O

Intuitivamente, I(v, 2z9) conta il numero di giri percorsi da v intorno a zo,
con segno positivo o negativo a seconda che il senso di rotazione sia antiorario
o orario. Ad esempio, se r > 0 e C, : [0,27] — C & la circonferenza C,.(t) = re®
allora I(C,,0) =1 (Esempio 2.2.3, pag. 51).

Se 7 : [a,b] — C & un arco chiuso, e U = C\y([a,b]) C C il complementare
dell'immagine di ~, allora U si suddivide in componenti connesse per archi.
Poiché 7([a, b]) & un sottoinsieme chiuso e limitato, esiste R > 0 tale

V(la,0]) € D(0, R)

Pertanto, dato che C\D(0, R) & connesso per archi, U possiede un’unica com-
ponente connessa per archi illimitata E. 1 punti di E si diranno punti esterni a
~. Gli altri punti di U si diranno punti interni a -y.

Un’altra proprieta significativa dell’indice & descritta dal seguente lemma:

Lemma 3.4.4. Sia v : [a,b] = C un arco chiuso e sia U = C\y([a,b]) C C il
complementare dell’immagine di . La funzione

z (v, 2)

e costante su ogni componente connessa di U e vale 0 sui punti esterni a .

Dimostr. Poiché la funzione dell’enunciato e a valori interi, sara sufficiente
dimostrare che ¢ continua su U. Cio ¢ equivalente a far vedere che, per ogni

z0 € U,
1 1
L(C—Z_C—Zo>d<

tende a 0 quando z — 2. Poiché [a, b] € compatto & ben definito il numero reale

= mi t) —
s tgﬁr,})]{lv() 20|}

e s > 0 perché zy ¢ v([a,b]). Tenendo conto che

1 1 zZ— 2

(—z (-2 ((—2)(C—2)

e osservando che |y(t) — z| > $/2 quando z & sufficientemente vicino a zo,
otteniamo

’ 1 B 1
(—2z (—=20

1 1 1
/7(<—z ‘<—zO>d<‘ < gl Il

|z — 20|

< 1
s2/4
Quindi
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La conclusione segue dal fatto che il secondo membro tende a 0 quando z — zg.
Per dimostrare 'ultima affermazione osserviamo che si ha

1
I(v,2) < max ——— L
12 < s =
Poiché
1
lim max ——— =0

|z|—o0 tela,b] |2 — Y (t)]

si ha che I(~,2) — 0 quando |z| — oo, e quindi I(v,2) =0se z € E.
O

Diamo ora una formulazione del teorema dei residui, che ¢ sufficientemente
generale per il calcolo pratico di molti integrali complessi.

Teorema 3.4.5 (dei residui). Sia U C C un aperto semplicemente connesso,
21y ...y 2n punti distinti di U, f € H({U\{z1,...,2n}). Sey & un arco chiuso
contenuto in U la cui immagine non contiene alcun punto z;, allora

1

2mi

/ f()dz = 3" Ress, (PT(7:2)

Quest’identita ¢ detta formula dei residui.

Dimostr. Siano Q1,...,Q., le parti principali di f in z1,..., 2, rispettiva-
mente. Allora

9(2) = f(z) = Q1=+ = Qn

si estende ad una funzione olomorfa in U, e quindi fv g(z)dz = 0, per il Corollario
2.4.5. Pertanto

i / fe)z = 5o ; / Qi (=)dz (3.8)

Ma poiché
/(z—zj)” —0,  ni-1 (3.9)
Y

(Esempio 2.2.6) abbiamo

[y Q;(x)dz = —— / T = Res, 167,2)

2mi 2mi ), (2 — z5)

e la conclusione segue. O

Si osservi che, a causa del Lemma 3.4.4, le singolarita di f che sono esterne
a 7 non danno alcun contributo al secondo membro della formula dei residui.
Pertanto, quando si vuole applicare la formula, ci si puo limitare a calcolare i
residui nei soli punti interni a ~.
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3.5 Calcolo esplicito di residui

Se una funzione f(z) ha una singolarita eliminabile in un punto z; € C allora
ovviamente il suo residuo in zg € nullo.

1l caso di un polo semplice - Supponiamo che la funzione f(z) abbia un polo
semplice in zg € C. Allora la funzione

9(2) = (2 = 20) [ (2)

ha una singolarita eliminabile in zg e
Res,, (f) = lim (z — 20) f(2)
Z—r20

Se ad esempio

con P, @ olomorfe in un intorno di zg, P(z0) # 0, e @ ha uno zero semplice in
20, allora f(z) ha un polo semplice in zy. Poiché

Q(z) = Q'(20)(z = 20) + ) an(z — 20)"

n>2
vediamo che P(z)
z
(z—20)f(2) = Q'(20) + ZnZQ an(z — zo)" !
e quindi (20)
. P Z0
ReSzo (f) - Q/(ZO) (310)

Questa formula risulta utile in particolare nel calcolo dei residui delle funzioni
razionali.

Il caso di un polo multiplo - Supponiamo che f(z) abbia un polo di ordine
m > 2 1in z9 € C. Allora la funzione g(z) = (z — 29)™ f(z) ha una singolarita
eliminabile in 2q, e il Res,,(f) coincide con il coefficiente di (2 — z9)™ ! nello
sviluppo in serie di Taylor di g(z) in zo. Pertanto abbiamo:

dm—l

Res.,(f) = gy Mmooy (2 = 20)™ )

1l caso di una singolarita essenziale - In questo caso non ci sono metodi per
facilitare il calcolo del residuo. Bisogna calcolare lo sviluppo di Laurent caso
per caso.

Esempio 3.5.1. La funzione

1—cosz

f(z) =
¢ meromorfa in 0, e ha una singolarita eliminabile in 0, perché

o0o(f) =o00(1 —cosz) —og(z) =2—-1=1

z
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Esempio 3.5.2. La funzione f(z) = 1/sinz ha un polo semplice in 7. Per la
formula (3.10) si ha

Res,(f) = =-1

Quindi
—2mi se R>m

Cr 0 se0< R<m

f(z)dz = {

Esempio 3.5.3. La funzione

22 —-32+1

1(z) = 22(1—2)

ha un polo di ordine m = 2 in 0 e un polo semplice in 1. Si ha:

d, , 23241 —22422-2
Fle) = || - =
che calcolata in z = 0 da:

Reso(f) = —2

Invece:
223241 223241

(22(1 —2))  2z—322
che calcolata in 1 da Res;(f) = 1. Quindi

—4mi se0< R<1
(2)dz =4 .
Cr =37t se R>1

Esempio 3.5.4. Consideriamo la funzione

I suoi punti singolari sono zp = 0 e z; = 1. Il punto 1 & un polo semplice e si ha
quindi, per la (3.10):
e
Resi(f) = — ="
0 & una singolarita essenziale per f(z) perché altrimenti anche la funzione e* =
f(2)(1—2z) avrebbe un polo in 0, il che & falso. Sviluppiamo f in serie di Laurent
nell’intorno di 0. Si ha:

L =142+ 4283+



3.5. CALCOLO ESPLICITO DI RESIDUI 81

e quindi, moltiplicando:

1
z

= =(l+it gt gt ) +2+22+23+)

(Tbgrtgt) 2+
Quindi il residuo di f(z) in 0 &:

1 1
Reso(f):1+i+§+--~:e—1

Esempio 3.5.5 (derivata logaritmica). Sia

flz)= Z apz® = a,m2™ (1 + h(2))

k>m

dove m € Z, la serie di Laurent di una funzione avente una singolarita al piu
polare in 0. Allora si ha

f'(z)= Z karz""' = man 2™ "1 (1 + h(2)) + amz"h (2)

k>m

ffom W)
f z 1+h(2)

e I/(z)/(1+ h(2)) & olomorfa in 0. Quindi

Reso(f'/f) =m

La funzione f’/f si dice derivata logaritmica di f. Quindi il suo residuo in 0
coincide con 'ordine di f in 0.

Quest’ultimo esempio ci conduce al seguente risultato:

Teorema 3.5.6 (dell’indicatore logaritmico). Sia f(z) una funzione meromorfa
in un aperto semplicemente connesso U C C, e sia v un arco chiuso contenuto
in U, la cui immagine non contenga né zeri né poli di f. Allora la funzione
1'/f & meromorfa in U, non ha singolaritd sull’immagine di vy, e si ha:

1 I
2mi /7 Té= Y05, (NI(7,2) (3.11)

dove la somma & estesa agli zeri e ai poli di f(z) interni a .

Dimostr. La derivata logaritmica, essendo quoziente di due funzioni mero-
morfe, & meromorfa in U. Piu precisamente, dai calcoli locali effettuati nell’E-
sempio 3.5.5 risulta che f’/f ha un polo semplice, con residuo m, in ogni punto
in cui f ha ordine m # 0, e nessun’altra singolarita. La conclusione ora segue
dalla formula dei residui. O
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L’integrale a primo membro della (3.11) & detto indicatore logaritmico di f
lungo v (o relativo a 7). Il teorema precedente si applica utilmente in diverse
situazioni. Prima di darne delle applicazioni introduciamo un nuovo concetto.

Sia f(z) € H(C\{z1,...,2,}) una funzione olomorfa nel complementare in
C di un numero finito di punti z1, ..., z, che sono quindi singolarita isolate per
f. Definiamo il residuo di f(z) all’infinito come

1

Resoo(f) := i ) f(z)dz

dove Cg € una circonferenza di centro ’origine e raggio R > 0 tale che tutte le
singolarita di f siano contenute in D(0, R). Per la formula dei residui e per la
scelta di R abbiamo:

Resoo(f) = — Z Res., (f)
j=1

In particolare Resso(f) non dipende da R. L’identita precedente pud anche
mettersi nella forma pit suggestiva:

ZReszj(f)—i—Resoo(f) =0 (3.12)

Lemma 3.5.7. Nella situazione precedente, Resoo(f) coincide con il residuo in
0 della funzione

o) =~ = f(1/u)

Dimostr. La funzione g(u) non ha singolarita nella corona circolare 0 < |u| <
R~! e quindi:

2711 Reso(g) = fCWl g(u)du
=iR™! fozﬂ g(R~Let)eitdt
— _iR-! 0277 R2e2it f(Re~)eitdt
= —inO27r f(Re=®)e~idt

= fc,; f(z)dz = — [ f(2)dz = 2mi Reseo(f)

O
Alla luce del Lemma 3.5.7 I'identita (3.12) diventa pit significativa, in quanto
riduce il calcolo della somma dei residui di f a quello del residuo di g in 0.

Osservazione 3.5.8. Il motivo per cui nella definizione di residuo all’infinito
si richiede che f(z) abbia solo un numero finito di singolarita ¢ che altrimenti
g(u) non ha una singolarita isolata in 0. Ad esempio
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ha infiniti poli semplici e

f(1/u) =

sin +
u
non ha una singolarita isolata in 0 (si veda ’esempio 3.3.7).

Esempio 3.5.9. Si consideri l'integrale

9

z
I= —d
/nglo—l :

dove Cj5 ¢ la circonferenza di centro 0 e raggio 3. Poiché i poli della funzione
integranda f(z) sono le radici decime dell’unita, essi sono interni a Cs, e si ha

10
I=2mi Z Res.; (f(2))
j=1

Il laborioso calcolo dei dieci residui puo essere evitato utilizzando la (3.12), la
quale implica
I = —27miReso(f(2))

Si ha:
Resoo (f(2)) = Reso(—u2f(u™') = Reso(—u (1 +u'® +u® +---) = —1
Pertanto I = 2.

Combinando il Lemma 3.5.7 con il Teorema 3.5.6 otteniamo la seguente
versione del teorema fondamentale dell’algebra:

Teorema 3.5.10 (Teorema fondamentale dell’algebra). Un polinomio P(z) €
Clz] di grado n possiede n radici se ognuna di esse viene contata con la sua
molteplicita.

Dimostr. La molteplicita di una radice o di P(z) & uguale all’ordine della
funzione P(z) in a. Sia P(z) = apz™ + -+ 4+ a1z + ag, con a, # 0. La sua
derivata logaritmica:

& meromorfa in C e possiede poli semplici nelle radici di P(z) con residuo uguale
alla rispettiva molteplicita (Esempio 3.5.5). Pertanto, poiché P possiede un
numero finito di radici, ¢ definito il Resso(f). Si ha:

—w f(/u) = = P'(u™ ") Plu)!
=—L(na,u ™ + (n— Dap_ w2+ +ay)(apu + -+ aguT 4 ag)
= —%(nan +(n—=Dap_1u+--+au" Y a, + - +au"t +aqpu™) "t

=—24((n—1ap—1+-- )1+ +a, au" +a; aou™) ™"
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dal che si vede che, per il Lemma 3.5.7:

1
Resoo (f) = Resg (_u2 (1/u)> =-n
Ora dalla formula (3.12) otteniamo:

Z(residui di f) = —Resao(f) =n

e la conclusione segue dalla citata interpretazione dei residui di f come gli ordini
degli zeri di P. O
Diamo un’altra utile applicazione del Teorema 3.5.6.

Teorema 3.5.11 (Rouché). Sia U C C un aperto semplicemente connesso,
v :la,b] = U un arco chiuso, f,g € H(U). Supponiamo che si abbia:

£ (2) =9(z)| < [f(2)]

per ogni z € (7). Allora:

> I(v2ef)= Y. I(v,2)0:(g)

2€U\S(v) 2€U\S(v)

Dimostr. L’insieme dei punti z € U tali che I(v, z) & definito e non nullo ha
chiusura compatta e contenuta in U e quindi contiene un numero finito di zeri
di f e di g. Pertanto le sommatorie dell’enunciato contengono solo un numero
finito di addendi non nulli e sono ben definite.

L’ipotesi implica che f e g non hanno zeri su (). Possiamo dunque
riscrivere l'ipotesi nella forma:

|F(z) — 1] < 1, z € S(y)
dove F' = g/f. Cio significa che la curva chiusa F oy & contenuta nel disco
D(1,1) di centro 1 e raggio 1 e quindi I(F o+,0) = 0 perché 0 ¢ D(1,1).
Abbiamo pertanto:

b /
o:I(Fo%o):zlm/wa=2lm ’ m”/(t)dt

1 F’ 1 , ,
:MLF:ML(g/g_f/f)

Il caso particolare piu utile del teorema di Rouché e il seguente:

O

Corollario 3.5.12. Nelle ipotest del Teorema 3.5.11, supponiamo che vy sia una
circonferenza, percorsa in senso antiorario, frontiera di un disco aperto D C U.
Allora f e g hanno lo stesso numero di zeri in D (se contati con le rispettive
molteplicita).
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Dimostr. Segue subito dal Teorema 3.5.11 tenendo conto che I(v,z2) =1 se
z€Del(y,z)=0se ze€ C\D. O

Esempio 3.5.13. Sia g(z) = 2° + 22 + 4z + 1. e sia Cg la circonferenza di
centro 0 e raggio R. Ponendo f(z) = 4z otteniamo:

1£(2) —g(2)| = |2° + 22 + 1| < 3 < 42| = 4, z € (Ch)

Quindi g(z) possiede lo stesso numero di radici di 4z, cioé 1, nel disco D(0, 1).
D’altra parte, prendendo f(z) = 23 e R = 3 otteniamo

1f(2) —g(2)| = |22 +4z+1| <22 < |28 =27,  2¢€3(Cs)

e quindi g(z) ha tutte e tre le radici in D(0,3), due delle quali stanno nella
corona circolare 1 < |z| < 3.

Esempio 3.5.14. Si consideri ’equazione:

22 —ae* =0

dove 0 < a < e~ !. Vogliamo determinarne le soluzioni nel disco unitario |z| < 1.
Ponendo g(z) = 22 — ae® e f(z) = 22 si ha, quando |z = x + iy| = 1:

l9(2) = f(2)] = [ = ae®| = |ae®| < ae <1 =[f(2)|

Quindi, applicando il teorema di Rouché, vediamo che I’equazione assegnata ha
due radici nel disco unitario perché f(z).

3.6 Calcolo di integrali definiti con il metodo dei
residui

Il metodo dei residui permette di calcolare diverse classi di integrali definiti reali
senza dover calcolare la primitiva della funzione integranda. In questo paragrafo
illustreremo questo procedimento in alcuni casi significativi.

Integrali trigonometrici - Consideriamo un integrale della forma:
2m
I= / R(sint, cost)dt
0

dove R(z,y) ¢ una funzione razionale il cui denominatore non si annulla nei
punti (z,y) tali che 22 + y? = 1. Poniamo z = ¢®. Si ha quindi:

- 1 1 : 1 +1
1 = — J— = _
S1n % z > 5 COS B z .

e z varia nella circonferenza unitaria C7 al variare di 0 < ¢ < 27. Quindi:

I:/ 1R<1 (z—1>,1(z+1>>dz
o, 12 2 z) 2 z
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Applicando il teorema dei residui otteniamo la seguente identita:

I=27) Res,, [iR (212 <Z_i> ’% <Z+i>)]

dove la somma ¢ estesa ai poli z; contenuti nel disco unitario D(0,1).

27
dt
T
o a-+sint

Esempio 3.6.1.

dove a > 1 reale. Allora

2

I=2 Res,, —————
™) RS
L’unico polo nel disco unitario della funzione a secondo membro & zyg = —ia +
1va? — 1. Tl suo residuo &
) _ 1
20 +ia  vaZ -1
Quindi:
2
I— s
a? -1

Esempio 3.6.2.

27
dt
-/ —“ <1
/0 1 —2acost+ a? o

Applicando il metodo precedente si ottiene:

/ dz
I=1 3 5
c, a2’ —(a®>+ 1)z +a

I1 denominatore f(z) si annulla per z = a,1/a. Poiché |a|] < 1 solo il residuo in
z = a contribuisce all'integrale. Applicando (3.10) si trova
1
Res, (1 =
esa(1/1() =
e quindi
2m
I=——
1—a?

Per calcolare altre classi di integrali definiti avremo bisogno del seguente
lemma.

Lemma 3.6.3. Sia f(2) una funzione meromorfa nell’aperto

Uo={z=x+iy:y> —¢}
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per qualche € > 0 reale. Supponiamo che f(z) possieda un numero finito di poli
e che
lim zf(z)=0

|z|— o0
y=>0

Sia v, (t) = re', 0 < t < 7, la semicirconferenza di raggio r di centro l’origine
contenuta nel semipiano superiore. Allora

lim f(z)=0

r—00

Dimostr. Per 'ipotesi sui poli di f, 'integrale & ben definito per tutti gli
r > 0. Sia M(r) = max{|f(2)| : z € S(y,)}. Allora:

[ e

T

lim
77— 00

< lim M(r)rm=0

e il lemma segue. O
Integrali impropri di funzioni razionali - Consideriamo un integrale della
forma:

—+oo
I= R(z)dx
dove R(z) = ggg e una funzione razionale reale senza poli sull’asse reale.

L’integrale I & detto un integrale improprio, e per definizione e dato da

r

I= lim R(x)dx
r—+oo | .

Supponiamo che
gr(Q) > gr(P) +2 (3.13)
Per ogni r > 0 tale che R(z) non abbia poli su -, abbiamo la seguente relazione

' R(z)dz+ | R(z)=2miy Res. (R(2))

-r Ir

dove la somma ¢ estesa ai poli z; di R(z) contenuti nel semidisco aperto deli-
mitato dal segmento [—r,7] e da ~,. Poiché R(z) ha un numero finito di poli,
per r > 0 la somma ¢ estesa a tutti i poli contenuti nel semipiano superiore e
quindi non dipende da r. Passando al limite per r — 400 otteniamo:

T

lim R(x)dx = 2mi Z Res,(R(z)) — lim R(z)

r—+oo [ . r—+00
J(2)>0

Dal Lemma 3.6.3 segue che il limite a secondo membro esiste ed & uguale a zero.
Quindi anche il limite a primo membro esiste e si ha

I=2mi Z Res,(R(z))

S(2)>0
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Esempio 3.6.4. Calcoliamo 'integrale

I:/+OO dx
oo 1422

La funzione integranda ha nel semipiano superiore I’'unico polo z = 4, con residuo

uguale a
1 )
Resi| —— | = —=
es (1 n x2> 2
Quindi I = 7271'2'% =.

Si osservi che l'integrale precedente si sarebbe potuto calcolare anche come
conseguenza dell’identita ﬁ = arctg(z)’.

Esempio 3.6.5. Consideriamo l'integrale

I / Hoo xdx
) (2% 4 dx +13)2
Il denominatore dell’integrando f(z) ha le radici —2+ 34, di cui solo a = —2+3i
e situata nel semipiano superiore. Si ha:

Res, () = | (e =P 2)|
— Liz(z +2+ 32')—2} )
2 ~i27

Pertanto
s

27
Terzo tipo - Consideriamo ora un integrale improprio della forma

1= /+OO f(z)e™dx

— 00

I=2miRes,(f(2)) =

dove f(z) & meromorfa nell’aperto U, := {z = x + iy : y > —e} per qualche
€ > 0, ha un numero finito di poli nel semipiano superiore, e non ha poli sull’asse
reale. L’integrale I ¢ definito come

r

I= lim f(z)edx
r—oo J_,.

se il limite esiste. Ragionando come nel caso degli integrali impropri di funzioni
razionali deduciamo che si ha, se r > 0:

j f(z)edx = 2mi Z Resz(f(z)eiz)—/ f(z)e*

I(2)>0 r
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e quindi I esiste se e solo se esiste il limite dell’integrale a secondo membro per
T — +00.

Il seguente lemma garantisce ’esistenza del limite e quindi dell’integrale I
sotto certe condizioni.

Lemma 3.6.6. Sia f(z) una funzione meromorfa nell’aperto
U={z=x+iy:y>—¢}
per qualche € > 0 reale, con un numero finito di poli nel semipiano superiore, e
supponiamo che
lim f(z)=0 (3.14)

|z] =00
y=0

Sia v, (t) = re', 0 < t < 7, la semicirconferenza di raggio r di centro l’origine
contenuta nel semipiano superiore. Allora
li 1z _
A [, FRe =0
Dimostr. Se r > 0 abbiamo:

f(z)ezz _ / f(Teit)eir(cos t+1sin t)i?”eitdt
Yr 0
< M(r)r/ e Tsintqy (3.15)
0
dove M(r) max{|f(re®)] : 0 < t < 7w}. Utilizzeremo le disuguaglianze
elementari:

sint > 2, 0<t<3%
sint > —2t+2, Z<t<mw

che sostituite danno:

s

4 . 2 . 4 .
/ efrsmtdt _ / efrsmtrdt + / 67TSlntdt
0 0 =

2

% —2rt 4 2t
g/ e dt—l—/ er(F-2) gy
0 ™

2

B S B C ) P P
T |0+27’e( )‘%_r(l )
Sostituendo in (3.15) otteniamo:

(z)eiz

T
<M@r)r—(1-e") < M(r)r
r
Yr
Poiché lim,_,, M(r) = 0, la conclusione segue. O
Come conseguenza otteniamo che, sotto le ipotesi precedenti, se la (3.14) ¢
soddisfatta allora l'integrale I esiste e vale l'identita

+oo
/ f(z)e™dr = 2mi Z Res, (f(2)e')

- F(z)>0



90

CAPITOLO 3. SINGOLARITA ISOLATE E RESIDUI



Capitolo 4

Successionl e serie di
funzioni olomortfe o
meromorfe

4.1 Convergenza uniforme e normale sui com-
patti

Sia U C C un aperto. Denotiamo con (U) 'insieme di tutte le funzioni continue
definite su U a valori complessi, e sia H(U) C C(U) il sottoinsieme delle funzioni
olomorfe.

Una successione {f,} di funzioni f,, € C(U) si dird uniformemente conver-
gente sui compatti di U se per ogni sottoinsieme compatto K C U la successione
delle restrizioni {f,x} converge uniformemente. Poiché il limite uniforme di
funzioni continue € continua, la funzione limite f = lim, f, di una successio-
ne uniformemente convergente sui compatti ¢ tale che la sua restrizione fix a
qualsiasi compatto K C U e continua. Ma allora, poiché ogni punto di U pos-
siede un intorno aperto la cui chiusura € compatta e contenuta in U, segue che
fec).

Una serie ) f, di funzioni f, € C(U) si dira uniformemente convergente
sui compatti di U se la successione delle sue somme parziali € uniformemente
convergente sui compatti. In tal caso la funzione somma f =3 f, ¢ continua,
per quanto appena osservato.

Una serie ), f, di funzioni f,, € C(U) si dira normalmente convergente swi
compatti di U se per ogni sottoinsieme compatto K C U la serie ) f,,|x converge
normalmente. Cio significa che per ogni sottoinsieme compatto K C U la serie
> fn|x © maggiorata in modulo da una serie convergente di termini costanti
positivi.

E evidente che se una serie & normalmente convergente sui compatti di U
allora ¢ anche uniformemente convergente sui compatti di U.

91
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Lemma 4.1.1. Condizione necessaria e sufficiente affinché una successione
di funzioni f, € C(U) converga uniformemente sui compatti di U & che per
ogni disco compatto ¥ C U la successione delle restrizioni {f,s} converga
uniformemente.

Dimostr. La necessita ¢ ovvia. La sufficienza segue immediatamente dal
fatto che ogni sottoinsieme compatto K C U puo essere ricoperto da un numero
finito di dischi compatti contenuti in U. O

Teorema 4.1.2. Se una successione di funzioni f,, € H(U) é uniformemente
convergente sui compatti di U, la funzione limite f e olomorfa in U.

Dimostr. Abbiamo gia osservato che la funzione f & continua. D’altra parte,
per ogni disco D C U, e per ogni arco chiuso « contenuto in D, si ha

/fndz =0
¥

perché f,, € olomorfa. Dalla uniforme convergenza sui compatti, e dal fatto che
I'immagine di v ¢ un compatto, segue che

/fdz:lim/fndz:o
v oSy

Applicando il teorema di Morera 2.5.4 deduciamo che f € H(U). O
Il seguente corollario ¢ immediato.

Corollario 4.1.3. La somma di una serie di funzioni f, € H(U) normalmente
convergente sui compatti di U é olomorfa.

Teorema 4.1.4. Se una successione di funzioni f, € H(U) converge ad una
funzione f € H(U) uniformemente sui compatti di U, allora la successione delle
derivate {f],} converge alla derivata f' € H(U) uniformemente sui compatti di

U.

Dimostr. Sia zg € U e sia R > 0 tale che il disco chiuso X di centro zy e
raggio R sia contenuto in U. Allora per ogni n per ogni z tale che |z—zg| < R/2,
cioe z € ¥g/, si ha:

o=

'en f(©)

Poiché Cr e compatto e f, converge a f uniformemente sui compatti segue che

FO i [ £l
/CR (SR /c 2%
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ciod f'(z) = lim, f/,(z). Quindi lim,, f/ = f’. Per verificare che la convergenza
¢ uniforme sui compatti di U si osservi che, essendo |z — (| > R/2 per ogni
(€ Crez€Xpy,siha

f(Q) = fa(Q)
(€—2)?

e quindi lim, f}; = f’ uniformemente in Xp/,. La conclusione ora segue dal

Lemma 4.1.1 perché U puo essere ricoperto dalla famiglia dei dischi compatti

Yg/2 al variare di 29 € U. O
Dimostriamo ora un risultato che risulta utile in diverse circostanze.

F(2) = fi(2)] < /

Cr

4
< g [ 1700 - R0l

Proposizione 4.1.5. Sia U C C un aperto connesso, e sia {fn} una succes-
sione di funzioni olomorfe in U uniformemente convergente sui compatti di U.
Supponiamo che fn(z) # 0 per ogni z € U e per ogni n. Allora la funzione
f =1lim, f, soddisfa f(z) # 0 per ogni z € U, oppure é identicamente nulla.

Dimostr. Per il Teorema 4.1.2 f & olomorfa. Supponiamo che esista zg € U
tale che f(zp) = 0. Allora, se f non ¢ identicamente nulla, zo ¢ uno zero isolato
di f perché U e connesso. Quindi, per il teorema dell’indicatore logaritmico

(Teorema 3.5.6), si ha
1 (/)
— dz >0
2mi /y f(z)

dove 7y & una circonferenza di centro zy e raggio sufficientemente piccolo. Ma
per il Teorema 4.1.4 quest’integrale ¢ il limite degli integrali

1 [ fi2)

che sono nulli, ancora per il Teorema 3.5.6. Abbiamo quindi una contraddizione,
e la Proposizione e dimostrata. O

Osservazione 4.1.6. Il Teorema 4.1.2 descrive un fenomeno caratteristico delle
funzioni di variabile complessa, che non ha un analogo nel caso di funzioni di
variabile reale. Infatti un classico teorema di Weierstrass afferma che ogni fun-
zione continua a valori reali definita in un insieme chiuso e limitato di RY puo
essere ottenuta come limite di una successione di polinomi reali uniformemente
convergente. Nel caso complesso invece ogni successione di polinomi uniforme-
mente convergente sui compatti di un aperto U C C converge ad una funzione
olomorfa, per il Teorema 4.1.2: quindi non & possibile approssimare uniforme-
mente sui compatti di U una qualsiasi funzione continua su U mediante polinomi
né funzioni olomorfe.

4.2 Serie di funzioni meromorfe

Sia U C C un aperto, {f,} una successione di funzioni meromorfe in U e K C U
un sottoinsieme compatto. diremo che la serie > f, converge uniformemente
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i K se & possibile rimuovere un numero finito di termini dalla serie in mo-
do che le rimanenti funzioni non abbiano poli in K e costituiscano una serie
uniformemente convergente in K.

Analogamente, diremo che la serie ) f, converge normalmente in K se
¢ possibile rimuovere un numero finito di termini dalla serie in modo che le
rimanenti funzioni non abbiano poli in K e costituiscano una serie normalmente
convergente in K.

E ovvio che una serie di funzioni meromorfe normalmente convergente in K
€ anche uniformemente convergente in K.

Consideriamo una serie ), f, di funzioni meromorfe su U, uniformemente
convergente sui compatti di U. Sia V' C U un sottoinsieme aperto la cui chiusura
sia compatta e contenuta in U (un aperto siffatto si dice relativamente compatto
in U). La somma della serie ) f, in V & definita come la funzione meromorfa

inV
S bt D (4.1)

n<ng n>ng

dove ng ¢ tale che la funzioni f,, n > ng, non abbiano poli in V. Quindi il
primo termine della (4.1) & una funzione meromorfa in V', perché & somma di un
numero finito di funzioni meromorfe; il secondo termine ¢ una funzione olomorfa
in V perché & somma di una serie di funzioni olomorfe in V' uniformemente
convergente sui compatto di V. E un facile esercizio dimostrare che la funzione
meromorfa (4.1) & indipendente dalla scelta di ng.

Teorema 4.2.1. Sia ) f, una serie di funzioni meromorfe su un aperto U
uniformemente (risp. normalmente) convergente sui compatti di U. Allora la
somma della serie é una funzione meromorfa su U. Inoltre la serie ) f) delle
derivate della serie assegnata converge uniformemente sui compatti di U e la
sua somma €& la derivata [’ della somma [ della serie assegnata.

Dimostr. La somma della serie > f, ¢ ben definita e meromorfa in ogni
aperto relativamente compatto di V. Pertanto ¢ ben definita e meromorfa in
tutto U.

Sia V' C U un sottoinsieme aperto e relativamente compatto, e sia ng un
intero scelto come in (4.1). Allora in V si ha:

f= ZfH(Z fn>/

n<ng n>ng

Inoltre la serie Zn>n0 fn puo essere derivata termine a termine perché conver-
ge uniformemente sui compatti di V. Pertanto, per il Teorema 4.1.4 la serie
delle derivate >, ., f, converge uniformemente sui compatti di V' alla serie
PR AL o . p
(D nsng fn)'- Cid dimostra che la serie di funzioni meromorfe ) f;, converge
alla funzione meromorfa f’ uniformemente sui compatti di V. Poiché cio & vero
per ogni aperto relativamente compatto V' C U, deduciamo che )" f/ converge
alla funzione meromorfa f’ uniformemente sui compatti di U. O
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4.3 Un esempio

Consideriamo la serie di funzioni meromorfe in C:

1
P et (4.2

nez

Lemma 4.3.1. La serie (4.2) converge normalmente sui compatti di C. La sua
somma ¢ una funzione meromorfa f(z) € M(C), avente un polo di ordine 2 in
tutti gli n € Z con parte principale

_
(z —n)?
e nessun’altra singolarita. Inoltre f & periodica di periodo 1, cioé soddisfa
flz+1)=f(z)
per ogni z € C.

Dimostr. Poiché ogni sottoinsieme compatto di C € contenuto in un insieme
della forma
S=8pu ={z=c+iy:zo <z <21}

¢ sufficiente dimostrare che la serie (4.2) converge normalmente in ogni insieme
S. Poiché un tale S contiene solo un numero finito di interi n, solo un numero
finito di termini della serie possiede poli in S. Inoltre per ogni n < xg si ha

1
(z=n)?

1
~ (w0 —n)?

per ogni z € S e quindi la sottoserie

3 _

ncme B )
converge normalmente in S. D’altra parte si ha anche

1
(z—n)?

1
~ (n—x1)?

per ogni n > x1 e per ogni z € S. Quindi anche la sottoserie

1
DY PN

n>ry

converge normalmente in S. Quindi, dopo aver rimosso un numero finito di
termini dalla serie (4.2), otteniamo una serie di funzioni olomorfe in ogni punto
di S e normalmente convergente in S. Quindi (4.2) & normalmente convergente
sui compatti di C.
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La relazione

1 1
Z(z+1fn)2 :%:(zfn’)2

n

ottenuta ponendo n —1 = n’ implica f(z+1) = f(z). Infine ¢ evidente che f(z)
non ha poli al di fuori dei numeri interi n € Z e che per ogni n € Z la funzione

f(Z)—m

¢ olomorfa in n. O
La funzione somma della serie (4.2) & descritta precisamente nel seguente
modo.

Proposizione 4.3.2. La somma f(z) della serie (4.2) é uguale a

( : )2
sin 7wz

Dimostr. Consideriamo la striscia Sp 1. Si ha

1
lim —= =0
ly|>+oo (2 — n)?

Poiché la serie (4.2) converge normalmente nella striscia Spi, il limite e la
sommatoria si possono scambiare e deduciamo che in Sy ; si ha anche

lim f(z)=0 (4.3)
ly|—+o00
Utilizzando il fatto che f(z) & periodica di periodo 1, deduciamo che la (4.3)
sussiste in tutto C.
Ora consideriamo la funzione g(z) := (ﬁf Essa possiede le seguenti
proprieta analoghe a quelle della f(z):

(i) g(2) € M(C) ed & periodica di periodo 1.

(ii) I poli di g(z) sono i numeri interi n, che sono poli doppi con parte principale
1/(z —n)2.

(iii)
lim z2)=20
|Z/\—>+oog( )

La proprieta (i) ¢ ovvia. A causa della periodicita & sufficiente dimostrare
la (ii) nell’origine, cioé dimostrare che lorigine & un polo doppio con parte
principale 1/z2. Si ha, in un intorno di 0:

2 -2
T \2 0 1 1
= = (1= Zx224...
(sinwz) (7z—é7r3z3+-~~) 22< 6"~ + )
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1 1 2.2 ? 1 1 2.2 4

1 2
:?+?+Z2(...) (4.4)

e la (ii) segue. La relazione (iii) segue immediatamente dall’identita (1.12) di
pag. 29.

Da questi fatti segue che la funzione f(z)—g(z) & olomorfa in tutto C perché
f e g hanno gli stessi poli con le stesse parti principali. Inoltre in ogni striscia
Sao,z, la funzione f(z) — g(z) ¢ limitata perché lo sono sia f che g, come segue
dalla (4.3) e dalla (iii). Dalla periodicita di f — g segue quindi che f — g &
limitata in C. Applicando il teorema di Liouville (pag. 63) deduciamo che f —g
& costante. Infine, poiché f — g tende a 0 al tendere di |y| a +oo, deduciamo
che f — g e identicamente nulla. O

Come applicazione dimostriamo la seguente identita, dovuta a Eulero:

Proposizione 4.3.3.
1 w2
- 4.
> (4.5)
n>1
Dimostr. Dalla Proposizione 4.3.2 deduciamo che si ha:

T 2 1 1
(ms) 2= o

n#0

ed il secondo membro & una funzione h(z) olomorfa in un intorno di 0. Inoltre
1 1
Mo)=3 =23 —
n#0 n>1

D’altra parte la (4.4) implica che

. T 2 1 2
lim < - ) - ===
z—0 | \sin 7z 22 3

e la (4.5) segue. O
Consideriamo ora la serie

I

n#0

il cui termine generale & uguale a z/n(z—n). E facile dimostrare che questa serie
converge normalmente sui compatti di C (si proceda come nella dimostrazione
del Lemma 4.3.1). La sua somma ¢ quindi una funzione F'(z) meromorfa in C,
i cui poli sono gli interi z = n, e sono poli semplici con residuo uguale a 1. Per
il teorema 4.2.1 la derivata F’(z) & la somma della serie delle derivate, cioe:

F'(2) = _;12 - ; (2 —1n)2 - (sinirz)2 - dii (ta;lrﬂz)

n
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e quindi
Flz)— —— =¢ (4.7)

tanmz

una costante. D’altra parte dalla (4.6) segue che F(—z) = —F(z); pertan-
to il primo membro della (4.7) & un funzione dispari e, essendo costante,
identicamente nulla.

La serie (4.6) puo essere riordinata accorpando i termini relativi agli interi

n e —n. Poiché
1 1 1 1 2z
e n) T 22
zZ—n n z+n n z4—=mn

otteniamo la relazione:

1 2z T
- = 4.8
z+nz>:122—n2 tan Tz (4.8)

4.4 Prodotti infiniti

Sia {f,} una successione di funzioni continue in un aperto U C C. Diremo che

il prodotto infinito

converge normalmente in un sottoinsieme K C U se le sequenti condizioni sono
soddisfatte:

(a) lim, 00 fn(2) = 1 uniformemente in K.
(b) >, In f(2) converge normalmente in K.

La condizione (b) ha senso perché dalla (a) segue che |f,(z) — 1| < 1 per
n > 0 e quindi In f,,(2) € una funzione ben definita in K.

Poniamo f,(z) = 14u,(2). La (a) equivale alla condizione che la successione
{un} converga uniformemente a 0 in K. La (b) equivale alla condizione che la
serie ) u, converga normalmente in K. Riassumendo possiamo dire che le
condizioni (a) e (b) sono equivalenti all’unica condizione:

(c) La serie
D> un()
n
dove u, = f, — 1, converge normalmente in K.

Diremo che il prodotto infinito
I17:(2)

converge normalmente nei compatti di U se converge normalmente in ogni sot-
toinsieme compatto K C U.
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Teorema 4.4.1. Sia {f,} una successione di funzioni olomorfe in un aperto
U c C. Supponiamo che
n

converga normalmente nei compatti di U. Allora la funzione
fz) = gfn(z> = lim fi(2)f2(2) - fa(2)
e olomorfa in U. Inoltre per ogni p > 0 si ha:
F2) = fi2) - fp(2) [] fal2) (4.9)
n>p

L’insieme degli zeri di f coincide con l'unione degli zeri delle funzioni f,(z).
L’ordine di uno zero di f é uguale alla somma degli ordini che esso ha per
ciascuno dei fattori.

Dimostr. f € olomorfa perché e limite uniforme sui compatti di U dei prodotti
parziali finiti, che sono funzioni olomorfe. La formula (4.9) & ovvia in ogni
sottoinsieme compatto di U e quindi e vera per ogni z € U. Poiché la successione
{un} converge a 0 uniformemente sui compatti di U, la funzione f,, non ha zeri
in U quando n > 0. Quindi 'ultima affermazione & ovvia. O

Teorema 4.4.2. Sotto le stesse ipotesi del Teorema 4.4.1, la serie di funzioni

meromorfe
>4
n n

converge normalmente nei compatti di U, e ha per somma la derivata logaritmica
[
Dimostr. Sia K C U un compatto. La funzione

gp — eZn>p In f”

¢ ben definita e olomorfa in K per p > 0. Per la (4.9) abbiamo:

! ! /
L > In | 9 (4.10)
foo=th o
D’altra parte:
g, 1
L=y (4.11)
9p nop In

dove la serie a secondo membro converge uniformemente sui compatti di U:
infatti la serie 37 In f,, dei logaritmi converge uniformemente sui compatti a
In g, cosicché la serie delle derivate di questi logaritmi converge uniformemente
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sui compatti alla derivata g, /g,. Confrontando (4.10) e (4.11) deduciamo che

in K si ha: 7 /

J_ Z In

;T
e che la convergenza € normale sui compatti di K. Poiché cio e vero per ogni
compatto K C U il teorema segue. O

4.5 L’espansione di sin 7z come prodotto infinito

Consideriamo il prodotto infinito

flo)==2]] <1 - ZZ) (4.12)

n>1

Dalla convergenza della serie numerica ), -, 1/n* segue che laserie 3, -, 2°/n?
converge normalmente sui compatti di C, e quindi il prodotto infinito (4.12)
converge normalmente sui compatti di C. Deduciamo che f(z) ¢ una funzione
olomorfa in tutto C, i cui zeri sono i numeri interi z = n, e sono zeri semplici.
Applicando il Teorema (4.4.2), possiamo differenziare logaritmicamente termine
a termine ottenendo una serie di funzioni meromorfe che converge normalmente
sui compatti di C:

) L g 2

2 _ 2
fz) =z st
Abbiamo visto (pag. 98) che la somma di questa serie &

™ 9'(2)
tanmz  g(z)

dove abbiamo posto g(z) = sinwz. Pertanto f'/f = ¢’/g, cosicché

@ B csin Tz

z z

dove ¢ ¢ una costante. Per la (4.12) si ha

. flz

lim L =1
z—0 Zz

e poiché
. sinmz
lim =
z—0 z

deduciamo che ¢ = % Quindi abbiamo la formula:

sinmwz 22
= 1-— 4.1
Tz < n2) (4.13)
n>1
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Ponendo z = % otteniamo la Formula di Wallis:

2 2n+1)2n—-1) 3-3-5-5---
;*H (2n)2 T 9.9.4.4...

n>1
J. Wallis (1616-1703) ottenne questa identita molto tempo prima che il calcolo
integrale fosse stato creato. La formula & notevole perche fornisce un’espressione
di 7 come un limite in cui non compaiono numeri irrazionali. Wallis ¢ anche
noto per aver introdotto per primo il simbolo occ.
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Capitolo 5

Classificazione delle
superfici topologiche

5.1 Poligoni etichettati

Denoteremo con il simbolo Ps,,, o semplicemente con P, un poligono compatto
e convesso di R?, a 2n lati, n > 2. Considereremo superfici topologiche ottenute
come spazi quoziente di P attraverso opportune identificazioni dei lati tra loro
a coppie, nel modo che ora descriveremo.

Fissato un vertice v, ed un verso di percorrenza della frontiera di P (il verso

orario per fissare le idee), consideriamo simboli a1, ...,,a,, ed un monomio in
ai,...,,a, con esponenti £1, in cui ogni a; compaia esattamente due volte:
+1 41 +1
a3y gy Oy, (51)

A questo monomio corrisponde una “etichettatura” con un simbolo a; di ognuno
dei 2n lati (il k-esimo lato che si incontra percorrendo FP a partire da v si
etichetta con il simbolo a;, ). ed una orientazione di ognuno di essi che & concorde
o discorde con il verso di percorrenza di FP a seconda che l’esponente sia
+1 oppure —1. In questo modo ad ogni lato e assegnato lo stesso simbolo di
uno ed un solo altro lato, ed esiste un unico omeomorfismo lineare tra i due
lati che rispetta le orientazioni indotte su di essi dal monomio (5.1). Questi
omeomorfismi tra i lati di P a coppie inducono una relazione di equivalenza su
P: lo spazio quoziente S &, per motivi elementari la cui verifica e lasciata al
lettore, una superficie topologica compatta e connessa che verra denotata con
lo stesso simbolo (5.1).

Ad esempio, nel caso 2n = 4, la superficie alagaflagl & omeomorfa al toro
T =5"x S
La superficie alagaflaglagawglazl ¢ detta 2-toro e denotata 2T
Piu in generale, per ogni intero g > 1 la superficie

-1 _-1 -1 _-1 -1 -1
ajazay Gy G3a403 Ay ~-~agg_1agga2g_1a2g

103



104CAPITOLO 5. CLASSIFICAZIONE DELLE SUPERFICI TOPOLOGICHE

quoziente di un poligono P4, si denota con il simbolo ¢7T', ed & chiamata mul-
titoro di genere g o g-toro. Alla sfera S2 si usa attribuire il genere ¢ = 0 e
considerarla come il multitoro di genere 0.

La superficie ajasaias & omeomorfa al piano proiettivo P2.

La superficie alagaflag e detta bottiglia di Klein.

Per uniformita di notazione sara opportuno considerare anche la sfera come
un quoziente, e precisamente come il quoziente di D?, il disco chiuso unitario,
ottenuta identificando tra loro i punti simmetrici rispetto ad un diametro fissato
r. Considereremo D? come un poligono generalizzato a 2 lati (le due semicir-
conferenze in cui r divide S = FD?), ed il suo quoziente S? corrispondera
al monomio aa~'. Il quoziente aa di D? & invece il piano proiettivo, come si
verifica facilmente.

Un’altra superficie importante, come vedremo tra poco, €
a101G2032 - GgQlg

che si chiama multipiano proiettivo di genere g e si denota con gP2. Nel caso
particolare ¢ = 1 si ottiene P2. Confrontando con la rappresentazione di P2
data in precedenza vediamo in particolare che una data superficie puo essere
ottenuta in corrispondenza a monomi diversi.

Definizione 5.1.1. Due poligoni etichettati si dicono equivalenti se le corri-
spondenti superfici quoziente sono omeomorfe.

Una coppia di lati del poligono P, etichettato dal monomio (5.1), si dice
una coppia del primo tipo se i due lati sono identificati tra loro e sono orientati
discordemente, cioe se le loro etichette sono uguali ma con esponenti opposti.
Se invece i due lati hanno etichette ed esponenti uguali essi costituiscono una
coppia del secondo tipo.

Proposizione 5.1.2. Se il poligono P, etichettato dal monomio (5.1), possiede
una coppia di lati del secondo tipo, allora la superficie quoziente definita da (5.1)
contiene un sottospazio chiuso omeomorfo ad un nastro di Moebius.indexnastro
di Moebius

Dimostr. Supponiamo che ¢ ed {5 costituiscano una coppia del secondo tipo.
Siano A1 C £1 e Ay C £5 segmenti chiusi non contenenti alcuno degli estremi di £
ed {5 ed aventi la stessa immagine in S. Il quadrilatero chiuso R C P i cui vertici
sono gli stessi di A\; e di Ay ha per immagine in .S un nastro di Moebius. O

Il seguente teorema classifica completamente le superfici che si possono ot-
tenere come quozienti di un poligono etichettato.

Teorema 5.1.3. Ogni superficie quoziente di un poligono etichettato é omeo-
morfa ad un multitoro oppure ad un multipiano proiettivo.
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5.2 Dimostrazione del teorema 5.1.3

La dimostrazione € ottenuta attraverso successive sostituzioni del poligono eti-
chettato P, con un altro ad esso equivalente. Nelle figure rappresenteremo con
un una successione di lati che non ci occorre specificare in dettaglio,
con e un vertice e con o un punto interno al poligono.

Primo passo: Eliminazione di coppie di lati del primo tipo adiacen-
ti. Una coppia di lati del primo tipo adiacenti puo essere eliminata sostituendo
a P il poligono a 2n — 2 lati ottenuto identificando tra loro i due lati.

a
o —<—e0 [ ]
// " Lo
[ ] o
Dopo aver effettuato questa operazione per tutte le coppie di lati del primo tipo
adiacenti si otterra un poligono in cui non vi sono coppie di lati siffatte. Se

saremo arrivati ad uno dei poligoni etichettati dell’enunciato il teorema e vero,
altrimenti procediamo con il successivo passo della dimostrazione.

Secondo passo: Identificazione di tutti i vertici ad un solo punto.
Per quanto dimostrato sopra, possiamo supporre che il poligono P sia etichettato
da un monomio 5.1 in cui non vi sono coppie del primo tipo adiacenti. I vertici
di P sono suddivisi in classi di equivalenza, ognuna delle quali ¢ costituita da
vertici che hanno la stessa immagine in S. Denoteremo tutti i vertici di una
stessa classe con la stessa lettera. Supponiamo che non tutti i vertici siano
equivalenti tra loro. Allora esiste una coppia di vertici adiacenti non equivalenti,
siano essi p e ¢, e sia a = a; il lato compreso. L’altro lato di cui p e vertice
non ¢ etichettato a perché altrimenti i due lati costituirebbero una coppia del
secondo tipo, contraddicendo il fatto che p e ¢ non sono equivalenti. Sia dunque
b I'altro lato di vertice p, ed s il secondo estremo di b. Consideriamo il segmento
c congiungente s e ¢, e sia A il triangolo chiuso di vertici p, g, s.

oP

v~ \la
AP

o, L
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Tagliando P lungo c¢ ed identificando il lato b con l'altro lato etichettato b,
otteniamo un nuovo poligono etichettato @@ equivalente a P, ed avente lo stesso
numero di lati, come illustrato dalla figura seguente:

'S < !
b

o, > .
°

Con questa operazione la classe di equivalenza di p ha perso un elemento, mentre
quella di ¢ ne ha acquistato uno, ed il numero di elementi di tutte le altre classi ¢
rimasto invariato. Iterando questo procedimento e riapplicando il primo passo,
se necessario, & possibile far aumentare gli elementi di una classe di equivalenza
a spese di tutte le altre, ottenendo alla fine che tutti i vertici siano equivalenti
tra loro.

Terzo passo: normalizzazione di coppie di lati del secondo tipo.
Supponiamo di aver effettuato i primi due passi e che il poligono ottenuto,
che chiameremo ancora P, contenga una coppia di lati del secondo tipo non
adiacenti. Supponiamoli etichettati con la lettera a.

NG N
NS

a
<

A

a
>

Con l'operazione di taglio ed identificazione illustrata dalla figura seguente &
possibile sostituire P con un altro poligono ) in cui la coppia e sostituita da
un’altra costituita da lati adiacenti, mentre le adiacenze delle altre coppie non
vengono modificate, e i vertici rimangono tutti equivalenti tra loro.

c c
e —>—0 —>— 60

J\a

[ )
Iterando questo procedimento otteniamo un poligono equivalente a P in cui le
coppie del secondo tipo, se ce ne sono, sono tutte normalizzate. Se il poligono
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etichettato cosi’ ottenuto, che chiameremo ancora P, € quello che definisce un
multipiano proiettivo allora la dimostrazione & terminata. Altrimenti ci sono
coppie di lati del primo tipo e si procede al passo successivo.

Quarto passo: normalizzazione di coppie di lati del primo tipo.
Supponiamo che P contenga una coppia di lati del primo tipo, etichettati c.
Grazie al primo passo della dimostrazione, i due lati non sono adiacenti. Inoltre
esiste un’altra coppia di lati del primo tipo, etichettati d, che separa i due lati c.
cioe tale che i lati di ogni coppia si alternino a quelli dell’altra lungo il perimetro.
Infatti, se cosl non fosse, si avrebbe una situazione come quella descritta nella
figura seguente, in cui nessun vertice della regione A sarebbe equivalente ad uno
della regione B, contraddicendo il fatto che tutti i vertici sono equivalenti.

Pertanto abbiamo la situazione seguente:

o —<—e0

SN

]

7

o —<— 0

oe—>—o
o

Mediante la successione di tagli ed identificazioni illustrati dalle figure seguenti
si passa ad un poligono equivalente a P, in cui le due coppie di lati del primo
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tipo ¢, d vengono sostituite da due coppie del primo tipo normalizzate.

d a
o —<—e0 e —>— o

a \ e/ 1.
S

° ./
SN

o —<— 0

S
y
AN

e —<—e e —>—eo
d a
a
e —>— 6o L]

e/ b
. L Ve

e —>—0
a

Se dopo aver normalizzato tutte le coppie di lati del primo tipo si arriva ad
un poligono etichettato che definisce un multitoro, il teorema ¢ dimostrato.
Altrimenti il nuovo poligono, che denoteremo ancora con P, possiede sia coppie
di lati del primo che del secondo tipo, tutte normalizzate. In tal caso € necessario
un ulteriore passo.

Quinto passo: trasformazione di coppie di lati del primo tipo in
coppie di lati del secondo tipo. Il poligono etichettato P possiede sia coppie
di lati del primo tipo che del secondo tipo, tutte normalizzate. La successione di
tagli ed identificazioni illustrati dalle figure seguenti mostra come, data una cop-
pia di lati del secondo tipo e due coppie del primo tipo normalizzate, ¢ possibile
trasformare le coppie del primo tipo in coppie del secondo tipo normalizzate.

c c a b
e —<—e0—Y<—e@ o —>— 0 —>— @

\ . AN
|
{ |

b /c

RN NI

e —>—eo o —<—eo
b a
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a b a aj
o —>—0 —>— 60 o —>—0 —<—e

AN AN
"N

o —>—e0—<—e \ . az\/o—<—o—<—o
° o/ °
az az‘\< /
° ° 1/ a\o/d
N\ a” AN
NS d\./

e
oo
I

Ve

|
A B
PN . /

[ o —>——80

Iterando questo procedimento € possibile ottenere un poligono etichettato equi-
valente a P in cui vi sono solo coppie normalizzate del secondo tipo. Pertanto
S ¢ un multipiano proiettivo, ed il teorema ¢ dimostrato. O

Per ottenere una classificazione completa delle superfici descritte dal teorema
precedente & necessario stabilire se le superfici dell’enunciato sono a due a due
non omeomorfe. Questo € vero, e noi lo dimostreremo nel caso dei multitori e
della sfera (caso orientabile). Cid seguira dal calcolo di x(5) (cfr. §5.4).
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5.3 Triangolabilita

Il teorema 5.1.3 fornirebbe una classificazione completa di tutte le superfici
compatte e connesse se ogni tale superficie fosse omeomorfa al quoziente di
un poligono opportunamente etichettato. Cio e vero, ed il procedimento per
dimostrarlo si basa sulla nozione di “triangolazione”, che discuteremo in questo
paragrafo.

Sia S una superficie topologica. Un triangolo in S & una coppia (T, ¢) dove
T C S e un sottoinsieme compatto e ¢ & un omeomorfismo di 7" su un triangolo
chiuso di R2. T lati, risp. i wertici di T sono le controimmagini tramite ¢
dei lati, risp. dei vertici di (7). Con abuso di notazione denoteremo spesso
un triangolo (7', ¢) con la sola lettera T', supponendo implicitamente assegnato
I’omeomorfismo .
Una triangolazione di S & una famiglia 7 = {T;};cs di triangoli di S con le
seguenti proprieta:

(T Uie, Ti =S
(T2) Se T; N T; # 0 per qualche i # j, allora T; N T; & un vertice o un lato di

entrambi i triangoli.

(T3) Ogni lato di ogni triangolo T; & anche lato di uno ed un solo altro triangolo
T,

g

(T4) Per ogni vertice v di qualche triangolo, i triangoli T; che lo contengono
sono un numero finito > 3, e si possono ordinare circolarmente in modo
che due triangoli siano consecutivi se e solo se hanno un lato in comune.

La famiglia di triangoli di I x I rappresentata dalla figura seguente induce
una triangolazione sul toro T":

AN

AN

Invece la famiglia di triangoli della figura seguente:

AN
AN
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non definisce una triangolazione di T

Se possiede almeno una triangolazione S si dice triangolabile. Una triangola-
zione T = {T; }ier di S si dice finita se I & un insieme finito, cioeé se 7 consiste di
un numero finito di triangoli. Poiché I'unione di un numero finito di compatti e
compatto, dalla condizione (T1) segue che, se possiede una triangolazione finita,
S & compatta. Viceversa:

Proposizione 5.3.1. Se S ¢ una superficie compatta e triangolabile, ogni sua
triangolazione é finita.

Dimostr. Sia 7 = {T;};er una triangolazione di S. Per ogni indice i € I
scegliamo un punto p; € Int(7;). Poniamo:

Ui =5\{p; : j #1}

Si ha T; C U;, per ogni i € I, e pertanto {U;};c; € un ricoprimento aperto di S.
Inoltre p; ¢ U; per ogni i # j, e pertanto {U; };cr non possiede sottoricoprimenti
propri. Poiché S & compatta 'unica possibilita & che il ricoprimento {U; };¢r sia
finito, e quindi che I sia finito. O

Proposizione 5.3.2. Se S ¢ una superficie compatta e triangolabile allora S é
omeomorfa al quoziente di un poligono convesso opportunamente etichettato.

Dimostr. SiaT = {T1,...,T,} una triangolazione di S. Supponiamo ordinati
Ti,...,T, in modo che per ogni 2 < i < n il triangolo 7T; abbia un lato ¢; in
comune con qualche T}, j < n, sia questo il lato m;_;. Tale ordinamento
esiste per la connessione di S. Sia T l'unione disgiunta dei triangoli 71, ...,T,
e sia P il quoziente ottenuto da 7T identificando tra loro i lati ¢; ed m;_1,
T=2,...,M. E immediato verificare che P ¢ omeomorfo ad un poligono a 2n
lati, che corrispondono ai lati di 17,...,7T, non ancora identificati tra loro. e
che S & un quoziente di P, ottenuto dall'identificazione di tali lati a due a due
in modo corrispondente alla triangolazione 7. O

Dalla proposizione 5.3.2 segue che il teorema 5.1.3 si estende ad ogni superfi-
cie compatta connessa e triangolabile. Ma tutte le superfici compatte e connesse
sono triangolabili. Infatti:

Teorema 5.3.3. Ogni superficie topologica € triangolabile.

La dimostrazione di questo teorema va oltre gli scopi di questo corso e verra
pertanto omessa. Deduciamo il seguente importante corollario, tenuto conto del
teorema 5.1.3 e della proposizione 5.3.2:

Teorema 5.3.4. Ogni superficie compatta e connessa é omeomorfa o ad S?, o
a un multitoro gT per qualche g > 1, oppure a un multipiano proiettivo gP? per
qualche g > 1.
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Per ottenere una classificazione completa delle superfici compatte e connesse
resta ancora da dimostrare che le superfici elencate nell’enunciato del teorema
sono a due a due non omeomorfe, cio¢ che la classificazione data ¢ irridondante.
Di questo ci occuperemo nel prossimo paragrafo.

5.4 Caratteristica di Eulero-Poincaré e triango-
lazioni

Sia S una superficie compatta e connessa e 7 una triangolazione di S. Poniamo:

v(7) = numero di vertici di 7
£(7) = numero di lati di 7
t(7) = numero di triangoli di 7

In numero intero

X(S,7) :==v(r) — (1) + t(7)

¢ chiamato caratteristica di Eulero-Poincaré di 7. 1l risultato che sta alla base
dell’utilita di x (S, 7) ¢ il seguente:

Teorema 5.4.1. Siano 7,7 due triangolazioni della superficie compatta e con-
nessa S. Allora x(S,7) = x(S, 7).

Per poter dimostrare il teorema 5.4.1 abbiamo bisogno di alcune premesse.
Siano 7,7’ due triangolazioni della superficie compatta e connessa S. Allora 7/
si dice un raffinamento di 7, o piu fine di 7, e si scrive 7/ > 7, se ogni vertice di
7 & anche vertice di 7/, ogni lato di 7 & unione di lati di 7/, ed ogni triangolo di
7 & unione di triangoli di 7’.

Chiameremo 7/ un raffinamento elementare di 7 se v(7') = v(7) + 1.

Lemma 5.4.2. Sia 7 una triangolazione di S e sia 7' un suo raffinamento
elementare. Allora x(S,7) = x(S,7').

Dimostr. Sia v il vertice di 7’ che non ¢ vertice di 7. Si hanno due possibilita:

(i) v & interno a un lato ¢ di 7.

(ii) v @ interno a un triangolo o di 7.

Nel primo caso siano o1, 05 i due triangoli di 7 aventi il lato £ in comune. Allora
7/ differisce da 7 nell’avere 4 triangoli al posto di o1, 09, due lati in piu che
congiungono v ai vertici opposti di o1 e 02, e due lati al posto di £. Segue che
x(S,7) = x(S,7’) in questo caso.

Nel secondo caso 7/ differisce da 7 nell’avere 3 triangoli al posto di o e 3
nuovi lati. Anche in questo caso si conclude che x(S,7) = x(S, 7). O

Proposizione 5.4.3. Siano 7,7’ due triangolazioni della superficie compatta e
connessa S. Se 7' > 1 allora x(S,7) = x(S, 7).
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Dimostr. Supponiamo che v(7') = v(7) + k, per qualche k > 1 e procediamo
per induzione su k. Se k = 1 la proposizione segue dal lemma precedente.
Supponiamo k£ > 2 e che la proposizione sia vera per ogni raffinamento 6 di 7
tale che v(f) < v(7) + k — 1. Siano V(1) e V(7') l'insieme dei vertici di 7 e di
7' rispettivamente. Si ha

V(') =V(r)U{vi,..., o}

Consideriamo il vertice v, e siano f1,...,¢; i lati di 7" che hanno v, come
vertice. Siha s > 3 per assioma (7). Se s = 3 allora rimuovendo vy, e £1, {3, {3
si ottiene una triangolazione 6 di S che ¢ un raffinamento di 7 e di cui 7/ & un
raffinamento elementare. Applicando l'ipotesi induttiva a 0 e il lemma si ottiene
I’asserto.

Se s = 4 siano o1, ...,04 1 triangoli di 7" aventi vy come vertice, ordinati
come nell’assioma (T4). Rimuoviamo vy, il lato adiacente di o1 e o2 e il lato
adiacente di o3 e 4. Si ottiene una triangolazione 6 di S che & un raffinamento
di 7 e di cui 7/ & un raffinamento elementare. Applicando l'ipotesi induttiva a
0 e il lemma si ottiene anche in questo caso l’asserto.

Supponiamo s > 5. Siano o1, 02 due triangoli adiacenti di 7 con vertice vy ,
e sia £ il lato in comune. Rimuoviamo /¢ e sostituiamolo con un arco semplice di
estremi i due vertici opposti di 07 e g2. Otteniamo cosl una nuova triangolazione
p di S avente gli stessi vertici di 7/ e che & un raffinamento di 7. Il numero di lati
di p di cui vy, & vertice & s —1 e, per costruzione, x (5, p) = x(S,7'). Procedendo
in questo modo arriveremo a sostituire 7/ con una triangolazione ¢ avente i suoi
stessi vertici e tale che x(S5,¢) = x(S,7') e vy sia vertice di 3 lati. Possiamo
applicare il passo precedente rimuovendo v e ottenendo cosi una triangolazione
0 tale che v(6) = v(7)+k—1 e di cui ¢ ¢ un raffinamento elementare. Applicando
I’ipotesi induttiva e il lemma si conclude. O

Il seguente teorema verra utilizzato senza dimostrazione:

Teorema 5.4.4. Se 7 e 7' sono due triangolazioni della superficie compatta e
connessa S, allora esiste una triangolazione 7"’ tale che 7/ > 7 e 7" > 7.

Dimostrazione del teorema 5.4.1 Per il teorema 5.4.4 esiste 7"/ tale 7"/ > 7 ¢
7" > 7', D’altra parte. per la proposizione 5.4.3 si ha:

X(S; T) = X(Sa TN) = X(S’ TI)

O

Dal teorema 5.4.1 discende che, per ogni superficie compatta e connessa S,
¢ possibile definire la caratteristica di Eulero-Poincaré di S come

X(S5) = x(8,7)

per una qualsiasi triangolazione 7 di S.
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Proposizione 5.4.5. x(S) ¢é un invariante topologico per una superficie com-
patta e connessa S.

Dimostr. Esercizio.

Terminiamo il paragrafo con il seguente risultato che permette di calcolare
facilmente x(S) quando si conosce una rappresentazione di S come quoziente di
un poligono etichettato:

Proposizione 5.4.6. Sia S una superficie compatta e connessa ottenuta come
quoziente di un poligono etichettato Po,, a 2m lati, tale che i 2m vertivi abbiano
per immagini k punti distinti di S. Allora:

x(S)=14k—-m

Dimostr. E sufficiente calcolare x(S,7) dove 7 & la triangolazione indotta su
S dal ricoprimento di Ps,, mediante triangoli illustrato dalla figura seguente:

s ™

>

O —FF———0

N\

[e]

Corollario 5.4.7.

() =2, x(¢gT)=2-29, x(gP*)=2-g

per ogni g > 1. In particolare due multitori di generi diversi non sono omeo-
morfi, e due multipiani proiettivi di generi diversi non sono omeomorfi.

Dimostr. Immediata.
A titolo di esempio, classifichiamo la bottiglia di Klein K. Ricordiamo che
K ¢ il quoziente del poligono etichettato abab™!. In questo caso m =2 e k = 1.

Quindi x(K) = 0. Poiché I'etichettatura contiene una coppia del secondo tipo,
K e il 2-piano proiettivo.

Osservazione 5.4.8. In [3] Harer e Zagier hanno dimostrato la formula ricor-
siva:

(n+1)e(g,n) = (4n —2)e(g,n — 1)+ (2n+ 1)(n — 1)(2n — 3)e(g — 1,n — 2)

dove e(g,n) € il numero di modi di raggruppare i lati di un (2n)-gono in n coppie
in modo che la superficie quoziente sia gT'.



Capitolo 6

Superfici di Riemann

6.1 Definizioni

Sia X una superficie topologica. Un atlante {U;, $;},cs si dice analitico (o
olomorfo) se per ogni j, k € J tali che U; N Uy # () Iapplicazione

bj ot dk(U;NU,) — C

¢ analitica (dove si ¢ identificato R? con C).

Due atlanti analitici si dicono equivalenti se la loro unione ¢ ancora un atlan-
te analitico. Una classe di equivalenza di atlanti analitici si dice una struttura
complessa su X.

Una superficie topologica X su cui e assegnata una struttura complessa si
dice una superficie di Riemann.

Proposizione 6.1.1. Ogni superficie di Riemann X ¢é una superficie differen-
ziabile orientabile.

Dimostr. Sia {U;, ®;}jes un atlante analitico per X. Per ogni j, k € J tali
che U; N Uy, # () Vapplicazione

bj- ot o (U;NUL) — C

¢ analitica, e quindi ¢ anche differenziabile; pertanto X € una superficie diffe-
renziabile. Siano w e v rispettivamente la parte reale e la parte immaginaria di
o; - qﬁ;l. In ogni punto di ¢x(U; N Uy) la matrice jacobiana ha determinante

uguale a
ou ou 2 2
o ol (&l) N (‘9“)
55 oy Oz dy

(Puguaglianza & conseguenza delle equazioni di Cauchy-Riemann), il quale &
positivo perché ¢ non nullo. O
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Dalla proposizione 6.1.1 e dal teorema di classificazione delle superficie to-
pologiche compatte segue che, se X & una superficie di Riemann compatta e
connessa, allora X & omeomorfa a S2 oppure a ¢T per qualche g > 1. L’intero
g (uguale a 0 nel caso di S?) & chiamato genere di X, e si denota g(X).

Esempi 6.1.2. (i) Un aperto X di C ¢ una superficie di Riemann la cui

(iii)

struttura e definita dall’atlante in cui ¢’ un’unica carta locale: ’inclusione
¢ : X C C. Piu in generale, ogni sottoinsieme aperto di una superficie di
Riemann & una superficie di Riemann (la verifica & lasciata al lettore).

Il pitt semplice esempio di superficie di Riemann compatta ¢ la retta pro-
iettiva complessa P! = P(%:, che viene chiamata sfera di Riemann. Utiliz-
zando coordinate omogenee [z, 1], denotiamo con U; = {[z0, z1] : 2; # 0},
i =20, 1, gli aperti fondamentali, con

¢0 U — C
Papplicazione ¢¢([20, 21]) = i—é, e con
¢1 UL — C

applicazione ¢1([20, 21]) = 2. E immediato verificare che ¢g e ¢; sono

omeomorfismi di Uy ed U; rispettivamente su C, e che inoltre

$ro¢y ' (2) =

IS

per ogni z € C* = ¢o(Up NUy). Quindi {(Uy, ¢o), (U1, ¢1)} & un atlan-
te analitico, che definisce su P! una struttura di superficie di Riemann
compatta. Essendo P! omeomorfa ad una sfera, g(P!) = 0.

Poiché il complementare in P! di Uy consiste del solo punto [0, 1], nella
pratica e consuetudine identificare Uy a C per mezzo della carta locale ¢y,
e di denotare con oo il punto [0, 1], ponendo quindi

P! = CU {oc}

Con queste notazioni ¢y diventa l’identita di C in se stesso, mentre la
carta ¢y manda U; = P'\{0} = (C\{0}) U {oo} in C nel modo seguente:

p1(z) =271, zeC\{0}
¢1(00) =0

Un altro esempio di superficie di Riemann compatta ¢ un toro complesso,
che si definisce nel modo seguente.

Siano wy, we € C linearmente indipendenti su R. Il sottogruppo di C che
essi generano e

A = Awy,ws) = {nwy + mws : n,m € Z}
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che ¢ chiamato il reticolo generato da wy ed wy. Denotiamo con X il gruppo
quoziente C/A con la topologia quoziente. Sia p : C — X Dapplicazione
naturale.

X & omeomorfo ad un toro St x S!. Consideriamo infatti
II={z=aw+ Pws:a,B R, |a] <1,|8] <1}

IT & un parallelogramma chiuso, su cui la relazione di equivalenza indotta
da p coincide con quella che viene introdotta dall’etichettatura che defini-
sce un toro. Poiché la restrizione di p a II ¢ suriettiva, deduciamo che X
¢ omeomorfo ad un toro.

X possiede una struttura complessa cosi definita.

Per ogni « € X si consideri un punto & € C tale che p(Z) = x ed un intorno
aperto U di & che non contiene coppie di punti equivalenti mod. A. Posto
U, = p(U), Papplicazione ¢, = p~! : U, — U & un omeomorfismo, e

quindi (U, ¢5) € una carta locale.

Siano z,y € X tali che U, N U, # 0. E immediato verificare che
pyopt (U, NUy) = C

altro non € se non la traslazione rispetto ad un elemento di A; in particolare
¢y 0, ' & un’applicazione analitica. Pertanto {(Us, ¢z)}zex € un atlante
analitico su X, che fa di X = C/A una superficie di Riemann. Il genere
di un toro complesso e uguale a 1.

6.2 Applicazioni olomorfe tra superfici di Rie-
mann

Sia X una superficie di Riemann, A C X un aperto, p € A. Diremo che una
funzione f: A — C & analitica (o olomorfa) in p se per ogni carta locale di un
suo atlante analitico ¢ : U — C tale che p € U la funzione

f-o7t:9p(ANTU) = C

¢ analitica in ¢(p). f si dice analitica su A se lo & in ogni punto p € A. L’insieme
delle funzioni analitiche su A si denota H(A).

Siano X ed Y due superfici di Riemann su cui siano assegnati atlanti analitici,
ed f: X — Y un’applicazione continua. Diremo che f & analitica (o olomorfa)
in un punto p € X se per ogni carta locale ¢ : U — C in X tale che p € U e per
ogni carta locale ¢ : V' — C in Y tale che f(p) € V, la composizione

Yofodlip(UNFH(V))»C

¢ analitica in ¢(p). Diremo f analitica se & analitica in ogni punto p € X.

ESERCIZI
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1. Dimostrare che affinché un’applicazione continua f : X — Y tra due
superfici di Riemann sia analitica in un punto p € X e sufficiente che
esistano una carta locale ¢ : U — C in X tale che p € U, ed una carta
locale ¢ : V — C in Y tale che f(p) € V, tali che la composizione

pofod™lipUNFTH(V) —C
sia analitica in ¢(p).

2. Verificare che le definizioni date sopra dipendono solo dalla struttura
complessa su X ed Y e non dagli atlanti analitici scelti.

3. Dimostrare che una funzione analitica f : X — C & analitica come
applicazione tra le superfici di Riemann X e C.

4. Dimostrare chese f: X — Y e g: Y — Z sono applicazioni analiti-
che tra superficie di Riemann, allora la composizione go f : X — Z ¢
un’applicazione analitica.

Un’applicazione analitica f : X — Y & un isomorfismo analitico, o sem-
plicemente un isomorfismo, se esiste un’applicazione analitica g : Y — X tale
chegof=1xe fog=1y. Se un isomorfismo di X su Y esiste diremo che X
ed Y sono isomorfe. E ovvio che lisomorfismo ¢ una relazione di equivalenza
tra superfici di Riemann. Un isomorfismo di una superficie di Riemann X in
se stessa si dice un automorfismo di X. Gli automorfismi di una superficie di

Riemann X costituiscono un gruppo rispetto alla composizione, che si denota
Aut(X).

Esempio 6.2.1. L’isomorfismo & una relazione piu restrittiva dell’omeomorfi-
smo, cioe due superfici di Riemann omeomorfe non sono necessariamente iso-
morfe. L’esempio pilt semplice ¢ dato da X = C e Y = Dy(1) C C il disco
aperto unitario. Queste due superfici di Riemann sono omeomorfe ma non iso-
morfe perché ogni applicazione olomorfa f : X — Y & costante, per il teorema
di Liouville.

Proposizione 6.2.2. Sia f: X — Y wun’applicazione analitica tra due super-
fici di Riemann connesse.

(i) Se f non & costante allora & un’applicazione aperta e ha fibre discrete.

(ii) Se X edY sono compatte ed f non & costante allora f é suriettiva e ha
fibre finite.

(iii) Se X é compatta ed Y non é compatta allora f é costante. In particolare
ogni funzione analitica f : X — C su una superficie di Riemann compatta
X ¢ costante.

(iv) Se f ¢é biunivoca allora é un isomorfismo.
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Dimostr. (i) Denotiamo con A l'insieme dei punti di X in cui f ¢ aperta.
Per la definizione stessa di applicazione aperta, A & aperto. Sia x € X\A, e
siano ¢ : U = Cin X taleche p e U, ¢ : V — Cin Y tale che f(p) € V carte
locali. Allora la funzione

dofo lipUNFTH(V)=C

non & aperta nel punto ¢(x). Pertanto ¢ o f o ¢! & costante in un intorno di
¢(x), e quindi non ¢ aperta in tale intorno: ma allora f non & aperta in un
intorno di z. Segue che x & interno a X\ A, e quindi X\ A & aperto, cioe A &
chiuso. Dalla connessione di X si deduce che A = X oppure A = (). Poiché f
non ¢ costante, A # @), quindi f & aperta in tutto X.

Supponiamo che z sia un punto di accumulazione di f~1(y). Sia ¢ : U — C
una carta locale in X tale che x € U e siat : V — C una carta locale in Y tale
che y € V. Per ipotesi esiste una successione {z,} di punti distinti di f~!(y)
tale che lim,, o, ¥, = z; non & restrittivo supporre che {x,} C U N f~1(V).
Allora la funzione

Yo fod ™l —u(y):pUNFTH(V)) —C

si annulla nel punto ¢(x) e nei punti ¢(x,,), e lim, o ¢(z,) = ¢(z): dal princi-
pio di identita delle funzioni analitiche segue che 1o fog =1 —1(y) & identicamente
nulla, e quindi f & costante su U N f~1(V). Ma allora f non ¢ aperta in x e cid
contraddice quanto dimostrato in precedenza. Quindi f~!(y) & un sottoinsieme
discreto di X.

(ii) Poiché Y ¢ di Hausdorff ed X & compatto, f(X) ¢ chiuso in Y. Se f non
¢ costante allora f(X) & anche aperto e quindi f(X) =Y. Siay € Y. Allora
f~1(y) & chiuso in X e quindi & compatto. Pertanto f~'(y), essendo compatto
e discreto, ¢ finito.

(iii) Se f non & costante allora come in (ii) si deduce che f(X) =Y, e cid
contraddice I'ipotesi che Y non sia compatta. Quindi f ¢ costante.

(iv) Poiché f analitica, & aperta, e quindi & un omeomorfismo. Sia f~! :
Y — X l'omeomorfismo inverso di f. E sufficiente dimostrare che fte
analitica. Sia y € Y e sia 1 : V — C una carta locale in Y tale che y € V; sia
inoltre ¢ : U — C una carta locale in X tale che x := f~!(y) € U. Si ha:

gpof oyt =(ofoe )Tl iy(VNf(U)) ——C

Poiché f ¢ analitica, g = ¢ o f o ¢~ ! & analitica ed & un omeomorfismo su un
aperto di C, il suo insieme di definizione. Pertanto soddisfa ¢'(z) # 0 in ogni
punto: dal teorema dell’applicazione inversa segue che g7' = ¢o f~loyp~ ! &
analitica. Pertanto f~! ¢ analitica. O

Il risultato seguente si applica utilmente in molte circostanze:

Proposizione 6.2.3. Sia Y una superficie di Riemann e siap: X — Y un
rivestimento topologico tale che X abbia base numerabile (ad esempio p abbia
fibre finite o numerabili). Esiste un’unica struttura di superficie di Riemann su
X tale che p sia analitica.
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Dimostr. Per ipotesi X ¢ a base numerabile; inoltre segue subito che X
¢ di Hausdorff dal fatto che p & un rivestimento. Consideriamo un atlante
{Uj,¢;}jes per Y tale che gli aperti U; siano ben ricoperti. Per ogni j € J sia
p~H(U;) =11, Vja dove i Vj, sono aperti di X mandati da p omeomorficamente
su U;. La composizione ¢; op : Vjo — U; — C ¢ una carta locale in X. Al
variare di « e di j € J si ottiene un atlante. Quest’atlante & analitico perché
lo & {Uj,,}; si verifica subito che p & un’applicazione analitica rispetto alla
struttura complessa cosi definita in X. L’unicita segue dal fatto che, essendo
p analitica, le applicazioni ¢; o p sono analitiche, e quindi sono carte locali per
qualsiasi struttura complessa che rende p analitica. O

Dimostriamo un altro importante risultato riguardante le applicazioni ana-
litiche tra superfici di Riemann.

Proposizione 6.2.4. Sia f: X\A — Y un’applicazione analitica, dove X ed
Y sono superfici di Riemann, e A C X finito. Se esiste un’applicazione continua
f: X — Y che estende f, allora f ¢é analitica.

Dimostr. Sia x € A, e siano 2z : U — C, w : V' — C carte locali in X e in
Y rispettivamente, tali che z € U e f(z) € V. La funzione

wo foz ' z(UNf V) — C

& analitica in z(U N f~1(V))\z(x) e limitata in un intorno di z(x), quindi &
analitica anche in z(z). Cid dimostra che f ¢ analitica in x. O

Come corollario della proposizione precedente possiamo dare una nuova
dimostrazione di un importante teorema riguardante le funzioni intere.

Corollario 6.2.5 (Liouville). Se f : C — C ¢ una funzione analitica e
limitata, allora f é costante.

Dimostr. Se f & limitata allora fo d)fl ¢ limitata in un intorno di 0, e quindi
ha una singolarita eliminabile in 0. Pertanto f si estende ad una funzione
olomorfa f : P! — P!. Ma essendo f limitata, f non & suriettiva e quindi e
costante. U

Un’altra applicazione della 6.2.4 ¢ la seguente proposizione che verra appli-
cata ripetutamente nel seguito.

Proposizione 6.2.6. Sia Y una superficie di Riemann compatta e connessa,
S CY un sottoinsieme finito, p : X° — Y\S un rivestimento finito, con X°
connesso. Allora esistono

o un’inclusione aperta X° C X in cui X é una superficie di Riemann
compatta e connessa tale che X\X° sia un insieme finito, e

e un’estensione di p ad un’applicazione analitica p: X — Y.

La superficie X e univocamente determinata a meno di isomorfismo unico.
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Dimostr. - Esistenza - Consideriamo il disco aperto unitario D = {z € C :
|z| < 1} e poniamo D° = D\{0}. Sia ¢ : E° — D° un rivestimento connesso
di grado m. Poiché m(D°) & Z, q corrisponde al sottogruppo mZ di Z. 11
rivestimento di grado m corrispondente a questo sottogruppo e

Pm : D° — D°, z 2™

e quindi esiste un omeomorfismo v : D° — E° tale che ¢ - ¢ = p,. Que-
sto omeomorfismo non € univocamente determinato, ma dipende dalla scelta
dell'immagine in £° di un punto base in D°, e ci sono esattamente m scelte
possibili, corrispondenti alle m controimmagini rispetto a ¢ del punto base in
De°. Le altre possibili scelte di ¥ sono della forma z — ¥({;z), dove (, = e2kmi/m
¢ un radice primitiva m-esima dell’unita, £k = 1,...,m — 1. Definiamo E come
I'unione di £° con un punto a, e definiamo in F una struttura di superficie di
Riemann in modo che 'applicazione D — FE ottenuta mandando 0 — a e che
coincide con v su D°, sia un isomorfismo. La definizione di questa struttura non
dipende dalla scelta di 1 perché 'applicazione z — ¥ ((xz) € la composizione di
un automorfismo di D° con .

Consideriamo ora il rivestimento assegnato p. Il problema é locale in Y. Sia
y € Sesia¢: U, — D una carta locale in Y tale che y € U, e ¢(y) =0, e
tale che U, N S = {y}; poniamo U; = U,\{y}. Allora

pHUy) =V U UV

dove ognuno dei V;° — Uy € un rivestimento connesso, di grado m;. Per quanto
visto nella prima parte, per ogni i = 1,..., N possiamo trovare un isomorfismo
Y; + V.2 — D° tale che il seguente diagramma di applicazioni olomorfe sia
commutativo:

VO&DO

7

l lpm

U;—>D°
[

Pertanto aggiungendo un punto ad ogni V,;° otteniamo spazi V; tali che ogni 1; si
estende ad un omeomorfismo V; — D. Prendendo queste estensioni come carte
locali ed eseguendo queste operazioni in ogni punto di S si ottiene uno spazio X
che ¢ 'unione di X° con un numero finito di punti. Le carte locali che abbiamo
costruito sono compatibili con quelle di X° (la verifica ¢ lasciata al lettore) e
danno pertanto ad X una struttura di superficie di Riemann. Il rivestimento p
si estende ad un’applicazione continua p : X — Y che & olomorfa per la Prop.
6.2.4.

Dimostriamo che X & compatta. Poiché Y & compatta, e sufficiente dimo-
strare che I’applicazione p ¢ propria. Sia K C Y compatto e sia U = {U; }jes
un ricoprimento aperto di p~1(K). E sufficiente dimostrare che U possiede un
raffinamento che & un ricoprimento finito di p=1(K).

Possiamo raffinare U con un ricoprimento V = {V} }ncp tale che



122 CAPITOLO 6. SUPERFICI DI RIEMANN

a) Vi, Np~1(S) # 0 solo per un numero finito di h € H;

b) per ogni h tale che V;, N p~1(S) = 0, p(V3) sia ben ricoperto e ogni
componente di p~*(p(V3)) che viene mandata omeomorficamente su p(V3) sia
contenuta in un aperto di Y. L’esistenza di V segue dal fatto che p ha fibre
finite, p~1(S) & finito e gli aperti V di X° che hanno immagine ben ricoperta
formano una base per gli aperti di X°.

Poiché p & suriettiva e aperta, la famiglia {p(V})} & un ricoprimento aperto di

K;sia {p(Va,), - .., {p(V4.)} un sottoricoprimento finito. Allora {p~1(p(V4,)),- ..

¢ un ricoprimento di p~1(K); ogni p~1(p(V4,)) ¢ unione di un numero finito di
aperti ognuno dei quali & contenuto in un aperto di U, per la condizione b). La
famiglia di questi aperti, al variare di [ = 1,...,s, costituisce un ricoprimento
finito di p~1(K) che raffina U.

Unicita - Osserviamo che X & stata costruita in modo che, per ogni punto
yes, f _l(y) consista di tanti punti quante sono le componenti connesse di
ffl(U?j). Sia g : X’ — Y soddisfacente le condizioni della proposizione.
Allora g_l(U;’) = f‘l(U;) e quindi, poiché g & propria, g~ (y) contiene almeno
un punto per ogni componente connessa di f -1 (U;) Inoltre g~ (y) non contiene
altri punti perché un punto z siffatto sarebbe isolato, e quindi X’ non potrebbe
essere una superficie in un intorno di x. Quindi l'identita X° = X° si estende
ad un’applicazione biunivoca e continua « : X — X’ che & olomorfa per la Prop.
6.2.4, e quindi & un isomorfismo, per la Prop. 6.2.2(iv). O

6.3 La formula di Riemann-Hurwitz

Sia f : X — Y un’applicazione analitica e non costante tra due superfici di

Riemann connesse e sia p € X. Siano ¢ = f(p), ¢ : U — C una carta locale in

X tale che pe U, e ¢ : V — C una carta locale in Y tale che f(U) C V.
L’indice di ramificazione di f in p si definisce come

0spy (Vo fod™" —1(q))

cioe come
Cyofop—1 ((rb(p))

e si denota ef(p). E un intero > 1, indipendente dalla scelta delle carte locali ¢
e .

L’indipendenza dalle carte locali si verifica nel modo seguente.

Dalla definizione segue che in un intorno sufficientemente piccolo di ¢(p) la
funzione ¥ o f o 1 & la composizione di un isomorfismo analitico locale con la
funzione w — w® ). Scegliendo altre carte locali ¢ : U—Cet:V —C,
per opportuni intorni U di p e V di g, si ha:

Yofodt=(op o(ofop ) o(pos™)
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Si deduce che in un intorno sufficientemente piccolo di ¢(p) la funzione Yofop~!
¢ la composizione di un isomorfismo analitico locale con la funzione w — w® per
qualche e > 1. Poiché 1 o9~ e ¢ 0 ¢! sono applicazioni olomorfe invertibili,
segue che e = ef(p).

Un punto p € X tale che ef(p) > 2 si dice punto di ramificazione di f. Un
punto di ramificazione p si dice semplice se ef(p) = 2. I punti di ramificazione
di f costituiscono un sottoinsieme discreto di X.

Proposizione 6.3.1. Sia f : X — Y un’applicazione analitica e non costante
tra due superfici di Riemann compatte e connesse.

(i) [ possiede un numero finito di punti di ramificazione.

(ii) Se R(f) C X ¢ linsieme dei punti di ramificazione e S = f[R(f)],
Uapplicazione

f:X\f71(8) —Y\S

determinata da f & un rivestimento finito; il suo grado n si dice grado di

f-
(iii) Per ogniy € Y si ha:

Z ef(x)=n

z€f~1(y)

Dimostr. (i) Come gia osservato Uinsieme R(f) dei punti di ramificazione
di f & un sottoinsieme discreto di X. Poiché X & compatta R(f) & un insieme
finito.

(ii) f & un isomorfismo analitico locale e quindi & un omeomorfismo locale.
Inoltre f & suriettiva perché f lo &. Sia y € Y\S e per ogni x € f~1(y) sia
U, un intorno aperto di z in X\ f~1(S) tale che si abbia U, N Uy = 0 se
x # 2’ e la restrizione di f a U, sia un omeomorfismo sull’immagine. Sia
V CNyep-1(y) f(Us) aperto.

Facciamo vedere che se V' & sufficientemente piccolo allora f~1(V) C Use F-1(y) Ua-
Altrimenti esisterebbe un sistema fondamentale di intorni {V,,} di y ed una suc-
cessione {z,, € f_l(Vn)\(Uxef,l(y) U,)}. Per la compattezza di X la succes-
sione {z,} possiede una sottosuccessione convergente {x,, }; necessariamente
limg o0 ¥n, € f71(y), e questa & una contraddizione perché U,U, ¢ un intorno
di f~(y).

Pertanto V. C Y\S e f~4(V) = U, (U, N f71(V)) e ognuno degli aperti
U, N f~1(V) viene mandato da f omeomorficamente su V: quindi V & ben
ricoperto. Se ne deduce che f & un rivestimento. Il suo grado & finito perché f
ha fibre finite.

(ili) Se y € Y'\'S allora la conclusione & evidente, perché ey(x) = 1 per ogni
x € X\f1(S) e f ha grado n.

Supponiamo y € S, e sia f~'(y) = {x1,...,2m}. Per ognii = 1,...,m
¢ possibile trovare intorni aperti U; di x; e V; di y tali che f(U;) = V; e in
coordinate locali Papplicazione f : U; — V; sia z — 2¢/(#9)_ Se V & un intorno



124 CAPITOLO 6. SUPERFICI DI RIEMANN

aperto di y contenuto in V3 N--- NV, e tale che VNS = {y} allora per ogni
y €V,y #uy,lafibra f~!(y) consiste di ;- , ef(z;) punti; ma questo numero
dev’essere uguale al grado n di f perché y’ ¢ S. O

Un’applicazione analitica e non costante f : X — Y di superfici di Riemann
compatte e connesse si dice un rivestimento ramificato. 1 punti dell’immagine
S = f(R(f)) del luogo di ramificazione R(f) si dicono punti di diramazione di

Se f ha grado 1 allora necessariamente R(f) = () e f & un rivestimento di
grado 1, cioe &€ un omeomorfismo, e quindi & un isomorfismo per la Proposizione
6.2.2(iv).

Esempi 6.3.2. (i) Sia n un intero positivo,
fR)=a+arz+ - +apz" an #0
e sia
f:Pl— P!
definita da z — f(z) per ogni z € C e f(o0) = oo.

E ovvio che f e un’applicazione analitica in ogni punto di C. Per verificare
che f & analitica in co consideriamo un intorno A di co contenuto in U e
tale che f(A) C Uy = P'\{0}; consideriamo la composizione

PN S ¢
¢1~f~¢1 (t)if(%)7a0t”+a1t"_1+'~'+an

che ¢ definita in ¢;(A). Poiché questa funzione ¢ analitica in un intorno
di 0, f & olomorfa in co. Pertanto f, essendo non costante, ¢ un rivesti-
mento ramificato. In particolare, essendo non costante f & suriettiva, e
quindi f(z) = 0 ha soluzioni. Cio fornisce una dimostrazione del teorema
fondamentale dell’algebra.

Si osservi che ef(00) = 0p(¢1 0 f 0 ¢ ') = n. Pertanto, poiché f~!(c0) =
{o0}, f & un rivestimento ramificato di grado n.

(ii) La funzione
exp:C—C

definita da
exp(z) = €°

non puo essere estesa ad una funzione analitica di P! in P'. Infatti exp
non ¢ costante né suriettiva (essendo 0 ¢ Im(exp)) e quindi non pos-
siede un’estensione P! — P! suriettiva; a maggior ragione non possiede
un’estensione analitica (per la Prop. 6.2.2(ii)).

Esercizio 6.3.3. Dimostrare che le funzioni sin, cos: C — C non si estendono
a funzioni analitiche P! — P!,
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Il prossimo risultato & una formula che mette in relazione il grado di un rive-
stimento ramificato di superfici di Riemann compatte, i loro generi e il numero
di punti di ramificazione.

Teorema 6.3.4. Se f : X — Y ¢é un rivestimento ramificato di grado n di
superfici di Riemann compatte e connesse di generi g(X) e g(Y') rispettivamente,
st ha:
2g(X) —2=n(29(Y)=2)+ Y (ef(z) - 1) (6.1)
z€R(f)

La (6.1) é chiamata formula di Riemann-Hurwitz.

Dimostr. Sia S C Y linsieme dei punti di diramazione di f. E possibile
trovare una triangolazione 7 di Y tale che:

e ogni punto di S sia vertice di T,
e ogni triangolo di 7 non contenga piu di un vertice che sta in 5,

e per ogni T € 7, f~Y(T) sia I'unione di n triangoli che a due a due si
incontrano in al pitt un punto di R(f).

Le prime due condizioni possono essere soddisfatte facilmente raffinando op-
portunamente una triangolazione qualunque di Y. L’ultima condizione sara
soddisfatta raffinando ulteriormente fino a che ogni triangolo non contenente
punti di S tra i suoi vertici sia contenuto in un aperto ben ricoperto di Y'\\S; ed
ogni triangolo avente un vertice in s € S sia contenuto in un aperto V avente le
stesse proprieta descritte nella dimostrazione della proposizione 6.3.1(iii).

I triangoli di cui sono unione gli f~1(T), t € 7, costituiscono una triangola-
zione 7 di X. Si ha:

t(7) = nt(r); U(T)=mnl(7).

Ad ogni vertice p di 7 corrispondono un numero di vertici di 7 pari al numero
di punti di f=1(p), che & uguale a n — 2 zef-1(p€f(z) —1). Pertanto:

o(F) =mno(r) = Y (ef(z) - 1).
z€R(f)

In conclusione:

29(X) —2 = —v(7) +1(F) —t(F) = —no(r)+ Y (ef(x)—1)+nl(r)—nt(r) =
zER(f)

=n(29(Y)=2)+ Y (es(x) - 1)

z€R(f)
O

Esercizio 6.3.5. Verificare la formula di Riemann-Hurwitz per il rivestimento
ramificato P! — P! definito dalla funzione z — 2.
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6.4 Funzioni meromorfe sulle superfici di Rie-
mann

Sia X una superficie di Riemann connessa. Una funzione meromorfa su X € una
funzione olomorfa f : X\ S — C definita sul complementare di un sottoinsieme
discreto S C X e tale che, per ogni carta locale ¢ : U — C, la funzione fo¢—!
sia olomorfa su ¢(U \ (U N S)) e abbia al piu singolarita polari in ¢(U N S), cioe
sia una funzione meromorfa su ¢(U), cioeé sia quoziente di due funzioni olomorfe
nell’intorno di ogni z € ¢(U).

Possiamo piu sinteticamente dire che f & localmente meromorfa ovvero che
& meromorfa nell’intorno di ogni punto di X, cioeé che & localmente il quoziente
di due funzioni olomorfe.

Questa definizione generalizza la nozione di funzione meromorfa su un aperto
di C. L’insieme delle funzioni meromorfe su una superficie di Riemann X si
denota M (X).

In modo del tutto analogo al caso delle funzioni meromorfe in un aperto di
C si definiscono gli zeri e i poli di una funzione f € M(X).

Lemma 6.4.1. Associando a f € M(X) lapplicazione f : X — P! definita
ponendo

flz) = [1, 2] se z mon ¢ un polo di f
[0,1] =00 sez ¢ un polo di f

si ottiene una corrispondenza biunivoca naturale tra gli elementi di M(X) e le
applicazioni olomorfe non identicamente uguali a oo da X a P'.

Dimostr. La corrispondenza ¢ evidente nel caso di funzioni costanti. Sia
f € M(X) non costante e sia S C X il sottoinsieme dei poli di f. L’applicazione
f: X — P! & evidentemente olomorfa in X\ S. Se t € S sia A; C X un aperto
non contenente zeri di f e tale che A;NS = {s}. Allora f(A;) C Uy = P'\{[1,0]}.
Si ha:

prof=1/f(t)

che ¢ olomorfa in A;. Quindi f & olomorfa anche nei punti di S.

Viceversa, supponiamo che f : X — P! sia un’applicazione olomorfa non
costante. L’insieme S = f~!(co) & discreto, per la proposizione 6.2.2. Sia t € S
e Ay C X un aperto contenente ¢ tale che f(A;) C U;. La composizione di f|4,
con la carta locale ¢; € la funzione 1/f : Ay — C, che per ipotesi ¢ olomorfa in
Ay. Pertanto f & meromorfa in A;. Poiché evidentemente f & olomorfa in ogni
punto di X\S, concludiamo che f € M(X). O

In virtu di questo lemma d’ora in poi identificheremo ogni f € M(X) con la
corrispondente applicazione olomorfa f : X — P!

Osserviamo che se f,g € M(X) allora f + g, fg sono ben definite e sono
meromorfe (perché lo sono localmente); similmente se f € M(X), f # 0, allora
1/f € M(X). Pertanto M(X) é un campo.
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E ovvio che le funzioni olomorfe su X costituiscono un sottoanello H (X) di
M(X); in particolare M (X) contiene le funzioni costanti, che costituiscono un
sottocampo che si identifica a C.

Supponiamo che f € M(X) non sia identicamente nulla. Sia x € X e sia
¢ : U — C una carta locale tale che x € U e f(U) sia contenuto in uno dei due
aperti U;, = 0,1. L’intero:

02(f) = 0(z)(fo ™)

sara chiamato ordine di f in x.

Osserviamo che o,(f) # 0 se e solo se f(z) = 0 oppure f(z) = oco. Se
f(x) = 0 allora si ha o,(f) = ef(x); se invece f(z) = oo allora o,(f) = —es(x)
perché 1/z & una carta locale in un intorno di co. In particolare la definizione
di 0,(f) ¢ indipendente dalla carta locale ¢.

Proposizione 6.4.2. Se f é una funzione meromorfa non costante su una
superficie di Riemann compatta X, allora o,(f) = 0 per tutti gli x € X tranne

al pit un numero finito, e:
> ox(f)=0

zeX

Dimostr. Come osservato sopra, o.(f) ¢ diverso da zero solo nei punti di
F7H0) U f~1(c0), e quest’insieme ¢ finito perché X & compatta ed f non &
costante. Sia n il grado di f. Per la proposizione 6.3.1(iii) si ha:

S o= Y em=n

z€f=1(0) z€f=1(0)
mentre
Sooalf)= D> —epl@)=—( Y. ep@)=-n
z€f~1(0) z€f~*(o0) z€f~1(o0)
e quindi la conclusione segue. O

Esempi 6.4.3. (i) Siano P(z) = ap+a1z+---+a,z", Q(z) = bo+b1z+---+
b z™ € Clz], anbm # 0, due polinomi non nulli privi di fattori comuni, e
sia

la corrispondente funzione razionale. La funzione meromorfa R : C — P!
si estende a oo ponendo

R(c0) = lim R(z)

Z—00

Verifichiamo che R € M (P).

Infatti R ¢ certamente meromorfa in C = Uy, come & stato verificato
all’inizio del paragrafo.
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Inoltre in un intorno sufficientemente piccolo di 0 € C si ha:

4 1, PG
Roo7'(1) = R(G) = 5ty =
_apt" +ait" -+ a, o
bot™ + bit™ =L 4o+ by,
— (aot” =+ altn—l R (Ln)(botm 4 bltm_l L bm)—ltm—n
e quindise m >n Ro qﬁl_l ha una singolarita eliminabile in 0 e quindi R
¢ analitica in co. Se invece m < n allora Ro qbfl ha un polo in 0 e quindi

¢p1o0Ro ¢f1 ¢ analitica in 0, e pertanto R e analitica in oo anche in questo
caso.

Viceversa, sia f(z) € M(P')non identicamente nulla, e siano as, ..., as i
polidi f in C, di ordini ny,...,n, rispettivamente. La funzione

9(2) = f(2)(z —a)™ -+ (2 — )™
€ analitica in tutto C, e quindi
g9(z) = Z apz®
k>0

dove il secondo membro ¢ una serie di potenze a raggio di convergenza
+00. Poiché f(z) & analitica all’'oo, lo & anche g(z), e quindi Y, art™F
¢ una funzione meromorfa in 0. Pertanto ar = 0 per ogni k > 0. Quindi
g(z) & un polinomio, e

f() = o)

(Z — al)nl P (Z — as)ns
¢ una funzione razionale.

In conclusione il campo M (P') delle funzioni meromorfe su P! si identifica
con il campo C(2) delle funzioni razionali in una variabile z, cioé con in
campo dei quozienti di C[z].

Dall’analisi fatta segue che R(z) € M (P!) ¢ analitica in C se e solo se R(z)
¢ un polinomio.

Se R(z) = 58 dove P(z) e Q(z) sono due polinomi non nulli privi di

fattori comuni, il grado della funzione meromorfa R(z), come applicazio-
ne analitica di P! in sé, & uguale a max{gr(P),gr(Q)} (per verificarlo &
sufficiente calcolare Zf(a:):O o:(f)).

Gli automorfismi di P*.
Poiché gli automorfismi di P! sono le funzioni meromorfe su P* non co-
stanti e di grado 1, essi sono della forma

az +b
cz+d

R(z) = (6.2)
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con ad — be # 0 (questa condizione garantisce che numeratore e denomi-
natore non siano proporzionali e quindi che R non sia costante). Una fun-
zione meromorfa della forma (6.2) ¢ detta trasformazione di Mébius o tra-
sformazione lineare fratta. Pertanto il gruppo Aut(P!) degli automorfismi
di P! consiste delle trasformazioni di M&bius.

Si osservi che una trasformazione (6.2) non determina univocamente i
coefficienti a, b, ¢, d: se infatti A € C\{0} allora i coefficienti Aa, Ab, Ac, Ad
definiscono la stessa trasformazione. Si ha R(—d/c) = oo, R(o0) = a/c;
in particolare R(0co) = oo se e solo se ¢ = 0, cio¢ se R(z) = az + b ¢
un’applicazione lineare.

La composizione di due trasformazioni di Mébius R(z) = 2+b e S(z) =

cz+d
a’2+b"
c’zid’
(d’a+bc)z+ (a'b+bd)
S - =
(5 R)(2) (da+dc)z+ (b+d'd)
dove

(d'a+bc)(cdb+dd)— (db+Vd)(ca+dc)=(a'd —Vc)(ad—bc) #0

La trasformazione identita I(z) = z corrisponde ai coefficienti a = d # 0,
b = ¢ =0, mentre l'inversa della (6.2) ¢ la trasformazione di Mobius:

_ dz—b

Una conseguenza di queste osservazioni ¢ che si ha un omomorfismo su-
riettivo di gruppi:
GLy(C) — Aut(P!)

a b az+b
(C d) = czid

il cui nucleo consiste delle matrici

(3 2) _ AL, \eC\{0}

e quindi si identifica al gruppo moltiplicativo C* = C\{0}. Tutto ¢id pud
essere riassunto nella successione esatta di gruppi:

(1) — C* — GLy(C) — Aut(P') — (1)

Si deduce che Aut(P!) si identifica al gruppo PGLy(C) delle proiettivita di
P! in sé. Per ulteriori dettagli rinviamo al complemento 27.10.1 del testo

[6].

(i) Gli automorfismi di C.
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Sia z +— f(z) un automorfismo di C: allora f & una funzione intera. Poiché
f non & costante, non & analitica all’co (le sole funzioni analitica sull’intera
sfera di Riemann sono le costanti). Pertanto si hanno due possibilita:

a) f ha una singolarita essenziale all’co.
b) f ha un polo all’cc.

Poiché f & un omeomorfismo, 'immagine del disco D = {z € C: |z]| < 1}
¢ un aperto non vuoto che non interseca f(C\D). Quindi f(C\D) non ¢
denso in C, e quindi il caso a) non si verifica. Quindi si verifica il caso b),
e pertanto f si estende ad un automorfismo di P* che manda oo + occ.
Pertanto si ha f(z) = az+0b, con a,b € C, a # 0. Quindi: Aut(C) consiste
delle trasformazioni lineari:

f(z) =az+0b,

dove a,b € C, a # 0.

Se a =1, f & una traslazione, e non ha punti fissi, cioé non esistono punti

z tali che f(z) = z. Se a # 1 allora f ha l'unico punto fisso: z = %

L’esempio 6.4.3(i) mostra in particolare che M (P!) contiene funzioni me-
romorfe non costanti. Vedremo nel prossimo paragrafo che ogni superficie di
Riemann di genere 1 possiede funzioni meromorfe non costanti.

Piu in generale vale il seguente risultato, di fondamentale importanza nella
teoria delle superfici di Riemann:

Teorema 6.4.4 (di esistenza di Riemann). Su ogni superficie di Riemann
compatta e connessa esistono funzioni meromorfe non costanti.

La dimostrazione di questo teorema utilizza strumenti che non saranno
sviluppati in questo corso, e quindi verra omessa.

6.5 Le funzioni meromorfe sui tori complessi

Una funzione f(z) meromorfa in C si dice periodica se esiste w € C, w # 0, tale
che

flz+w) =f(2)

per ogni z € C. Il numero w si dice un periodo di f. Dalla definizione segue che
si ha anche (f(z + kw) = f(z) per ogni z € C e k € Z, e quindi anche kw & un
periodo di f se lo e w.

Se f & costante allora ogni w € C & periodo di f. Esempi di funzioni
periodiche non costanti sono e*, sen(z), di periodo 2ri e 27 rispettivamente.

Una funzione periodica f(z) si dice doppiamente periodica o ellittica se tutti
i suoi periodi sono della forma

w=hwi + kws, h,keZ

dove wi,ws € C sono due numeri complessi linearmente indipendenti su R.



6.5. LE FUNZIONI MEROMORFE SUI TORI COMPLESSI 131

L’insieme dei periodi di una funzione ellittica & dunque un reticolo
A= A(wl, LUQ)

Dato un reticolo A, I'insieme delle funzioni ellittiche il cui reticolo dei periodi
coincide con, o contiene, A, si denota E(A) ed i suoi elementi si dicono funzioni
ellittiche relative a A. Per convenzione le funzioni costanti si considerano
ellittiche relative a qualunque A. Si osservi che se A; C Ay allora E(Ay) C
E(Aq).

E immediato verificare che E(A) costituisce un sottocampo di M (C).

Consideriamo il toro complesso X = C/A, e denotiamo con p : C — X
I’applicazione naturale. E evidente che p ¢ olomorfa.

Se f: X — P! ¢ un’applicazione olomorfa, la composizione

g=fop:C— P!

¢ una funzione meromorfa in C tale che g(z +w) = g(z) per ogni w € A; quindi
g € E(A).

Viceversa, se g € E(A) allora g, assumendo lo stesso valore su ogni classe
laterale rispetto a A, definisce un’applicazione f : X — P! tale che ¢ =
f op. Poiché le carte locali in X sono definite come inverse locali di p, segue
immediatamente che f & olomorfa.

Conclusione: I'applicazione f — f o p definisce un isomorfismo di campi

M(X) — E(A)

Vogliamo dimostrare che per ogni reticolo A esistono funzioni ellittiche non
costanti in E(A), o equivalentemente che esistono funzioni meromorfe non co-
stanti su X = C/A. Fissiamo dunque un reticolo qualsiasi A = A(w1,ws), con
w1, ws € C linearmente indipendenti su R.

1
Z ‘OJ|T

weA\{0}

Lemma 6.5.1. La serie

converge per ogni r > 3.
Dimostr. Per ogni n > 1 denotiamo con P, 'insieme degli w € A della forma
w = hwi + kws

con n € {xh, £k}, |h|,|k| < n. Si verifica immediatamente che: P, N P, = 0 se
n#m,e

Aoy =P,

Inoltre P, consiste di 8n elementi, ognuno dei quali ha modulo > c¢n, dove
¢ = mingep, |w|. Quindi:
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Sommando rispetto ad n troviamo:

S o2 o) T

w#0 n>1 (wEP n>1

e questa serie converge per r > 3. La conclusione segue. ]

Corollario 6.5.2. La serie di funzioni meromorfe:

ol +Z< w>‘w12)

weA\{0}

converge normalmente in ogni disco Do(R), R > 0, e quindi ha per somma una
funzione meromorfa in tutto il piano.

Dimostr.

Fissato R > 0, si ha |w| > R per tutti gli w € A eccettuato al pitt un numero
finito. Quindi per tutti i termini della serie, eccettuato al pitt un numero finito,
si ha, se |z| < r:

’ 1 1 ‘ - ’ 2wz — 22 ‘ -
(z —w)? w2l
2e-2) _ R _6R
wi|1 = 27 7 |ty e

wi(z—w

Dal lemma 6.5.1 segue che la serie p(z) converge normalmente nel disco Do(R).
O

La funzione meromorfa in C somma della serie p(z) ¢ detta funzione p di
Weierstrass e denotata con lo stesso simbolo. Ovviamente p(z) dipende dalla
scelta del reticolo A. Le sue principali proprieta sono date dalla seguente:

Proposizione 6.5.3. (i) p(z) € E(A), cioé p(z) é una funzione ellittica
relativa a A.

(i) I poli di p(z) sono esattamente i punti di A, ed essi sono poli di ordine 2
con residuo nullo.

(i1i) La funzione meromorfa su X definita da p(z) ha grado 2.
(iv) p(—z) = p(z) per ogni z € C, cioé p(z) € una funzione pari.

(v) La derivata ¢'(z) appartiene a E(A), e soddisfa:

per ogni z € C, cioé é una funzione dispari; inoltre ha per poli tutti e soli
1 punti di A, che sono poli di ordine 8 con residuo nullo.



6.5. LE FUNZIONI MEROMORFE SUI TORI COMPLESSI 133

Dimostr. (iv) Si ha:

=5+ 3 (e 3)

w#0

e sostituendo w al posto di —w si riottiene la serie originaria.
(v) La convergenza normale implica che la serie p(z) puo essere derivata
termine a termine. Quindi:

o'(z) = -2 Z ﬁ

La conclusione segue immediatamente.

(ii) Ogni z ¢ A & punto di regolaritd di ogni termine della serie p(z), e quindi
¢ punto di regolarita della funzione p(z). Inoltre dalla definizione segue che per
ogni w € A si ha, in un intorno di w:

1
p(z) = [CEmE + f(2)
dove f(z) & olomorfa. La conclusione segue.
(i) Dalla periodicita di p'(z) si deduce che esiste una costante C tale che

p(z+wi) =p(2) +C

w1

per ogni z € C. Prendendo z = —<

w1 w1
b R C
p( 2 ) v ( 2 ) *
e poiché p & pari, si deduce che C' = 0. Argomentando in modo simile per wo si
conclude.
(iii) Dalla (ii) segue che I’applicazione o : X — P! definita da p(z) ha un
solo polo, e di ordine 2. Quindi, per la prop. 6.3.1(iii), p ha grado 2. O

(che non ¢ un polo di p) si ottiene:

Dalla discussione precedente discende il:

Corollario 6.5.4. E(A) = M(X) contiene funzioni non costanti per ogni
reticolo A.

Si osservi che la funzione p(z) non ¢ meromorfa all’infinito, cioé non si esten-
de a P'. Quindi ha una singolarita essenziale in co, pur definendo una funzione
meromorfa su X.

Per poter proseguire lo studio delle funzioni p(u) e p'(u) € necessario consi-
derare i loro sviluppi in serie di Laurent. Allo scopo introduciamo le cosiddette
serie di Eisenstein. Esse sono definite per ogni r > 3 come:

1
Gr: Z J

weA\{0}
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Ovviamente G, = G,(A) dipende dal reticolo A. Per il Lemma ?? la serie G,
converge assolutamente per ogni » > 3. Denotando con lo stesso simbolo la sua
somma osserviamo che si ha

Gr=0

per ogni r dispari perché
—1/w" =1/(-w)"

e quindi i termini corrispondenti ad w e a —w si cancellano. Cio posto si ha:
Lemma 6.5.5. Gli sviluppi di Laurent di p(u) e di ¢’ (u) nell’origine sono

(u) =u=?+37,55(2) — 1)Goju® 2

®
p’(u) —2u73 + 2321 2j(2j + 1)G2j+2u27_1

Dimostr. Lo sviluppo di ¢’ (u) segue da quello di p(u) derivandolo termine
a termine. Per p(u) osserviamo che si ha:

(u—w) 2 =w 21+ Z(] + 1)5—;]

j=1
e quindi
plu)—u = Y [u-w)?-w =
weA\{0}
. u! . :
= Z Z(J + 1)m = Z(J +1)Gjpov
weA\{0} j>1 i>1

che e l'espressione cercata, tenuto conto del fatto che G, = 0 per r dispari. [
Dimostriamo ora il seguente importante risultato:

Teorema 6.5.6. Le funzioni p(u) e o' (u) soddisfano lidentita
o' (u)? = 4p(u)® — g20(u) — g3 (6.3)

dove abbiamo posto:
go = 60G4, gs = 140G6

Dimostr. Utilizzando il Lemma 6.5.5 si calcola che primo e secondo membro
della (6.3), che hanno un polo di ordine 6 nell’origine, hanno uguali i termini

inuw™8,...,u""! ed il termine costante. Quindi la loro differenza & una funzione
ellittica olomorfa che si annulla nell’origine, cioe & la funzione identicamente
nulla. O

Il Teorema 6.5.6 afferma che al variare di u € C il punto (p(u), ¢'(u)) varia
sulla curva piana C di equazione:

W? =423 — g3 7 — g3 (6.4)
Osserviamo che il secondo membro della (6.4), cioé il polinomio

AZ% — 927 — g3(3) (6.5)



6.6. IL TEOREMA DELLE FUNZIONI IMPLICITE 135

possiede 3 radici distinte, che sono

e1 = p(w1/2), e =p(w2/2), e3=p((w1+w2)/2)

Sia infatti w € {w1/2,w2/2, (w1 + wa)/2}. Poiché —w =w (mod A) si ha
(W) =¢'(-w) = —¢'(w)

ciod p'(w) = 0. Dalla (6.3) segue che ey, ez, e3 sono radici di (6.5). Poiché
o' (w) = 0 segue che 'equazione

p(u) — pw) =0

ha in w una radice doppia. Sia 0 # 2y € C tale che |z9] < ¢, con € > 0
sufficientemente piccolo, Nel parallelogramma fondamentale IT di primo vertice
zo € contenuto un solo polo di g, che ha ordine 2. Dalla Proposizione 6.5.3(ii)
segue che in nessun altro punto ¢ di IT si ha p(0) = p(w). Quindi le tre radici
e1, e, ez sono distinte.

Questo fatto significa che, come ¢ immediato verificare, la curva C é nonsin-
golare, anche all’infinito.

Se (z,w) & un punto di C diverso da (e;,0), cioé tale che w # 0, allora si ha
p(u) = p(—u) = z per qualche u Z —u (mod A) perché w # 0. D’altra parte
essendo p'(—u) = —p'(u) deduciamo che per ogni punto (z,w) della curva C
esiste un unico u (mod A) tale che

(z,w) = (p(u), o' (u))

6.6 Il teorema delle funzioni implicite

Teorema 6.6.1 (delle funzioni implicite). Sia f(z,w) un polinomio di grado
n > 1 rispetto a w. Sia (a,b) € C? tale che

of

f(a,b) =0, 50

(a,b) #0
Allora esiste una ed una sola serie di potenze
W=b+cit + cot® +--- € C[[t]]

tale che, posto Z = a + t, si abbia f(Z,w) = 0. La serie W ha raggio di
convergenza positivo.

Dimostr. Introduciamo nuove indeterminate &, 7 e poniamo

Si ha:
9(&,m) = goo + g10€ + go1n + 920&> + g11€n + go2n” + - -+ (6.7)
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dove abbiamo denotato con g;, € C i coefficienti.
Poiché ¢(0,0) = f(a,b) =0, si ha ggg = 0. Inoltre

go1 = g,(0,0) = fi,(a,b) # 0.

Poiché le trasformazioni (6.6) sono invertibili, sara sufficiente dimostrare il
teorema per il polinomio g(&,n) nel punto (0,0).
Il teorema afferma l’esistenza di un’unica serie di potenze:

N(€) = C1{+ Co&® + -+ (6.8)

a raggio di convergenza positivo, tale che g(&,7(€)) = 0.

Come serie formale 7j(§) esiste ed i suoi coefficienti sono univocamente de-
terminati dalle condizioni seguenti, ottenute sostituendo la (6.8) nella (6.7) ed
uguagliando a zero:

901C1+ 910 =0

901C2 + g20 + 91101 + 90207 = 0

Quindi ci resta solo da far vedere che la serie 77(§) ha raggio di convergenza
positivo. Il procedimento che utilizzeremo e dovuto a Cauchy.

Non & restrittivo supporre che go; = —1 (basta moltiplicare g(&,n) per
—gort)- Sotto quest’ipotesi la serie formale 7j(¢) soddisfa identicamente I'equa-
zione:

n="h(&n)
dove
h(&n) = g10€ + G208 + g11én + goam® + -+ - .

Sia M un numero reale positivo maggiore dei moduli di tutti i coefficienti di
h(&,m), e consideriamo la funzione

M
Hén)=—— M~ M
D= Tmoa-w !
che ¢ definita per £ # 1 # n. Consideriamo ’equazione:
n=H(,n) (6.9)

Esplicitando la n la (6.9) da:

1
AM(M+1)¢] 2 AM(M+1)¢
1 [1—7175 1-B; (—7175 )

2(14+ M) B 2(14+ M)

77:

dove By (Z) & la serie binomiale. Questa formula definisce 1 come funzione
olomorfa di £ in un intorno di £ = 0. Quindi esiste una serie di potenze a raggio
di convergenza positivo

e(§) = Di&+ Do? + -
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tale che
€(§) = H(, €(€))

identicamente. Per calcolare i coefficienti di €(&) riscriviamo H (€, n) come serie
formale in £ ed 1 nel modo seguente:

HEnN)=MQA++8+)A+n+n*+-)—M—Mn=

=ME+ ME + Mén+ Mn? + - -

Andando a sostituire €(£) al posto di 5 nell’equazione
n=DME+ME + Mén+ Mn* + - -

troviamo che i coefficienti di €(§) sono:

Dy =M

Dy = M(1+ Dy + D?)

Ds = M(1+ Dy + Dy + D? 4+ 2D, Dy + D?)

In particolare, tutti i coefficienti D; sono reali positivi e |Cj| < D; per ogni
j. Da cio segue che il raggio di convergenza di 77(£) ¢ non minore di quello di
€(£), e cid conclude la dimostrazione. O

Definizione 6.6.2. Una funzione olomorfa w(z) in un aperto A di C si dice
una funzione algebrica se esiste un polinomio f(z,w), non costante rispetto a
w, tale che si abbia f(z,w(z)) =0 identicamente in A.

Consideriamo un polinomio f(z,w) irriducibile in due indeterminate z,w a
coefficienti complessi; possiamo scriverlo nella forma seguente:

f(z,w) = fu(2)w™ + fu_1(2)w™ 4+ fi(2)w + fo(2)

dove fn,..., fo € C[z]. Denotiamo con D(z) il discriminante di f(z,w) rispetto
a w. Supporremo che f abbia grado effettivo n > 1 in w, cioé che si abbia
o fun#0;

Poiché f e irriducibile, si ha anche:
e fn,..., fo non hanno fattori non costanti in comune;
e D(z) non & identicamente nullo.

Un punto a € Csidice ordinario (o regolare) per f rispetto aw se f,(a)D(a) #
0; altrimenti a si dice un punto eccezionale per f rispetto a w.

Se a & un punto regolare per f (rispetto a w) e b € C ¢ tale che f(a,b) =0,
allora b & una radice semplice del polinomio f(a,w) (cioe fy(a,b) # 0) ed f(a,w)
ha grado n in w.

Dal teorema (6.6.1) segue che per ogni punto a € C regolare per f l’equazione

f(z,w)=0
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definisce n funzioni olomorfe w1 (2), ..., wy,(2) in un disco aperto D,(a) di centro
a eraggio p > 0. Se p & sufficientemente piccolo perché D, (a) non contenga punti
eccezionali per f, al variare di z in D,(a) i valori wi(z),...,wy(z) soddisfano
identicamente:

f(z,w;(2)) = 0;

e quindi sono le n radici distinte del polinomio f(z,w). in altre parole, wy(z), ..., wy,(2)
definiscono altrettante funzioni algebriche in D,(a).

In generale wy(2), ..., w,(2) sono definite solo localmente nell’intorno di ogni
a € C non eccezionale.

Ad esempio sia

flz,w) =w? — 2

Per ogni a # 0 le funzioni algebriche wy (z), w2 (2) sono definite nel disco D,(a),
dove p = |al, e coincidono con le due determinazioni £+/z. Se z = Re? € D, (a),
allora

{wi(2),ws(2)} = {(VRe*, VR 547}

Quindi le due determinazioni ++/z sono distinte in ogni punto di C\{0} e sono
localmente funzioni olomorfe.

E perd facile convincersi che 4+/Z non sono funzioni olomorfe in tutto C\{0}.
Se lo fossero, le loro restrizioni ad una circonferenza, ad esempio ad S! = {z €
C : |z| = 1}, sarebbero continue. Ma d’altra parte, muovendo z in senso an-
tiorario lungo S', a partire dal punto 1 per ritornare allo stesso punto, cioe
incrementando @ di 27, si passa dalla determinazione 1 = €° alla determinazione
—1 = €™, e quindi le due determinazioni vengono scambiate dopo un giro com-
pleto intorno ad una circonferenza. Cio non avverrebbe se le due determinazioni
++/z fossero due distinte funzioni olomorfe.

6.7 La superficie di Riemann di una curva alge-
brica piana

Sia U C C un aperto e w : U — C una funzione olomorfa. In C? consideriamo
il sottoinsieme:

Tp:={(z,w(z)): 2€ U}

con la topologia di sottospazio. @'y si dice il grafico di w. L’applicazione
7w : Iy — U & un omeomorfismo con inversa o(z) = (z,@w(z)). Quindi I'yg,
dotata dell’atlante costituito della sola carta m, &€ una superficie di Riemann.
I'p si identifica con il sottospazio di U x C, con coordinate (z,w), determinato
dall’equazione w — w(z) = 0. Carte locali di questo tipo possono essere utiliz-
zate, come vedremo tra poco, nel caso in cui w(z) sia una funzione algebrica
definita implicitamente, in un opportuno intorno di a € C, da un polinomio ir-
riducibile f(z,w) in corrispondenza di un punto (a,b) € C? tale che f(a,b) =0
e %(a,b) # 0 (cfr. Teorema 6.6.1).



6.7. LA SUPERFICIE DI RIEMANN DI UNA CURVA ALGEBRICA PIANA139

Consideriamo una curva piana complessa irriducibile C C C? di equazione:

f(z,w)=0

dove f(z,w) & un polinomio irriducibile in due indeterminate z,w a coefficienti
complessi. Denotiamo con p,,p, : C — C le due proiezioni p,(z,w) = z e

Pw (2, w) = w.

Teorema 6.7.1. Sia A C C l’aperto dei punti nonsingolari di C. Allora A ha
una struttura di superficie di Riemann connessa tale che le restrizioni dip, e py,
ad A siano funzioni olomorfe. In particolare, una curva piana affine irriducibile
e nonsingolare ha una struttura di superficie di Riemann connessa.

Dimostr. La dimostrazione della connessione non ¢ del tutto elementare e
verrd omessa. Sia (a,b) € A. Per ipotesi una delle derivate parziali di f &
diversa da zero in (a,b). Supponiamo ad esempio che si abbia g—fj(mb) # 0.
Dal teorema delle funzioni implicite segue l'esistenza di una serie di potenze a
raggio di convergenza p > 0:

Wiap(t) =b+ert +cot® + -+

tale che si abbia indenticamente f(t,w) (t —a)) = 0 per t € D,(a). Per
la continuita di %, se p e sufficientemente piccolo il grafico della funzione
t + W) (t — a), che denoteremo I'(, ), coincide con un intorno aperto di
(a,b) in A. Pertanto la proiezione p. : I'(4p) — C ¢ una carta locale per A.
Applicando questo procedimento ad ogni punto di A (eventualmente scambiando
la z con la w) possiamo costruire un atlante per A.

Verifichiamo che quest’atlante ¢ olomorfo. Siano (a,b), (a/,b’) € A due punti
tali che I'(q ) N 1) # (). Supponiamo dapprima che le due carte locali siano
entrambe la proiezione p,. Allora

Pz Opz_l :Dy(a) N Dy(a') — C

e l'identita. Pertanto le due carte sono olomorficamente compatibili. Una veri-
fica analoga puo farsi nel caso in cui le carte locali siano entrambe uguali alla
proiezione p,,. Resta da considerare il caso in cui le carte locali sono due proie-
zioni distinte. Supponiamo, per fissare le idee, che le due carte locali siano date
dap,: T — Cedapy: Ty — C. In questo caso si ha:

Pw Op;1 : pz(r(a,b) N F(a’,b’)) — C
t — ’lﬂ(a’b) (t - a)

che ¢ olomorfa. Quindi 'atlante ¢ olomorfo. Dalla dimostrazione segue anche
che le proiezioni p,, p,, : A — C sono olomorfe. O

Il caso delle curve proiettive € analogo. Si ha infatti:
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Teorema 6.7.2. Sia C C P? una curva piana irriducibile proiettiva, di equazio-
ne F(Xo, X1,X5) =0 e sia A C C laperto dei punti nonsingolari di C. Allora A
ha una struttura di superficie di Riemann connessa la cui restrizione a ciascuno
degli aperti affini fondamentali U;NC coincide con la struttura definita nel teore-
ma 6.7.1. In particolare, una curva piana proiettiva irriducibile e nonsingolare
ha una struttura di superficie di Riemann compatta e connessa.

Dimostr. Come detto poc’anzi, non dimostreremo la connessione. Sia C; =
CNU;, la curva affine ottenuta deomogeneizzando F' rispetto ad X;, ¢ =0,1,2,
e sia A; I'aperto dei punti singolari di C;. Si ha A; = AN U; perché un punto
p € U; ¢ singolare per C; se e solo se lo ¢ per C. Poiché A = Ay U A3 U
As, sara sufficiente verificare che gli atlanti definiti su Ag, Ay, Ay dal teorema
precedente sono olomorficamente compatibili. Supponiamo ad esempio che p =
[x0,x1,22] € Ag N Ay, cioé che p sia un punto nonsingolare di C e xo # 0 # x;.
Siano fo(z,w) = F(1,z,w) e fi(u,v) = F(u,1,v). Supponiamo ad esempio che
%(p) # 0. Allora

9fo df1
Sy P #F0# 5 -(0)
e le due carte locali in Ay e in A; sono le seguenti. Per il teorema delle fun-
zioni implicite abbiamo una serie w(t) a raggio di convergenza r > 0 tale che
fo(t,w(t — £*)) = 0 e un omeomorfismo
Z1

oo : Dyp(x1/x0) — Ao, t — (t,w(t — x—o))

su un intorno aperto Vo di p in Ag. Similmente abbiamo una serie #(#) a raggio

di convergenza s > 0 tale che f1(0,9(0 — £)) = 0 e un omeomorfismo

_ Zo
o1 : Ds(l'o/l’l) — Al, 0 — (9,’1](9 — ;))
1
su un intorno aperto V7 di p in A;. Salvo a restringere r e s possiamo supporre
che Vo = V. La carta locale su V| e la proiezione pg che manda

(t, ot — L)) s t
Zo

La carta locale su V; e la proiezione p; che manda

0,50 — “2)) s 0
z1
Ma le coordinate z in Ag e u in A; sono legate dalla relazione zu = 1. Quindi
p1oDy ! (t) = 1/t, che & olomorfa. Quindi le due carte locali sono olomorficamente
compatibili. Gli altri casi si trattano in modo simile. La compattezza di C segue
dal fatto che & chiusa nel compatto P2, O

Se la curva C C P? ¢ singolare & possibile “risolvere” le singolarita e sostitui-
re C con una superficie di Riemann compatta contenente A come complemen-
tare di un numero finito di punti. Esistono diversi modi per realizzare questa
costruzione. Noi utilizzeremo la Proposizione 6.7.1.
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Teorema 6.7.3. Sia C C P? una curva piana irriducibile proiettiva, e sia
A(C) € C l’aperto dei suoi punti nonsingolari, dotato della struttura di superfi-
cie di Riemann descritta nel Teorema 6.7.2. Esiste una superficie di Riemann
compatta X ed una inclusione 1 : A(C) C X la cui immagine ha complementare
finito. La coppia (X,t) € unica a meno di isomorfismo.

Se C € C? ¢ una curva piana irriducibile affine, allora la medesima costru-
zione applicata alla sua chiusura proiettiva C C P? fornisce una superficie di Rie-
mann compatta e connessa X contenente l'aperto A(C) dei punti nonsingolari

di C come complementare di un insieme finito e tale che
AlC)Cc AC)c X

Dimostr. La seconda parte dell’enunciato segue immediatamente dalla pri-
ma. Per dimostrare la prima parte supponiamo che C abbia equazione F/( Xy, X1, X3) =
0, dove F' & irriducibile. Possiamo supporlo di grado d > 0 rispetto ad Xs. Non
& restrittivo supporre inoltre che [0,0,1] ¢ C, salvo effettuare un cambiamento
di coordinate. Consideriamo la proiezione

7:C — P!

definita da 7([xo, 21, z2]) = [0, 21]. Quest’applicazione & continua suriettiva e
propria. In particolare ha fibre finite. Sia S C P! I'immagine dei punti di C in
cui si annulla 88—)1;2 e poniamo X° := 7w~ }(P!\ ). Consideriamo I’applicazione

7 X° — P\ S

restrizione di 7 a X°. Dimostriamo che 7° € un rivestimento olomorfo di grado
d. Sia p = [wg,21] € P\ S e facciamo vedere che p possiede un intorno ben
ricoperto. Supponiamo che p # [0, 1] (il caso p = [0, 1] si tratta allo stesso modo
scambiando le coordinate X, X7). Utilizzando il teorema delle funzioni impli-
cite applicato a f(z,w) = F(1, z,w) nel punto a = x1/x¢ si deduce V'esistenza
di un disco aperto D,(a) C C\ (SNC) e di d funzioni @y, ...,wq olomorfe in
D,.(a) tali che i d grafici soddisfino

7 (Dp(a) =T, [T---[1Tw.

e m° mandi ognuno di essi omeomorficamente su D,.(a). Pertanto D,(a) & ben
ricoperto e quindi 7° & un rivestimento di grado d. Applicando la Proposizione
6.2.6 si ottiene una superficie compatta X, un’inclusione ¢ : X° C X ottenuta
aggiungendo un numero finito di punti, e che € unica a meno di isomorfismo. Si
ha inoltre una estensione olomorfa 7 : X — P! di 7°. La situazione & descritta
dal seguente diagramma di applicazioni:

A(C) =—X°C s X

%

]P>1
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Sia Sia p € A(C) \ X° e sia D C A(C) un intorno sufficientemente piccolo di p.
Allora la chiusura di ¢(D \ {p}) contiene un unico punto ¢ tale che 7(q) = m(p).
Poniamo t(p) = ¢q. In questo modo si definisce una estensione continua di ¢

a A(C). Utilizzando la Proposizione 6.2.4 si deduce che questa estensione &
olomorfa. 0

La superficie di Riemann X costruita nel Teorema 6.7.3 si dice superficie di
Riemann della curva algebrica C C P? (rispettivamente C C C?). Ovviamente,
se C ¢ nonsingolare si ha X =C.

6.8 Funzioni meromorfe sulle curve piane

Sia ¢ C C? una curva piana affine nonsingolare ed irriducibile di equazione
f(z,w) = 0. Come sappiamo (Teorema 6.7.1) le funzioni coordinate z,w defini-
scono funzioni olomorfe su C, e quindi anche ogni polinomio g(z,w). Ne segue
che il quoziente di due polinomi ¢(z,w) = g(z,w)/h(z,w) definisce una funzione
meromorfa su C purché h(z,w) non si annulli identicamente su C. Certamente
se f divide h allora h si annulla identicamente su C. Anche il viceversa ¢ vero e
cioe sussiste il seguente

Teorema 6.8.1. Sia f(z,w) un polinomio irriducibile. Se un polinomio h(z,w)
st annulla identicamente sui punti della curva di equazione f(z,w) =0 allora f

divide h.

Dimostr. [6], Teorema 33.2, p. 401. O

Come immediata conseguenza abbiamo il seguente:

Teorema 6.8.2. Sia C C C? una curva piana affine nonsingolare ed irriducibile
di equazione f(z,w)=0. Ogni quoziente di due polinomi

in cui h non é divisibile per f definisce una funzione meromorfa sulla superficie
di Riemann C.

Passiamo al caso proiettivo. Sia dunque Sia C C P? una curva piana pro-
iettiva nonsingolare ed irriducibile di equazione F(Xj, X1, X2) = 0. Deno-
tiamo con C; = CNU;, i = 0,1,2. Allora C; ¢ un aperto denso di C che
coincide con la curva piana affine definita in coordinate X;/X; dall’equazione
F(Xo/X;, X1/Xi, X2/X;) = 0. In virtt del Teorema 6.8.2 ogni quoziente

G(Xo/Xi, X1/ X, X2/ X5)

Q(XO/Xi7X1/Xi’X2/Xi) - H(X()/X“Xl/szXQ/XZ)
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di pohnoml tali che F(Xo/XZ, Xl/X“ XQ/XZ) non divide H(X()/Xl, XI/X7,7 XQ/XZ)
definisce una funzione meromorfa su C;. Razionalizzando possiamo ottenere )
deomogeneizzando un quoziente di due polinomi omogenei dello stesso grado

G(Xo, X1,X2)

X0, X1,X9) = ———7—=
Q( 0y A1, 2) H(Xo,Xl,XQ)

in cui H non & divisibile per F. Un quoziente siffatto definisce una analoga
funzione su tutti e tre gli aperti C;. Pertanto abbiamo il seguente:

Teorema 6.8.3. Sia C C P2 una curva piana proiettiva nonsingolare ed irridu-
cibile di equazione F(Xg, X1, X2) = 0. Ogni quoziente di due polinomi omogenei
dello stesso grado

G (Xo, X1, X2)

H(Xo, X1, X2)

in cui H non é divisibile per F' definisce una funzione meromorfa sulla superficie
di Riemann C.

Q(Xo, X1,X2) =

6.9 Divisori

Le superfici di Riemann vengono studiate principalmente in relazione alle funzio-
ni meromorfe che vi sono definite. I due casi possibili, X compatta oppure non
compatta, sono completamente diversi. Le funzioni meromorfe sulle superfici di
Riemann non compatte sono difficili da descrivere e si studiano prevalentemen-
te con metodi analitici. Un’indicazione di cid puo essere ottenuta osservando
quanto segue.

Sia ¢ : X C Y un’inclusione olomorfa di superfici di Riemann connesse.
L’inclusione ¢ induce per restrizione un’inclusione di campi ¢* : M(Y) C M(X).
Questa inclusione ¢ sempre stretta se Y ¢ compatta e X ¢ non compatta. Ad
esempio cid accade se ¢ : C C P!: ogni funzione razionale definisce una funzione
meromorfa su C, ma le funzioni meromorfe su C sono molto pitt numerose.
Infatti M(C) contiene le funzioni trascendenti elementari, le funzioni ellittiche
e molte altre funzioni.

All’opposto, la teoria delle superfici di Riemann compatte e essenzialmente di
natura algebrica, e tale ¢ essenzialmente lo studio delle loro funzioni meromorfe.
In questo paragrafo inizieremo a studiare questo caso, introducendo il concetto
di divisore. Fissiamo dunque una superficie di Riemann compatta e connessa
X.

Definizione 6.9.1. Un divisore su X ¢ una combinazione lineare formale
D= E app
peX

dove a, € Z per ogni p € X e dove al pitt un numero finito di a, sono diversi
da 0. Gli a, # 0 si dicono i coeflicienti di D, e il sottoinsieme

Supp(D) :={p:a, # 0}
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di X si dice il supporto di D. Il divisore D si dice effettivo se a, > 0 per ogni
p.

I divisori di possono sommare sommandone i coefficienti punto per punto.
I divisori su X costituiscono un gruppo abeliano rispetto all’addizione. Lo
denoteremo Div(X). Scriveremo D > 0 per significare che D ¢ effettivo, e
scriveremo D > FE per significare che D — E > 0. Dato D = ZpeX npp €

Div(X), il suo grado &
gr(D) = Z Np

peX

I divisori di grado zero costituiscono un sottogruppo Div(X)y di Div(X), che
coincide con il nucleo dell’omomorfismo

gr:Div(X) — Z
Se ¢ € M(X) & una funzione meromorfa e non nulla, ad essa si associa il divisore
(@) =>_ op(e)p
peX

che viene detto principale. Scriveremo:

() = (¥)o — (¥)o

come differenza dei divisori (effettivi) dei suoi zeri e dei suoi poli. Si ottiene in
questo modo un omomorfismo

M(X)* := M(X)\ {0} — Div(X) (6.10)

il cui nucleo consiste delle funzioni ovunque olomorfe, cioé costanti, e non nul-
le. Quindi ogni funzione meromorfa & determinata dal suo divisore a meno
di una costante moltiplicativa non nulla. I divisori principali hanno grado ze-
ro, per la Proposizione 6.4.2. Quindi 'immagine dell’lomomorfismo (6.10) ¢ un
sottogruppo P(X) C Div(X)g. Il gruppo quoziente

J(X) :=Div(X)o/P(X)
e detto varieta jacobiana di X . La varieta jacobiana e sempre diversa dal gruppo

banale, fatta eccezione per il caso X = P! (cfr. Esempio 6.9.3).

Definizione 6.9.2. Due divisori D, E € Div(X) si dicono linearmente equiva-
lenti, in simboli D ~ E, se D — E ¢ principale.
Se D ~ E allora gr(D) = gr(E). L’equivalenza lineare & una relazione di

equivalenza, come si verifica facilmente.

Possiamo interpretare ’equivalenza lineare in modo piti geometrico nel modo
seguente. Sia f : X — Y un rivestimento ramificato di superfici di Riemann
compatte e connesse. Allora ogni y € Y determina un divisore su X:

o)=Y efla)

z€f~1(y)
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che ha grado uguale al grado di f. Questa definizione si estende per linearita
ad ogni divisore D =) nyy € Div(Y’) ponendo

F1D) = nyf*(y)
Si ottiene in tal modo un omomorfismo di gruppi abeliani:
f*:Div(Y) — Div(X)

che moltiplica il grado per gr(f), cioé & tale che il seguente diagramma sia
commutativo:

*

Div(Y) ——> Div(X)

b
(f)

Z%Z

e che possiede le ovvie proprieta funtoriali seguenti:
o 1% = Ipiy(x) : Div(X) — Div(X)

e Sef: X —Yeg:Y — Z sono rivestimenti ramificati di superfici di
Riemann compatte e connesse allora

(go f)* = f*og* :Div(Z) — Div(X)

Si osservi che se ¢ € M(X) & non costante, allora (¢) = ¢*(0 — 00). Quindi,
D ~ E, con D ed E effettivi, se e solo se esiste un’applicazione olomorfa ¢ :
X — P! tale che p*(0) = D e E = p*(c0). In tal caso

gr(D) = gr(E) = gr(yp)

Pertanto lo studio dell’equivalenza lineare in Div(X) & equivalente allo studio
di M(X) perché gli elementi di M(X)* corrispondono a quelli di P, i quali a
loro volta sono tutti della forma D — E, con D ~ E effettivi.

Prima di introdurre i piu importanti metodi che si utilizzano nello studio
delle funzioni meromorfe vogliamo illustrare i concetti fin qui introdotti con
alcuni esempi.

Esempio 6.9.3. Supponiamo X = P'. Come visto nell’esempio 6.4.3(i), M (P') =
C(z) e ogni divisore di grado zero ¢ il divisore di una funzione razionale. Quindi

P(P') = Div(P'),

In altre parole, due divisori sono linearmente equivalenti se e solo se hanno lo
stesso grado.
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6.10 Funzioni meromorfe con poli limitati

Definizione 6.10.1. Sia D € Div(X). Lo spazio delle funzioni meromorfe con
poli limitati da D é

L(D) = {p € M(X)": (¢) + D > 0} U {0}

E immediato verificare che L(D) & un C-spazio vettoriale. Per definizione
una funzione meromorfa ¢ appartiene a L(D) precisamente se

(¥)o — (P)oo > =D

Poiché (p)g e (¢)s hanno supporti disgiunti, questa condizione equivale a
(D)oo < D (6.11)

cioe alla condizione che il divisore dei poli di ¢ sia limitato da D.
Dalla definizione segue inoltre che, al variare di ¢ € L(D), il divisore (p)+ D
varia tra tutti i divisori effettivi che sono linearmente equivalenti a D.

Lemma 6.10.2. Siano Dy e Dy due divisori linearmente equivalenti, e sia
p € M(X)* tale che D1 — Dy = (). Allora Uapplicazione M (X) — M(X)
definita dalla moltiplicazione per ¢ induce un isomorfismo L(D1) = L(Ds3).

Dimostr. Se h € L(D;) allora
(h) + Dz = (h) 4 (¢) + D2 = (h) + D1 — Dy + Dy = (h) + D1 > 0
e quindi hep € L(D2). L’altra inclusione si dimostra nello stesso modo. O

Un altro risultato elementare ¢ il seguente:
Lemma 6.10.3. (i) Se gr(D) < 0 allora L(D) = (0).
(i) L(0) =C.

Dimostr. (i) Per ogni ¢ € M (X)* si ha gr((¢)ec) > 0 e quindi la (6.11) non
puo essere soddisfatta se gr(D) < 0.

(ii) ¢ € L(0) significa che (p) > 0, cioe che ¢ & olomorfa. Ma le uniche
funzioni meromorfe su una superficie di Riemann compatta sono le costanti. [

Dungque lo studio degli spazi L(D) deve essere ristretto al caso gr(D) > 0.

Esempio 6.10.4. Sia X = P!, e sia D = koo + >_n;p;, dove Y. n; = n —k,
un divisore effettivo di grado n > 0. Le funzioni ¢ € L(D) sono le funzioni

razionali della forma:
P(2)

o(z) = w
dove Q(z) =[[(z —p;)™ e P(z) € C[z] & tale che gr(P(z)) < n. Pertanto

dim(L(D)) =n + 1
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Proposizione 6.10.5. Sia D € Div(X) ep € X. Allora si hanno solo le due
sequenti possibilita:

e L(D — p) ha codimensione uno in L(D).

Dimostr. Sia n = n,, il coefficiente di p per il divisore D. Scegliamo una
coordinata locale z in un intorno di p tale che z(p) = 0. Ogni ¢ € L(D) si
esprime rispetto a z in un intorno di p nella forma

©(z) = c(p)z~™ + termini di ordine superiore

per qualche ¢(p) € C. D’altra parte il coefficiente di p per il divisore D — p &
n — 1 e quindi se ¥ € L(D — p) allora in un intorno di p si ha:

1 = az~"" 4 termini di ordine superiore

Definiamo un’applicazione:
e:L(D)—C

ponendo e(p) = ¢(¢). Quest’applicazione & evidentemente lineare e il suo nucleo
¢ L(D —p). Se c¢(p) = 0 per ogni ¢ € L(D) allora siamo nel primo caso
dell’enunciato. Altrimenti e & suriettiva e quindi il suo nucleo ha codimensione
uno in L(D), e siamo nel secondo caso. O

Corollario 6.10.6. Per ogni divisore D € Div(X) lo spazio L(D) ha dimen-
sione finita non superiore a gr(D) + 1.

Dimostr. Sia gr(D) = d. Se d < 0 allora (D) = 0 e non ¢’ niente da
dimostrare. Supponiamo d > 0 e sia p € X. Per la Proposizione 6.10.5 abbiamo
una successione di inclusioni di spazi vettoriali:

(0)=L(D —(d+1)p) C L(D —dp) C --- C L(D — p) C L(D)

in cui ogni spazio ha codimensione al piti uno nel successivo. La conclusione
segue immediatamente. O

Denoteremo:

(D) := dim(L(D))

Un problema fondamentale nella teoria ¢ calcolare esattamente £(D). Osservia-
mo che la stima superiore per £(D) fornita dal corollario & esatta nel caso di
X = P! (Esempio 6.10.4).
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6.11 Il teorema di Bezout per le curve piane
nonsingolari

Sia X la superficie di Riemann della curva piana proiettiva irriducibile C di
equazione F(Xy, X1, X2) = 0. Sia G(Xp, X1, X2) un polinomio omogeneo che
non si annulla identicamente su C. Sia d = gr(G). E possibile associare ad un
polinomio siffatto un divisore div(G) = > . molt,(G)p nel modo seguente. Se
p € C & un punto in cui G(p) # 0 allora poniamo molt,(G) = 0. Se invece
G(p) = 0 allora consideriamo un polinomio omogeneo H di grado d tale che
H(p) # 0 e poniamo

oty )=, (£)

Questa definizione & ben posta. Infatti, se M & un altro polinomio di grado d
tale che M (p) # 0 allora H/M definisce una funzione meromorfa su C tale che
op(H/M) = 0. Pertanto:

o (52) = (i) = (i) + (57) = (3)

Pertanto div(G) & ben definito. Si chiama divisore di intersezione di C con G. Se
G'(Xo, X1, X3) & un altro polinomio di grado d che non si annulla identicamente
su C allora il quoziente G/G’ definisce una funzione meromorfa non nulla su C
e quindi:
divien— i (CCY _ i :
iv(G) = div )= div(G') + (G/G")
Pertanto div(G) ~ div(G’).

Teorema 6.11.1. Se G ha grado uno, il divisore div(G) ha grado uguale al
grado della curva C.

Dimostr. Sia n il grado di C. Salvo operare con una proiettivita, che trasfor-
ma la curva in un’altra la cui superficie di Riemann e isomorfa a C, possiamo
supporre che G = X1, e che C non contenga il punto [0,0, 1]. Pertanto il punto
[0,0,1] di intersezione delle rette X3 = 0 e Xy = 0 non appartiene a C e quindi
la funzione razionale v = Xo/Xo puo essere utilizzata per calcolare div(G) in
tutti i punti, e quindi div(G) ha grado uguale al grado di v. Consideriamo un
punto A € C. Allora y~!()\) consiste dei punti di C che soddisfano 1'equazione
F(1,A,X3) = 0. Se A & generale il primo membro ha grado n e ha n radici
distinte. Quindi v ha grado n. O

Corollario 6.11.2. Se C ha grado n e G ¢ un polinomio omogeneo di grado d
che non si annulla identicamente su C, si ha:

gr(div(@)) = dn
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Dimostr. Se H ¢ un polinomio omogeneo di grado uno, allora il divisore di G
e quello di H¢ hanno lo stesso grado perché la loro differenza ¢ il divisore della
funzione razionale G/H?. La conclusione segue quindi dal Teorema 6.11.1. O

Definizione 6.11.3. Sia D C P? una curva di equazione G(Xo, X1, X2), e sia
p € P2. Definiamo la molteplicita di intersezione I,,(C,D) di C e G in p come
0o se G si annulla identicamente su C, e altrimenti come

I,(C,D) =n,

dove ny, ¢ il coefficiente di p per il divisore div(G).

Con questa terminologia il Corollario 6.11.2 puo enunciarsi nel modo seguen-
te:

Teorema 6.11.4 (Teorema di Bezout). Se C C P? ¢ una curva piana proiettiva
nonsingolare di grado d, e D C P? ¢ una curva di grado n che non contiene C
come componente, si ha:

> 1(C.,D)=nd

peP?

6.12 La formula di Plucker

Una facile applicazione del teorema di Bezout permette di ottenere una formula
per il genere di una curva nonsingolare di grado d, in funzione di d. Essa e
basata sul seguente

Lemma 6.12.1. Sia C C P? una curva piana proiettiva nonsingolare di grado
d tale che [0,0,1] ¢ C, e sia m : X — P! l’applicazione definita da:

7([xo, 1, 2]) = [z0, 21]

Allora
ex(p) — 1 = molt,(0F/0X>)

per ogni p € C.

Dimostr. E sufficiente dimostrare 1’asserto nel caso in cui p = [1,a,b]. Nel-
I’aperto affine Uy con coordinate x,y ’applicazione 7 coincide con la proiezione
sull’asse x della curva F(1,z,y) = f(z,y) = 0. Si ha

molt,(0F/0X3) =0

se e solo se il punto p non appartiene alla curva OF/0Xs = 0, se e solo se
%(a, b) # 0 e cio € equivalente, per il teorema delle funzioni implicite, al fatto
che 7 & un isomorfismo analitico locale in p, ciod ex(p) = 1.

Quindi e sufficiente considerare il caso in cui g—i(a,b) = 0. Poiché C ¢

nonsingolare, dev’essere %(a, b) # 0. Per il teorema delle funzioni implicite
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applicato alla proiezione (z,y) — y esiste una funzione analitica Z(t) in un
disco D di centro 0 € C tale che si abbia identicamente

f@),a+t)=0
in D. Derivando rispetto a t otteniamo:

of _ of _ ..

Osserviamo ora che 'applicazione ¢ : D — C definita da ¢t — (Z(t),a + t) &
I'inversa di una carta locale, e quindi ordg(Z(¢)")) = e(p) — 1. Poiché —% non
si annulla in p, dall’dentita precedente la conclusione segue.

Applicando la formula di Hurwitz, e osservando che il grado della proiezione
z € uguale a d, si ha:

29(C) —2=—-2d+ > (ex(Q)—1)=—2d+d(d—1)
QeCND

da cui si deduce: 4 1)d— 2
o(0) = =102
che & la formula di Pliicker per il genere di una curva piana proiettiva irriducibile
e nonsingolare.
La tabella seguente fornisce g = g(C) per i primi valori di d:

d g
10
2 0
31
4 3
5 6
6 10
7 15

Come si vede, non tutti i possibili valori di g vengono realizzati da curve piane
nonsingolari. Per ottenerli & necessario includere anche curve singolari (irridu-
cibili), il cui genere dipende, oltre che dal grado, anche dalla struttura dei loro
punti singolari.

6.13 Forme differenziali olomorfe e meromorfe

Definizione 6.13.1. Una forma differenziale olomorfa (risp. meromorfa) su
un aperto V di C é un’espressione della forma

w= f(2)dz

dove f ¢ una funzione olomorfa (risp. meromorfa) in V e dz ¢ un simbolo.
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Sia X una superficie di Riemann e ¢ : U — C una carta locale definita su
un aperto U C X. Se f: U — C & una funzione, scriveremo f(z) per indicare
la composizione f o ¢! : o(U) — C, come funzione della coordinata z in
»(U) C C. Chiameremo z una coordinata locale in U. Utilizzeremo (U, z) come
notazione alternativa per una carta locale (U, ¢) per la quale z sia la coordinata
locale.

Una forma differenziale locale olomorfa (risp. meromorfa) in (U, ) & una
forma differenziale olomorfa (risp. meromorfa) f(z)dz nell’aperto V = o(U) C
C.

Siano (U, ) e (W,4) due carte locali per X, con coordinate locali z e w
rispettivamente. Se f(z)dz ¢ una forma differenziale locale in (U, ¢) e g(w)dw
¢ una forma differenziale locale in (W, %) (olomorfe o meromorfe), le diremo
compatibili se in U N W si ha

dove z(w) & l'isomorfismo analitico (U N W) — (U N W) definito dalle due
carte locali.

Definizione 6.13.2. Una forma differenziale olomorfa (risp. meromorfa) w
su una superficie di Riemann X consiste del dato di una forma differenziale
locale olomorfa (risp. meromorfa) f(z)dz per ogni carta locale (U,z) in X,
soddisfacente la condizione che per due qualsiasi carte locali le corrispondenti
forme differenziali siano compatibili.

E facile verificare che per assegnare una forma differenziale ¢ sufficiente as-
segnare forme differenziali compatibili sulle carte locali di un atlante olomorfo
per X.

Sia w una forma differenziale meromorfa su X, e p € X. Definiamo [’ordine
di w in p come:

ord,(w) := 0p(f(2))

dove f(z)dz & un rappresentante di w in una carta locale definita su un intorno
di p. Per verificare che la definizione & ben posta osserviamo che, se w & anche
definita su altro intorno di p da g(w)dw, allora abbiamo:

perché o,(z'(w)) = 0, essendo z(w) un isomorfismo analitico.

Definizione 6.13.3. Sia w una forma differenziale meromorfa sulla superficie
di Riemann compatta e connessa X. Il divisore di w é:

div(w) = Z ord,(w)p

peX

Segue immediatamente dalla definizione che, se w & olomorfa allora div(w) &
effettivo.
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Proposizione 6.13.4. Se w,w sono due forme differenziali meromorfe su X
compatta e connessa, i divisori div(w) e div(©) sono linearmente equivalenti.
Viceversa, se D ~ div(w) allora esiste una forma differenziale meromorfa @
tale che div(w) = D.

Dimostr. Se w,® sono rappresentate in (U, z) da f(z)dz e f(2)dz , e in (W, w)
da g(w)dw e g(w)dw rispettivamente, allora si ha

f(2(w)2' (w) = g(w), f(z(w))z'(w) = §(w)

Pertanto in U N W si ha

e quindi i quozienti % sono restrizioni di una funzione meromorfa F' € M (X)
il cui divisore e

(F) = div(®) — div(w)

e cio significa che div(w) e div(w) sono linearmente equivalenti.
Viceversa, dato D ~ div(w) esiste una funzione F' € M(X) tale che D =
(F) + div(w). Definiamo le forme differenziali locali

f(z)dz = Ff(z)dz

E immediato verificare che queste forme differenziali sono a due a due compati-
bili e quindi definiscono una w meromorfa il cui divisore ¢ evidentemente uguale
aD. O

Un divisore della forma D = div(w) si dira un divisore canonico. Denotiamo
con KDiv(X) l'insieme dei divisori canonici. Dalla Proposizione 6.13.4 segue
che KDiv(X) coincide con una classe laterale in Div(X) rispetto al sottogruppo
P(X). In particolare tutti i divisori canonici hanno lo stesso grado, che tra poco
calcoleremo.

Esempio 6.13.5. Supponiamo che X = P!. Si verifica subito che, rispetto
all’atlante usuale {(Uy, 2), (U, w)}, con z(w) = w=! e w(z) = 27! le forme
differenziali locali

dz, w 2dw

sono compatibili. Quindi definiscono una forma differenziale meromorfa 1 su P!
tale che div(n) = —200. In particolare gr(n) = —2.

Sia F': X — Y un rivestimento ramificato tra superfici di Riemann com-
patte e connesse, e sia w una forma differenziale meromorfa su Y. L’immagine
imversa di w rispetto a F & la forma differenziale F*w su X che si definisce nel
modo seguente.

Supponiamo assegnata w mediante forme differenziali locali f(v)dv assegnate
sulle carte locali (V,v) di un atlante per Y. Consideriamo un atlante in X in
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cui ciascuna carta locale (U, u) soddisfi F'(U) C V per qualche (V,v). In ogni
carta siffatta definiamo una forma differenziale locale ponendo

dv

glu)du = f(v(u)) Sodu

dove v(u) & la funzione olomorfa che coincide con la composizione 1 o F o =1,

essendo p : U — C e ¢ : V — C le carte locali. Se ((7, @) ¢ un’altra carta

locale in X e (V,0) & una carta locale in Y tale che F(U) C V allora si ha:

(i) Godi = f(o(u(®)) 5 T
— F(u(o(@) G5 G
= fo(@) G di
= j@di

il che dimostra che le forme differenziali locali g(u)du su X sono compatibi-
li e quindi definiscono una forma differenziale meromorfa che per definizione
chiamiamo F*w.

Lemma 6.13.6. Sia F': X — Y un rivestimento ramificato tra superfici di
Riemann compatte e connesse, e sia w una forma differenziale meromorfa su
Y. Siape X. Allora:
ord,(F*w)) = [1 4 ordpp (w)]er(p) — 1

Dimostr. Possiamo scegliere una carta locale (U, ) in un intorno di p ed una
carta locale (V,v) in un intorno di F(p) in modo che F sia data da v = u™, dove
n=-epr(p). In V la forma differenziale w sara della forma

(cv® 4 termini di ordine superiore)dv

dove k = ordp(p)(w), e quindi in U si ha:

F*w = (cu™ 4 termini di ordine superiore)nu™~'du

Quindi
ord,(F*w))=nk+n—-1=(1+kn—1

come voluto. O

Teorema 6.13.7. Sia w una forma differenziale meromorfa e non nulla su una
superficie di Riemann compatta e connessa X di genere g. Allora gr(w) = 2g—2.
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Dimostr. Sia F': X — P! una funzione meromorfa e non costante, e sia 7
la forma differenziale su P! descritta nell’esempio 6.13.5. Poiché tutti i divisori
in KDiv(X) hanno lo stesso grado, sara sufficiente calcolare il grado di F*n.
Abbiamo:

gr(F*n) = ) ord,(F*n)

peX

= (1 + ordpg) (n)er(p) — 1]
peX

=3 > (erl)-D+ D (—erlp)-1)
qF#00 peF~1(q) pEF~1(c0)

=Y (er(p)=1)— > 2er(p)
peX pEF~1(00)

per la (6.1) = (29 — 2 + 2gr(F)) — 2gr(F)
=29 —2

O

Le forme differenziali olomorfe su X costituiscono uno spazio vettoriale che
si denota con Q(X).

Proposizione 6.13.8. Sia w una forma differenziale meromorfa e sia K =
div(w). Per ogni ¢ € L(K) la forma differenziale fw é olomorfa e Uapplicazione

LK) — QUX), ¢r— pw (6.12)
é un isomorfismo di C-spazi vettoriali. In particolare Q(X) ha dimensione finita.

Dimostr. Per definizione si ha (¢) + K > 0 per ogni ¢ € L(K). Quindi
div(pw) = (¢) + K >0

cioe pw € Q(X). L’applicazione (6.12) ¢ evidentemente lineare. La sua inversa
e lapplicazione
QX)) — LK), w—¢

dove ¢ € M(X)* & I'unica funzione meromorfa tale che div(w) — div(w) = (¢).
L’ultima affermazione & conseguenza del Corollario 6.10.6. O

La dimensione di £2(X) ¢ un numero intero intrinsecamente associato a X.
Infatti si ha
dim ((X)) = g

(si veda il §6.18)

Una forma differenziale meromorfa w si puo integrare lungo un qualsiasi arco
differenziabile non contenente poli di w. Questa operazione possiede proprieta
analoghe a quelle dell'integrazione di forme differenziali in C. Non sviluppe-
remo questo argomento perché non ne faremo uso nel seguito (salvo che nella
dimostrazione della Proposizione ?7).
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6.14 Serie lineari

Anche in questo paragrafo denoteremo con X una superficie di Riemann com-
patta e connessa.

Proposizione 6.14.1. Sia D € Div(X). Associando a ¢ € L(D) \ {0} il
divisore (p) + D, si ottiene una biezione tra lo spazio proiettivo P(L(D)) e
linsieme di tutti i divisori effettivi che sono linearmente equivalenti a D.

Dimostr. T divisori della forma () + D, al variare di ¢ € L(D) \ {0}, sono
effettivi e linearmente equivalenti a D. Viceversa, se E ~ D ¢ effettivo, allora
esiste ¢ € M(X)* tale che E — D = (p), cioe ¢ € L(D) e E = (p) + D. Due
funzioni ¢, € L(D)\ {0} definiscono lo stesso divisore se e solo se esiste ¢ € C*
tale che ¢ = cp. O

Definizione 6.14.2. L’insieme dei divisori (¢)+D al variare di ¢ € L(D)\{0}
si dice la serie lineare completa associata a D, e si denota con il simbolo |D].
Se V..C L(D) é un sottospazio vettoriale insieme dei divisori effettivi della
forma D + (¢), al variare di ¢ € V' \ {0}, si identifica al sottospazio proiettivo
P(V) C |D| e si dice la serie lineare associata a V, e denotata con |V|. Se
n=gr(D) er+1=dim(V), diremo che |V| ha grado n e dimensione r, ovvero
che ¢ una g). La serie lineare |K|, dove K é un divisore canonico qualsiasi, si
dice la serie canonica.

Esempio 6.14.3. Se X = P! allora segue dall’Esempio 6.10.4 che tutti i divisori
di grado n sono linearmente equivalenti tra loro e costituiscono una g, completa.
Quindi ogni ¢}, (completa o no) soddisfa r < n.

Esempio 6.14.4. Sia X una curva piana nonsingolare di grado d. Siano G, G2
due polinomi omogenei di grado m che non si annullano identicamente su X.
Allora div(G1) ~ div(G2) perché:

div(Gs) — div(Gy) = (gj)

Se ne deduce che un qualsiasi spazio vettoriale di dimensione r + 1 di polinomi
di grado m che non si annullano identicamente su X definisce una g, .

Sia D € Div(X), V C L(D) un sottospazio vettoriale e |V la corrispondente
serie lineare. Un punto p € X si dice un punto base di |V| se per ogni E € |V|
si ha E—p > 0, cioe se p acc e nel supporto di ogni divisore di |V].

Il divisore base, o parte fissa di |V &

F =min{F € |V|}
Lemma 6.14.5. (i) p ¢ un punto base di |V| se e solo se V.C L(D — p).
(i) Se F é il divisore base di |D| allora L(D) = L(D — F).

(iii) La serie lineare |D — F| é priva di punti base.
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Dimostr. (i) Sia ny, il coefficiente di D in p. Allora p & punto base di |V] se
e solo se
ny +op(f) >1

per ogni f € V'\ {0}. Cio significa che
(np = 1) +op(f) 20

e cioe che f € L(D — p).

(ii) Poiché F & effettivo, si ha D — F < D e quindi L(D — F) C L(D).
Viceversa, se f € L(D) abbiamo (f) + D = D’ + F per qualche D’ effettivo.
Quindi:

(f)+(D-F)=D" >0

e quindi f € L(D — F).
(iii) e lasciata al lettore. O

6.15 Applicazioni olomorfe di una superficie di
Riemann in uno spazio proiettivo

Sia X una superficie di Riemann compatta e connessa.

Definizione 6.15.1. Sia r > 1. Un’applicazione ® : X — P si dice olomorfa
in p € X se esistono funzioni olomorfe go, ..., g, definite in un intorno U di
p tali che ®(q) = [90(q),--.,9-(q)] per ogni ¢ € U. L’applicazione ® si dice
olomorfa se lo é in ogni punto p € X.

Un modo sistematico per costruire applicazioni olomorfe ¢ il seguente. Siano
fos- -y fr € M(X) non tutte nulle. E possibile definire un’applicazione

O, U — P
nell’aperto U C X costituito da tutti i punti p € X tali che
e p non e un polo di f; per ogni i.
e in p non si annullano tutte le f;

Si osservi che X \ U & un insieme finito, ed & caratterizzato dalla condizione
seguente. Per ogni p € X poniamo

Np = min{Op(fz') S Oa oo 7T}

Allora p € X \ U <= n,, # 0. Consideriamo p € X \ U e sia z una coordinata
locale in p tale che z(p) = 0. In un intorno V' di p tale che z(q) # 0 per p £ q e
tale che V'\ {p} C U si ha:

Dr(q) = [fola)z7 " (q), .- -, fr(@)2z7 "7 (q)]
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D’altra parte, poiché le funzioni f;z~"» hanno una singolarita eliminabile in p, si
estendono a funzioni olomorfe in tutto V' e quindi @ si estende olomorficamente
a p. Questo procedimento pud essere applicato a tutti i punti di X \ U e quindi
deduciamo che ® si estende ad una applicazione olomorfa:

;X — P

Il fatto notevole e che ogni applicazione olomorfa ® : X — P” si puo ottenere
in questo modo. Piu precisamente:

Proposizione 6.15.2. Sia ® : X — P" un’applicazione olomorfa. Allora
esistono fo,..., fr € M(X) tali che ® = ®;. Se go,...,9, € M(X) sono altre
funzioni tali che si abbia & = O, allora esiste A € M(X)* tale che g; = \f;,
1=0,...,7.

Dimostr. Esistenza. Salvo riordinare le coordinate [Xj, ..., X,] possiamo
supporre che ®(X) non sia contenuta nell’iperpiano Xy = 0. Definiamo f; =
Xi/Xo - ®. Verifichiamo che le fo =1, fi1,..., fr sono funzioni meromorfe. Sia

p € X e per g € U intorno di p sia

®(q) = [90(q), - - -, 9-(q)]

con go, . . ., gr olomorfe in U. Allora in U si ha f; = ¢;/go che & meromorfa, per
t=0,...,r. Pertanto le f; sono funzioni meromorfe in X e si ha ® = @4, dove
f=0Q=fo, fr, -, fr)

Unicita. Supponiamo che ®; = ®; per qualche (r + 1)-upla di funzioni
meromorfe (hg,...,h,). Non & restrittivo supporre che nessuna delle h; sia
identicamente nulla perché in tal caso lo sarebbe anche la corrispondente f; e
potremmo rimuoverle entrambe e ragionare sulle rimanenti. Sia U C X 'aperto
complementare di un insieme finito in cui tutte le f; e le h; non hanno né zeri
né poli. Se p € U la funzione ®; = ®; ¢ data in p da:

fo(p)s s fr(P)] = [ho(p)s - - r(P)]

e quindi esiste un A(p) € C* tale che h;(p) = A(p)fi(p), i =0,...,r. Allora A &
olomorfa funzione di p € U perché A = h;/ f;. Inoltre A & meromorfa in tutto X
perché quoziente di funzioni meromorfe in tutto X. O

6.16 La serie lineare di un’applicazione olomorfa

Sia & : X — P" un’applicazione olomorfa che, per i risultati precedenti,
possiamo rappresentare come

o(p) = [fo(p),---, fr(®)], pEX

per opportune funzioni meromorfe fy, ..., f. € M(X). Sia

D = —min{(f;):i=0,...,r}
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Quindi —D = 3> n,p dove n, = min{o,(f;) : i =0,...,r}. Pertanto
(f)+D>0, i=0,...r

e quindi fo,...,fr € L(D). Poiché L(D) ¢ uno spazio vettoriale, le funzioni
meromorfe fy, ..., f» € L(D) generano un sottospazio Ve C L(D). Allora |Vs|
si dice la serie lineare dell’applicazione .

Si osservi che la serie lineare |Vgp| ha dimensione < r e la sua dimensione
puo essere anche strettamente minore di r: cid accade precisamente quando
fo,--., fr non sono linearmente indipendenti. In tal caso, se >, a;f; = 0 ¢ una
relazione di dipendenza lineare, allora ®(X) C H, dove H C P" & l'iperpiano di
equazione ) . a;X; = 0. Se |Vg| ha dimensione r, cioé ®(X) non & contenuta in
un iperpiano, allora diremo che ® € non degenere.

Proposizione 6.16.1. La serie lineare di un’applicazione olomorfa € priva di
punti base.

Dimostr. Sia D = —min{(f;) : ¢ =0,...,r}esiap € X. Sen, il coefficiente
di D in p allora per qualche 0 < j < r si ha 0,(f;) = np. Pertanto il divisore
E = (f;j) + D € |Vg| e ha coefficiente 0 in p, quindi p ¢ Supp(FE). O

Se & assegnata una serie lineare |V| priva di punti base, dove V' C L(D) per
qualche D € Div(X), e {fo,..., fr} € una base di V allora possiamo considerare
I’applicazione olomorfa

Op: X — P
associata a fy, ..., fr. E immediata conseguenza di tutto cio che abbiamo detto
in questo paragrafo e nel precedente che Vg ,| = [V] e ® & non degenere.

C’¢ un altro modo di descrivere la serie lineare |Vg| di un’applicazione olo-
morfa & : X — P". Sia H C P" un iperpiano di equazione L = 0, dove
L =73",a;X;, tale che ®(X) ¢ H. Vogliamo associare ad H un divisore effettivo
O*H = Zp npp che ¢ definito nel modo seguente. Per ogni punto p € X con-
sideriamo un polinomio lineare omogeneo M = ) . b; X; tale che M(®(p) # 0.

Allora H
h=— @
M

€ una funzione olomorfa in un intorno di p perché
> bigi(q)

dove go, .. ., gr sono funzioni olomorfe tali che ®(q) = [go(q), - - -, 9-(q)] per ¢ in
un intorno di p. Definiamo n, = o,(h). Si verifica nel modo usuale che n,, ¢ ben
definito e quindi che lo ¢ ®* H. Chiamiamo ®*H un divisore iperpiano.

Lemma 6.16.2. Supponiamo che ® : X — P" sia individuata dalle funzioni
meromorfe fo,...,fr € M(X), e sia D = —min{(fo),...,(fr)}. Allora, se
H C P" & un iperpiano di equazione ), a; X; = 0 non contenente ®(X), si ha:

*(H) = (Zaifi) +D



6.17. PROPRIETA DELLE APPLICAZIONI OLOMORFE 159

Dimostr. Sia D = - dpp. Dato p € X sia j € {0,...,s} tale che 0,(f;) =

min{o,(fo),...,0p(fr)}. Allora la coordinata X; non si annulla in ®(p) e pos-
siamo scegliere M = X;. Quindi la funzione h = % - = w ha ordine in
p:

op(h) = OP(Z aifi) —op(fj) = OP(Z aifi) +dp

Corollario 6.16.3. La serie lineare |Vg| dell’applicazione olomorfa ® : X —»
P" consiste di tutti i divisori ®*H al variare di H tra tutti gli iperpiani di P
che non contengono ®(X).

Dimostr. Immediata. O

Definizione 6.16.4. Il grado gr(®) di un’applicazione olomorfa ® : X — P"
¢ il grado della serie lineare |Vg|.

Si osservi che, se X & una curva piana nonsingolare e ® & I’inclusione X C P?,
allora gr(X) = gr(®). Quindi questa definizione generalizza quella di grado di
una curva piana.

Se G(Xo,...,X,) & un polinomio omogeneo di grado n che non si annulla
identicamente su ®(X), allora possiamo definire il divisore di G su X come il
divisore ®*(G) localmente definito in un punto p € X dalla funzione olomorfa
in un intorno di p:

— G(f07~-~7fr)
£

dove f;(p) # 0. Dalla definizione segue immediatamente il seguente risultato,
che generalizza il teorema di Bezout.

h

Teorema 6.16.5. Se G(Xy,...,X,) é un polinomio omogeneo di grado n che
non si annulla identicamente su ®(X), allora

gr(®*G) = ngr(P)

6.17 Proprieta delle applicazioni olomorfe

Sia @ : X — P" un’applicazione olomorfa, definita da fo,..., f, € M(X). Sia
D = —min{(fo),...,(fr)}. Supporremo ® non degenere, e tale che la sua serie
lineare sia la serie completa |D|, cosicché L(D) = (fo,..., fr) e {(D) =7+ 1.

Proposizione 6.17.1. L’applicazione ® é iniettiva se e solo se {(D —p—q) =
(D) — 2 per ogni p,q € X distinti.
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Dimostr. Siano p,q € X, p # q. Si ha
L(D-p—q) CL(D-p) < L(D)

dove la seconda inclusione ¢ stretta perché |D| non ha punti base (Prop. 6.16.1)
e conseguentemente:

UD) =2 <UD —p—q) < D) -1

e la seconda possibilita si verifica se e solo se L(D(—p — q) = L(D — p). Se so-
stituiamo fo,..., f, con un’altra base di L(D) 'applicazione ® viene sostituita
con la sua composizione con una proiettivita, che € biunivoca. Quindi l'iniet-
tivita di ® non viene influenzata da una diversa scelta delle f;, cosi come ne e
indipendente la condizione ¢(D —p — q) = (D) — 2. Possiamo quindi supporre
che (f1,...,fr) = L(D —p), e che fo € L(D)\ L(D —p). Sia D =} n,.
Sinotiche D—p=(n,—1)p+ Zm;ép nzx. Allora, per la scelta di fo,..., fr, si
ha:
op(fo)+np =0, op(fi)+n,>1,i>1

Se z & una coordinata locale in p, si ha:

O(z) = [(for ™" )(@), .., (frz7")(2)]
quando x varia in un intorno di p, e quindi

op(foz™") =0, op(fiz7") =1, i>1

Pertanto ®(p) = [1,0,...,0]. Supponiamo che ®(q) = ®(p) = [1,0,...,0].
Allora, ragionando come prima, deduciamo che

0q4(fo) =g, 0g(fi) Zng+1

e quindi che f1,...,f. € L(D —p —q), cioe L(D —p—¢q) = L(D —p). Lo
stesso ragionamento porta a concludere che se L(D —p — ¢) = L(D — p) allora
®(q) = ©(p)- O

Un raffinamento della dimostrazione precedente consente di dimostrare che
®(X) ¢ una superficie di Riemann in P" isomorfa a X se solo se oltre alla
condizione della Proposizione 6.17.1 & soddisfatta la sequente:

(D —2p)=4(D)—2 perognipeX

Un esempio importante di applicazione olomorfa ¢ quella definita dalla (uni-
ca) serie lineare di grado n > 2 su X = P'. E una ¢” |D| priva di punti base
che soddisfa le ipotesi della Proposizione 6.17.1. Una volta scelta una base di
L(D) si ottiene

$: P — P

la cui immagine ®(P') ¢ una curva che si dice una curva razionale e normale.
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6.18 Il teorema di Riemann-Roch

Abbiamo gia accennato in precedenza all’importanza del problema di calcolare
le dimensioni £(D), quando D € Div(X). Una risposta a questo problema viene
fornita dal seguente fondamentale risultato:

Teorema 6.18.1 (Riemann-Roch). Per ogni divisore D € Div(X) si ha:
{D)=gr(D)+1—g+ K —D) (6.13)
dove g = g(X) ¢é il genere di X e K ¢é un divisore canonico qualsiasi.

Il numero ¢(K — D) viene chiamato indice di specialita di D e denotato
con i(D). 1l divisore D si dice speciale (risp. non speciale) se i(D) > 0 (risp.
i(D) = 0). I divisori canonici sono speciali e hanno indice di specialita i(K) = 1.

La dimostrazione del Teorema 6.18.1 va al di la degli scopi di questo corso.
Ci limiteremo quindi ad illustrarne alcune conseguenze e applicazioni.

La prima conseguenza ¢ che, essendo gr(K) =29 —2 e £(0) = 1, si ha

dim(Q(X)) = U(K) = g (6.14)

In particolare la serie canonica |K| ha dimensione g — 1 e grado 2g — 2, cioe &
g—1

una gs, .

Lemma 6.18.2. Le sequenti condizioni sono equivalenti per una superficie di

Riemann X di genere g:

(i) X =P
(i) g =0.
(iii) £(p) > 2 per qualche punto p € X.

Dimostr. (i) = (i7) ¢ ovvia. (i) = (ii1) segue immediatamente dalla
(6.13) per un qualsiasi punto p € X.

(131) = (i). Se ¢(p) > 2 allora C = L(0) C L(p) e se ne deduce che esiste
una funzione meromorfa non costante f € L(p). Dalla condizione (f) +p >
0 segue che f ha un polo di ordine 1 in p e nessun’altro polo. Pertanto il
rivestimento ramificato f : X — P! definito da f ha grado uno, e quindi ¢ un
isomorfismo. O

Proposizione 6.18.3. La serie canonica € vuota se g =0, e la serie banale se
g =1 ed ¢ priva di punti base se g > 2.

Dimostr. Se g = 0 allora 29 —2 = —2 < 0 e quindi non esistono divisori
canonici effettivi. Se g = 1 allora la (6.13) da ¢(K) = 1. Quindi la serie
canonica ¢ una g non vuota e consiste dell’unico divisore effettivo di grado
zero, il divisore 0.
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Supponiamo g > 2. Sia p € X. Per la (6.13 si ha:
UK —p)=(29-3)+1-g+lp) =g—2+p)

D’altra parte, poiché g > 2, per il Lemma 6.18.2 si ha ¢(p) = 1 e quindi £(K —
p)=g—1=¢(K)— 1. Quindi p non & un punto base di |K|. O

Dalla Proposizione 6.18.3 segue che, una volta scelta una base fi,..., fq di
L(K) possiamo definire un’applicazione olomorfa non degenere

Dy X — P9t

che & detta applicazione canonica. L’immagine ®x(X) C P9~ & detta una
CUTVa CANONICa.

Nel caso g = 2 la serie canonica ¢ una g3, e quindi 'applicazione canonica &
un rivestimento ramificato ®x : X — P! di grado 2.

Definizione 6.18.4. Una superficie di Riemann X compatta e connessa di
genere g > 2 si dice iperellittica se possiede una gs.

Le curve iperellittiche si differenziano rispetto alle proprieta della loro serie
canonica. Infatti si ha il seguente risultato:

Proposizione 6.18.5. Le sequenti condizioni sono equivalenti per una superfi-
cie di Riemann di genere g > 2:

(i) L’applicazione canonica é un’immersione.
(ii) X non é iperellittica.

Dimostr. (ii) = (i) - Supponiamo X non iperellittica. Per la Proposizione
6.17.1 La condizione (i) & equivalente a ¢{(K —p — q) = {(K) —2 = g — 2 per
ogni p,q € X. Poiché |K| non ha punti base si ha

g—2<UK-p—q)<g—1

per ogni scelta di p, q. Se fosse ¢(K —p—q) = g — 1 per qualche p, g allora, per
la (6.13) si avrebbe:

g—1=UK-p—q) =9g—-3+Lp+q)

e quindi £(p + ¢) = 2. Da cio segue esistenza di f € L(p + ¢) non costante, la
quale definisce rivestimento ramificato f : X — PL. Poiché (f) +p+q > 0, il
divisore dei poli di f ha grado 2, e quindi f ha grado 2, e quindi |p + ¢| &€ una
g3. Questa & una contraddizione, e quindi la (i) & verificata.

(i) = (i1) - Viceversa supponiamo verificata la (i). se X fosse iperellittica,
esisterebbero p,q € X tali che £(p + q) = 2. Applicando la (6.13) come nella
prima parte si trova che /(K —p — ¢) = g — 1 e cio contraddice la (i). O
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6.19 Superfici di Riemann di genere 1

Tutto quanto abbiamo visto in precedenza si particolarizza in modo molto sem-
plice al caso g = 1. Nel §6.5 abbiamo studiato i tori complessi, che sono superfici
di Riemann compatte e connesse di genere 1, e le loro funzioni meromorfe. In
particolare abbiamo visto che su ogni toro complesso X = C/A la funzione p
di Weierstrass definisce un rivestimento ramificato ¢ : X — P! di grado 2, in
particolare @ possiede un polo di ordine 2 in un punto che denoteremo con .
Inoltre la derivata p’ definisce una funzione meromorfa @' € M (X) che possiede
un polo di ordine 3 in . Quindi, riassumendo:

L3z) = (1,0, )

e quindi in particolare £(3zs) = 3. Tutto questo ¢ stato dimostrato diretta-
mente (Proposizione 6.5.3), ma discende anche dal teorema di Riemann-Roch,
perché i divisori di grado positivo su X sono tutti non speciali. Infine, nel Teore-
ma 6.5.6 si & dimostrato che @, ¢’ soddisfano I'identita cubica (6.3). Utilizzando
il linguaggio delle serie lineari e delle applicazioni olomorfe possiamo riformulare
il Teorema 6.5.6 nel modo seguente:

Teorema 6.19.1. Sia X = C/A un toro complesso, e siano @,§ € M(X) le
funzioni meromorfe indotte dalle funzioni g, € E(A). sia s il polo di @ e
@'. Allora |3z & una g2 priva di punti base e la base {1,p,¢'} di L(37)
definisce un’applicazione olomorfa ®,_ : X — P? che induce un isomorfismo
tra X ed una cubica piana nonsingolare.

Dimostr. Dal teorema 6.18.1 discende che £(32,,—p—q) = 1 per ognip,q € X
e quindi |3z| ¢ priva di punti base e ®,__ immerge X in P2. L’immagine & la
cubica nonsingolare di equazione (6.4) in coordinate affini. O

E naturale chiedersi se esistono superfici di Riemann di genere 1 che non sono
tori complessi. Una risposta a questa domanda e data dal seguente risultato.

Proposizione 6.19.2. Sia X una superficie di Riemann compatta e connessa
di genere 1. Esiste un reticolo A C C tale che X = C/A. Quindi ogni superficie
di Riemann compatta e connessa di genere uno € un toro complesso.

Dimostr. (cenni) Sia 7 : Y — X il rivestimento universale. Sappiamo che
Y ~ R? e che il gruppo fondamentale & isomorfo a Z? e agisce come un reticolo
A di traslazioni su Y. Per la Proposizione 6.2.3 esiste un’unica struttura di
superficie di Riemann su Y tale che 7 sia olomorfa. Sara quindi sufficiente
dimostrare che con questa struttura Y & isomorfa a C, perché allora X =Y /A ¢
un toro complesso. Si ha dim(Q(X)) = 1, per il Teorema 6.18.1, e quindi esiste
una forma differenziale olomorfa wy su X. Poiché div(wp) ha grado 0, wp non
ha né zeri né poli. Sia w = 7*wy, e fissiamo un punto qualsiasi p € Y.

Definiamo

.Y —C
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ponendo

D(q) = / w (6.15)
Ya

dove 7, : I — Y e un arco differenziabile di estremi p e g. Questa applicazione

¢ ben definita perché Y & semplicemente connessa e quindi l'integrale (6.15)

dipende solo da p e g. Poiché w & olomorfa, (6.15) dipende olomorficamente da g

e quindi ® & un’applicazione olomorfa che si dimostra essere un isomorfismo. [
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