Un Lemma sul rivestimenti

Lemma 0.1 Sia

.
P
Y —>X
un diagramma commutativo di applicaziont continue tra spazi topologici con-

nessi e localmente connessi. Se p e q sono riwvestimenti allora anche g € un
rivestimento.

Dim. Sia y € g(R), sia x = q(y) € X e sia U un intorno aperto connesso
di x ben ricoperto sia da p che da ¢. Siano:

p NU)=11V:, ' U)=]1W; (1)

iel jeJ

le decomposizioni in componenti connesse omeomorfe ad U delle controim-
magini di U. Allora y appartiene ad uno ed uno solo dei W;: sia esso Wy e
sia g¢ : U — W, la corrispondente sezione locale di ¢.

Supponiamo che y € g(R) e sia

Ly={iel:g ' (y)NV; #0}

Allora Iy # 0 e
g (Wo) = [ Vi

i€lp

Per ogni ¢ € I si ha un diagramma commutativo:



in cui q,p,00 sono omeomorfismi. Pertanto anche g : V; — Wj ¢ un
omeomorfismo, e cio dimostra che W}, € un intorno ben ricoperto di y.

Ci rimane da dimostrare che g e suriettiva. Dalla dimostrazione prece-
dente segue in particolare che g(R) € un aperto di Y. Pertanto, dato che Y
¢ connesso, sara sufficiente dimostrare che g(R) ¢ anche chiuso. Sia dunque
y € g(R)esialU, come sopra, un intorno connesso di x = ¢(y) ben ricoperto
da p e da ¢, siano le (We decomposizioni in componenti connesse delle sue
controimmagini e sia y € Wy. Allora Wy N g(R) # 0 per lipotesi su y. Sia
z € WoyNg(R). Allora U ¢ un intorno connesso di g(z) e ripetendo I’argo-
mento precedente si deduce che Wy ¢ un intorno aperto e connesso di z ben
ricoperto da g. In particolare y € Wy C g(Y). a




