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1. Sia X = {+: n € Z\{0}} U{0} con la topologia di sottospazio di R. Sia
f:Z —— X definita da

1
f(n):{” sen#0

0 sen=0

Supponendo che Z abbia la topologia discreta, verificare a) se f & continua,
b) se f & un omeomorfismo.

2. Sia Z? linsieme costituito dai punti di R? a coordinate intere e sia U
la famiglia costituita dai sottoinsiemi U C R? il cui complementare e’
contenuto in Z2.

(a) Dimostrare che U ¢ base di un’unica topologia 7.
(b) Verificare se R? con la topologia 7 & uno spazio Ty oppure Tb.

(c) Verificare se R? con la topologia 7 ¢ uno spazio compatto oppure
€oNnesso.

(d) Si determini la chiusura, rispetto alla topologia 7, di ciascuno dei
sottoinsiemi seguenti: A = {(0,0)}, B = {(1,—-1/2)}, C = {(t,t) €
R?:t e R}.

3. Sia X = 52 USL C R3 dove 52 = {(z,y,2) € $?: 2 < 0} & la 2-semisfera
inferiore chiusa, e St = {(z,y,2) € S* : y = 0,z > 0}. Dopo aver
verificato che X & connesso per archi, calcolarne il gruppo fondamentale.

4. Dimostrare che un sottoinsieme chiuso e discreto di uno spazio compatto
¢ finito.



SOLUZIONI
1) f & continua perché Z ha la topologia discreta e quindi ogni suo s.i. &
aperto, in paricolare lo sono quelli della forma f~1(A), con A C X aperto. f &
biunivoca ma non & un omeomorfismo perché non ¢ aperta. Infatti {0} = f({0})
non ¢ un s.i. aperto di X perché ogni aperto di R che contiene 0 contiene altri
punti di X. Quindi {0} & un s.i. aperto di Z la cui immagine non & aperta.

2) a) Per la Prop. 2.3 basta verificare che

- U & un ricoprimento: ovvio perché R? ¢ U{.

-Se U,V € U allora UNV & unione di elementi di /. Supponiamo U = R?\ 4,
V =R2\B, con A, B C Z2. AlloraUNV = (R?\ A)N(R?>\B) = R?\(AUB) €U
perché AU B C Z2.

b) (R2,7) non & Ty perché i punti a ¢ Z? non sono chiusi. Cio segue dal
fatto che un tale punto a appartiene a tutti gli aperti non vuoti della topologia,
e quindi il suo complementare non ¢ aperto. Non essendo 77, lo spazio non &
neanche 7T5.

c) (R?,7) non & compatto. Infatti il ricoprimento aperto: {R?\ (Z2\ {z}) :
x € Z?} & costituito da infiniti insiemi e non ammette un sottoricoprimento
finito, perché non ammette sottoricoprimenti propri.

(R2,7) & connesso. Infatti gli aperti di 7 sono precisamente gli elementi della
base U, ed il loro complementare ¢ un s.i. di Z2, che non appartiene a U, a
meno che non sia ). Pertanto non esistono s.i. propri aperti e chiusi.

d) A & chiuso perché & un s.i. di Z?, quindi A = A. Invece B e C non sono
contenuti in alcun s.i. di Z? e quindi I'unico chiuso che contiene B oppure C &
R2. Quindi B =R? = C.

3) S2 & omeomorfo ad un disco chiuso, che ¢ connesso per archi. Si e
omeomorfo ad un intervallo chiuso e limitato, anch’esso connesso per archi.
Inoltre S% NSL # 0 perché (0,1,0) € S2 NS, e quindi X & connesso per archi.

11 sottospazio S2 & contraibile, quindi ¢ omotopicamente equivalente ad uno
spazio costituito da un solo punto {x}. Quindi X & omotopicamente equivalente
allo spazio quoziente ottenuto contraendo S? a {x}, che & omeomorfo ad S*.
Quindi 7 (X) = 7 (S?) = Z.

4) Se Z C X, con X compatto e Z chiuso in X e discreto, allora Z & a sua
volta compatto. Essendo discreto possiede il ricoprimento aperto U = {{z} :
z € Z}, che non possiede sottoricoprimenti propri. Pertanto U dev’essere finito,
e cio avviene se e solo se Z ¢ finito.



