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1. (E. Sernesi - Geometria 2 - esercizio 15 pagina 134)

Dimostrare che GL,(R) e O(n) sono sconnessi.

Soluzione:

Consideriamo la funzione determinante, det. det ¢ una funzione continua
da M,(R) a R. Quindi se GL,(R) (risp. O(n)) fosse conneso allora
det(GL,(R)) (risp. det(O(n))) sarebbe connesso in R. Ma det(GL,(R)) &
uguale a R\ {0} (risp. {—1,1}) che non ¢ un connesso di R.

2. (E. Sernesi - Geometria 2 - esercizio 1 pagina 144)

Siano z, y punti di uno spazio topologico X. Dimostrare che le applicazioni
costanti ¢z, ¢, : I — X sono omotope se, e solo se, x e y appartengono
alla stessa componente connessa per archi.

Soluzione:

Supponiamo che ¢, e ¢, siano omotope. Allora per definizione esiste una
funzione continua F : I x I — X tale che Vs € T F(s,0) = c,(s) = «
e F(s,1) = ¢y(s) = y. In particolare F'(0,0) = z e F(0,1) = y. Sia
i : I — I x I la funzione inclusione i(t) := (0,¢). Allora « := F o4, essendo
composizione di funzioni continue, ¢ un arco. Inotre y(0) = F(0,0) = x
e v(1) = F(0,1) = y, quindi « e y appartengono alla stessa componente
connessa per archi.

Viceversa supponiamo che z e y appartengano alla stessa componente
connessa per archi. Allora, per definizione, esiste un arco v : I — X tale
che v(0) = z e y(1) = y. Si consideri py : I x I — I la proiezione sul
secondo fattore e si definisca F' := o py. F' & una funzione continua da
IxIin X e, perognis eI, F(s,0) = ~v(0) =z, F(s,1) = v(1) =y,
quindi F' ¢ un’omotopia tra c; e cy.

3. (E. Sernesi - Geometria 2 - esercizio 2 pagina 145)

Dimostrare che uno spazio X e contraibile se e solo se ’applicazione
identita su X, idx, € omotopa a un’applicazione costante di X in se stesso.

Soluzione:

Se X e contraibile allora, per definizione, esistono due funzioni f : X —
{p}eg:{p} — X taliche go f ~idx. go f & un’applicazione di X in se
stesso; inoltre (g o f)(z) = g(p) per ogni x € X, quindi g o f & costante.
Viceversa: sia h : X — X un’applicazione costante tale che h ~ idx.
Sia p := h(z). Sia f : X — {p} 'applicazione costante e g : {p} — X
I'inclusione di p in X. Allora go f = h ~ idx. Inoltre f og = idyy.
Percio, essendo f e g equivalenze omotopiche inverse I'una dell’altra, X &
omotopicamente equivalente a {p}, cioé X & contraibile.



4. (E. Sernesi - Geometria 2 - esercizio 3 pagina 145)

Dimostrare che un sottospazio convesso X di R™ ¢ contraibile.

Soluzione:

In virtu dell’esercizio precedente ci bastera dimostrare che idx ¢ omotopa
a un’applicazione costante di X in se stesso.

Senza perdita di generalita possiamo supporre 0 € X. Sia f : X —
X Tapplicazione costantemente nulla, i.e. tale che Vo € X, f(z) = 0.
L’applicazione F : X x I — R" tale che F(z,t) := tz ¢ un’applicazione
continua. Inoltre, per la convessita di X, F(X x I) C X, quindi F' pud
essere rivista come applicazione da X x I in X. In aggiunta F(z,0) =0
e F(z,1) = z, quindi F & un’omotopia tra la funzione costantemente 0 e
la funzione identita.

5. (E. Sernesi - Geometria 2 - esercizio 4 pagina 145)

Dimostrare che uno spazio contraibile X & connesso per archi.

Soluzione:

Essendo X contraibile esiste una funzione f : X — X costante tale che
f ~idx. Sia p:= f(z). Per definizione di omotopia esiste F': X x I — X
tale che per ogni z € X, F(x,0) =p e F(x,1) = . Percio, fissato z € X
e al variare di ¢t € I, F(x,t) & un arco con punto iniziale p e punto finale
2. Quindi C,(p) = X, ovvero X & connesso per archi.



