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1. Per calcolare le matrici di cambiamento di base, puo essere utile ” aiutarsi”
con la base canonica, che semplifica i calcoli. Infatti, M, ,(I) = M, () -
Mep(I) = (Meo(I)™! - Mep(I) € Myo(I) = (Map(I)) ! = (Mep(I)) " -
M. ,(I), dove e ¢ la base canonica. Si noti che M, ,(I) e M, ,(I) pos-
sono essere ottenute semplicemente mettendo in colonna le coordinate dei
vettori rispettivamente di a e di b.
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1 2 0 -1 0 -1 -1 -2 4
(a) Mapy(M=| 0 1 2 01 1 1 =1 2 1 =2
1 1 1 0 -1 -1 -1 1 1
1 5 1
-1 0 -1 -3 -2 -3 -3 -9
0o -1 -1 % 0 3 %
1 2 3
1 3 2
-2 —4 -3
-5 0 -3 1 1 0
(b) Map(M=1| 6 0 3 Mpal)=|{ 0 -3 1
4 1 2 -2 -3 0
% 0 -3 -1 0 0 0 2
I 0 2 o0 0 2 1 -1
(c) Myp(I) = _21 - My (I) = 1 1
11 -4 0 0 3 0 —2
i 0 0 0 1 -5 0 3
-1 3 1 -3 1 1 1 1
0 -2 1 1 -2 —4 1 -3
(d) Ma,b(H)_ 1 -1 0 1 Mb,a(I[)_ -1 -2 1 =2
1 0 -2 1 -3 -5 1 —4

2. Per determinare la matrice associata a F' rispetto a v si puo usare la for-
mula M, (F) = M, (1) - Mo(F) - Mg (1) = (Me, (1))~ - Mo(F) - Me (D),
dove e ¢ la base canonica di R3. La matrice M. (F) si calcola facilmente
mettendo in colonna le immagini dei vettori della base canonica, ed ¢

1 01
1 2 0 |, mentre M, ,(I) si ottiene anch’essa facilmente mettendo
2 31
1 1 -1
in colonna le coordinate dei vettori di v, e quindi & 1 -1 -1

-1 -1 -1
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1 1 -1\ /101
Abbiamo quindi che M,(F) = 1 -1 -1 -1 2 0
-1 -1 -1 2 3 1
1 1 -1 0 1 -1 1 0 1 1 —1
1 -1 -1 =11 -1 0 120-(111
-1 -1 -1 -1 0 -1 2 31 -1 -1 -1
-1 1 3
il -3 11
-4 2 8
Ragionando come sopra, abbiamo che My, ,(G) = My e (1) - Mo (G) -
M, ,(I), dove ¢’ & la base canonica di R*. Siha che M, ¢ (1) = (M., (1)) 71,
con quest’ultima matrice che si calcola in maniera analoga a M, ,(I). Si
1 -1 0 1\ ' /1 0 1
.1 0 1 0 0 1 1 1
ha quindi che M,, ,(G) = 1 1 1 -1 1 _1 92
-1 0 -1 -1 2 1 2
1 1 1 2 1 1 1 1 0 1 1 1
Lo i) for 00 oo |,
4 2l -2 2 0 -1 1 -1 2 o
0 1 -1 -1 2 1 2
0o -2 -—-14
1 1 -1 -3
21 -3 3 15 |’
1 1 9
0 1 -1 1 0 2
Myw(H) = My ()Mo (H) Mo (M) =3 1 =1 0 1 -1 -1
-1 -1 0 1 0
Lot -2 -4 -3 0
0o 1 0 0 1
=z 3 4 3 -3
1 1 1 -1 2 3 _9 _9 1
-1 0 -1 -1
-1 -5 -6 1
o S R I |
My(I) = My,er(I) - Mo (1) - Mes oo (I) = 5 9 9 4 0
5 3 4 -1
1 -1 0
Le matrici di cambiamento di base sono M.(I) = [ 0 1 1 e
1 0 -1
1 1 1
My.(I) =% -1 1 1 |. Dal testo conosciamo le coordinate delle
1 1 -1
immagini dei vettori di b rispetto alla base canonica, quindi M, ,(T) =
0 1 1
1 01 Per trovare M.(T) & sufficiente calcolare, secondo la
-1 1 0
0 1 1
formula del cambiamento di base, M, (1) - My (I) = 1 01
-1 1 0
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. Analogamente, M;(T) = My, (I)-
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L’applicazione & definita come F(ag+a1 X +as X?+a3X?) = a1 +2a2X +
3a3 X2, quindi affinché F(p(x)) = 0 dobbiamo imporre a; = as = a3 = 0,
quindi il nucleo e costituito dai polinomi costanti, cioe¢ ker I’ = R; per
I'immagine, notiamo che al variare di a1, as,as si trovano tutti e soli i
polinomi di grado < 2, quindi Im(F') = Il,.

010

Lo . . .1 0 0 2

La matrice rispetto alla base canonica si calcola facilmente ed 00 0
0 0O

Per trovare la matrice rispetto alla base b si puo usare la formula del cam-
biamento di base My(F) = (M. p(I))~! - Mo(F) - M. (I). Si ha quindi

1 -1 0 0 0100 111 1
0 1 -1 0 00 20 01 1 1

My(E)=1 4o o 1 -1 000 3 001 1|~
00 0 1 00 0 0 00 0 1

01 -1 -1

00 2 -1

00 0 3

00 0 O

o w oo

(a) Vera. Infatti, se v ... v, sono linearmente dipendenti, allora Ja; ... a, €

K non tutti nulli tali che a1 - vy + -+ + a, - v, = 0. Dalla lin-
earith di F segue che 0 = F(0) = F(ay -v1 + -+ + ap - vp) =
ay - F(v1) + -+ + ap - F(vy,), ma essendo aj ...a, per ipotesi non
tutti nulli, abbiamo che F(v1)... F(v,) sono linearmente dipendenti.

Falsa. Basta prendere come controesempio ’applicazione che manda
tutti i vettori nello 0: in questo caso, qualsiasi n-upla di vettori,
quindi in particolare una n-upla di vettori indipendenti, viene man-
data in una n-upla di vettori tutti nulli, quindi dipendenti.

Vera. Dimostriamo che se F(vy)...F(v,) sono linearmente dipen-
denti, allora vy ... v, sono linearmente dipendenti: se F'(v1)...F(v,)
sono linearmente dipendenti, allora Ja;...a, € K non tutti nulli
tali che a1 - F(v1) + -+ + an - F(v,) = 0 Inoltre abbiamo che se
F € GL(V), allora ker F = {0}, quindi, per la linearita di F' si ha
che 0 =ay-F(v1)+- +an -Fu,) = Flay-v1+- - 4an-v,) = ay-v1+
- ++ay-v, =0, maessendo a; . ..a, per ipotesi non tutti nulli, abbi-
amo che vy ... v, sono linearmente dipendenti. (Alternativamente, si
poteva ragionare nel seguente modo: aj vy 4+ +an v, =0 a; =
0, Vi, inoltre essendo F' un automorfismo, F(v) = 0 < v = 0, quindi
ar v+ tan v, =00, =0,Vi < 0=F(ay-vi+-+a, v,) =
ay - F(n)+---+ay, - F(v,), quindi F(vy)... F(v,) sono linearmente
indipendenti.)



6. Una proprieta delle applicazioni lineari ¢ che vettori linearmente dipen-
denti vengono mandati in vettori linearmente dipendenti (come era chiesto
di dimostrare nell’esercizio precedente), ma in questo caso abbiamo che
{e1 + e3,e2 + €4, €1 + €2,e35 + e4} sono linearmente dipendenti (la somma
dei primi due & uguale alla somma degli ultimi due) mentre ovviamente
{e1, ea,e3,€4}, essendo una base, non possono esserlo. (Alternativemente,
si poteva notare che, se esistesse una siffatta applicazione lineare F', si
avrebbe che e; +ex = F(eg +e3) + F(ea+eq) = F(eg +ea+e3+e4) =
F(ei+es)+F(es+es) =esz+eqs = e1+es—esz—eq =0, quindi avremmo
trovato una combinazione lineare non banale di {ej,es,e3,e4} che da il
vettore nullo, cosa che e assurda in quanto i vettori in questione, essendo
una base di R*, sono linearmente indipendenti.)

7. Mostriamo che se u € ker (G), allora u € ker (F o G) e che se w € Im(F o
G) allora w € Im(F): u € ker (G) & G(u) =0y = F(G(u)) = F(0y) =
Ow = u € ker (F o G), quindi ker (G) C ker (F o G).

w € Im(FoG) & Ju e U tale che (FoG)(u) = F(G(u)) =w = Jv =
G(u) tale che F(v) = w = w € Im(F), quindi Im(F o G) C Im(F).



