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1. Per determinare se F' & diagonalizzabile, rappresentiamola in forma ma-
triciale rispetto alla base canonica e calcoliamone il polinomio caratter-
istico: (si noti che, scegliendo un’altra base, il polinomio caratteristico
sarebbe stato lo stesso; e stata scelta quella canonica per semplificare i

1-A 0 1
conti) Pr(A\) = det (M (F)—X-I3) = det -1 1-Xx 0 =
1 0 1—2A
A3 —3XA2 42X = A(A—1)(A—2). Ci sono quindi 3 autovalori distinti (0, 1 e
2) e percio F' & diagonalizzabile; per determinare una base di autovettori,
cerchiamo i generatori dei rispettivi autospazi, cioe delle soluzioni dei sis-

z 0
temi omogenei (M (F)—X-I3)-| v | = 0 |, per A=0,1,2. Per
z 0
rz+2z=0
A = 0 troviamo —z+y =0 , che ha come soluzioni ((1,1,—1)); allo
rz+2=0

stesso modo, troviamo i generatori degli autospazi relativi a 1 e 2, che
sono rispettivamente (0,1,0) e (1,—1,1). Quindi, una base di autovettori
per F ¢ {(1,1,-1),(0,1,0),(1,—1,1)}. Per passare dalla base canonica
a quella composta da questi autovettori, abbiamo che My(F) = M, ((I) -

1 0 1
ME(F) Me,b(H) = (Me,b(H))_ ME(F) Me,b(H> - 1 I -1
-1 0 1
1 01 1 0 1 1 0 -1 1 01
-110 1 1 -1 |=3(02 2 | -1 10
1 0 1 -1 0 1 1 0 1 1 0 1
1 0 1 0 00
1 1 -1 =1 0 1 0 |, chee una matrice diagonale.
-1 0 1 0 0 2
Ragionando come sopra, si trova che Pg(\) = det (M.(G) — X-13) =
1-A 0 2
det 2 1-X 0 =X -3 +XA-3=AN=-3)(A2+1).
1 1 1-—A

Abbiamo quindi un unico autovalore reale (3), che ha molteplicita alge-
brica 1, quindi I’autospazio relativo a questo autovettore avra dimensione
1; quindi, essendo la somma delle dimensioni degli autospazi strettamente
minore dello spazio su cui e definita G, I’applicazione NON ¢ diagonalizz-
abile.

Pg(A) =X =3X2 =X +3=(\—1)(A+1)(A — 3), quindi gli autovalori



di H sono 1,—1 e 3; ho quindi tre autovalori reali distinti, pertanto H &
diagonalizzabile; il sottospazio relativo a 1 & generato da (1, -2, —1), quello
relativo a —1 & generato da (1,0, —1) e quello relativo a 3 da ( z

575

o . . 4”3

Quindi una base di autovettori per H & {(1,—-2,-1),(1,0, — 1 3,3)

2 —

Infine si ha che My(H) = My o(I)- Mc(H)-Mcp(I) = 5 | 1 )
5
1 -1 2 1 1 1 1 0 O
-1 1 -1 ]| -2 0 -2 ]=|l0-10
2 1 1 -1 -1 2 0 0 3

. Per trovare autovalori e autospazi di A, calcoliamo il polinomio carat-
teristico come nell’esercizio precedente: abbiamo che Pa()\) = A2 — 2\ =
A(A—2). La matrice ha quindi due autovalori reali distinti e pertanto ¢ di-
agonalizzabile. Per trovare gli autospazi, cerchiamo le soluzioni dei sistemi

lineari (A—()-]b)-( 5 > = ( 8 ) e(A—2~I[2)-( ‘; ) = < 8 >;sitrova

rispettivamente ((1,—1)) e ((1,1)). Per trovare le matrici M e D conviene
considerare ’applicazione lineare F' definita dalla matrice A rispetto alla
base canonica: A=M.(F); essendo b = {(1,—1),(1,1)} una base di au-
tovettori di A (e quindi di F'), avremo che M;(F) & una matrice diagonale

0 2
quindi D = M, (F). Inoltre, per la formula di cambiamento di base, abbi-
amo che D = My(F) = Mp (1) Mo (F)- M, (1) = (M, (1))t A- M, 4(T),
quindi M = M, (1) = _11 }

Pg(\) = X3 —=3X2 +3X\—-2=(A—2)(A2 = X\ + 1, quindi B ha un unico
autovalore reale (2) con molteplicita algebrica 1; quindi la matrice B NON
¢ diagonalizzabile.

Po(A) = M =2X3 -3\ +4X+4 = (A—2)(\+1), quindi gli autovalori di C
sono —1 e 2; per vedere se C & diagonalizzabile andiamo a studiare le di-
mensioni dei sottospazi relativi ai due autovalori; il sottospazio relativo a
2 & generato dai vettori (1,0,1,1), (0, 1,2, 1) mentre il sottospazio relativo
a —1 & generato da (1,0,1, —2),(0,1,—1, 1), quindi abbiamo che la somma
delle molteplicita geometriche € uguale alla dimensione dello spazioe quindi
possiamo concludere che la matrice & diagonalizzabile. Quindi una base di
autovettori per C ¢ {(1,0,1,-2),(0,1,-1,1),(1,0,1,1),(0,1,2,1)}. Infine

avente i due autovalori di A sulla diagonale principale, ovvero ( 0 >,

1 0 1 0 -1 0 0 0
. 0 1 0 1 0 -1 0 0
si ha che M = 1 1 1 9 eD = 0 0 2 0
-2 1 11 0 0 0 2

. Il polinomio caratteristico di A & A(A2—2X—(k?+k)), quindi gli autovalori
sono 0, 1+vk2 + k+ 1e1—vk? + k + 1. Ovviamente (visto che k?+k+1
¢ un polinomio irriducibile, i.e. non si annulla mai), 1 + vk +k+1 e

—Vk2 + k + 1 sono sempre radici distinte cosi come 0 e 1+ k2 +k + 1
(per la stessa motivazione), resta da controllare per quali valori di & si ha
che 1 —vk2+k+1 =0, ossia quando k? + k = 0, ma cid succede solo
quando k£ = 0,—1. Quindi per k& # 0,—1 ho tre autovalori reali distinti




e quindi A & diagonalizzabile, mentre se k& = 0 si ha che dimVy = 1, ma
come abbiamo visto in precedenza la molteplicita algebrica di 0 ¢ 2 (i.e.
A non ¢ diagonalizzabile); infine se k = —1 svolgendo i conti si trova lo
stesso problema riscontrato nel caso k = 0, quindi anche in questo caso la
matrice non risulta essere diagonalizzabile.

Il polinomio caratteristico di B si fattorizza in (A —1)2(A% — A — k), quindi
per k < —i abbiamo un solo autovalore reale con molteplicita algebrica
2, quindi B non puo essere diagonalizzabile; se k = i abbiamo due au-

tovalori (O,%)7 ciascuno con molteplicita algebrica 2 ma la molteplicita
1

geometrica di % ¢ 1, quindi B non ¢ diagonalizzabile; se —3 < k < 0
ho tre autovalori distinti 1,3(1 + v/1+ 4k) e (1 + /1 + 4k) che hanno,
rispettivamente, molteplicita geometrica(dimensione dell’autospazio asso-
ciato) 2,1 ed 1 quindi, visto che la somma delle dimensioni degli autospazi
¢ pari alla dimensione dello spazio si ha che la matrice ¢ diagonalizzabile;
se k = 0 invece si hanno solo due autovalori 0 con molteplicita algebrica
e geometrica pari ad 1 ed 1 con molteplicita algebrica 3 e molteplicita
geometrica 2, quindi risulta che B non é diagonalizzabile in questo caso;
infine se k£ > 0 abbiamo tre autovalori reali distinti di cui uno di essi
(¢ proprio 1) ha molteplicita geometrica 2 quindi, visto che la somma
delle molteplicita geometriche é pari alla dimensione dello spazio si ha che
B in questo caso é diagonalizzabile. Ricapitolando B e diagonalizzabile
s ke (—%,O) U (0, 400).

Il polinomio caratteristico di C' & (A — 1)(A — 2)(A — 3)(A — k), quindi per
k ¢ {1,2,3} la matrice ha quattro autovalori distinti e quindi & diagonal-
izzabile; se k = 2 l'autospazio relativo all’autovalore 2 ha dimensione 2,
quindi anche in questo caso C' & diagonalizzabile; infine, se k = 1 oppure
k = 3 ognuno dei tre autospazi ha dimensione 1, quindi non & diagonaliz-
zabile. Riassumendo, C' & diagonalizzabile < 1 #£ k # 3.

. Verifichiamo la linearita: siano A = [ “11 @12 , B = b biz €
Go1 29 ba1  bao

M>(R) e a, 3 € R. Allora F(a - A+ 3-B) = (a- A+ 3-B)} =

a-an+6-bn a~a21+ﬂ~b21):a'( ain a2 )+ﬂ- bin bar | _
a-app+B-bia a-axn+ 8- by aiz  az bz b2

a-At+3-Bt = a-F(A)+ - F(B). La matrice rispetto alla base canon-

1 0 0 O
N 0 010 . . .
ica e o100 | Per trovare quella rispetto a b si puo applicare
0 0 0 1
la formula di cambiamento di base e si trova M, (F) = (M, (1))~ M. (F)-
1 1 0 0\ /1000 1 1 0 0
1 -1 0 O 0 0 1 0 1 -1 0 O
Mep@M=1 14 o 1 1 1o1o0o0|fo o 1 1|~
0O 0 -1 1 0 0 0 1 o 0 -1 1
1 1 0 0 1 0 0 O 1 1 0 O 1 1 1 1
1 1 -1 0 0 . 0 0 1 0 1 -1 0 O 1 1 1 -1 -1
210 0 1 -1 01 00 0 0 1 1 211 -1 1 -1
0O 0 1 1 0 0 01 0 0 -1 1 1 -1 -1 1

Cerchiamo ora il polinomio caratteristico, usando per semplicita la matrice



1-X 0 0 0
. . 0 -2 1 0
rispetto alla base canonica: Pgr(\) = det 0 Y 0 =
0 0 0 1-2X
At —2X3 +2X — 1= (A —1)3(A +1). Calcoliamo ora gli autospazi relativi
ale—1:

0 0 0 0 a1 0
0 -1 1 0 0
Viclg 1 —1 0 Z;? =lo |7z N=
0 0 0 0 a9 0
( 10 0 0 01 >
oo0/'\o 1)1 o0
2 0 00 ail 0 _
01 1 0 19 0 a1 =0
Vaurl o101 0 a | =0 | T ) 2T ==
000 2 ago 0 azz =0
0 1
<(_1 O)>

Avendo trovato una base di autovettori{( (1) 8 ) , ( 8 (1) > , ( (1) (1) )

possiamo dire che 'operatore F' ¢ diagonalizzabile.

(Si noti che autovalori, autospazi e diagonalizzabilita potevano essere dis-
cussi senza fare calcoli con il seguente ragionamento teorico: ogni matrice
simmetrica & per definizione tale che F(A) =*A = A e ogni matrice sim-
metrica & tale che F'(A4) = *A = — A, quindi le prime sono autovettori con
autovalore 1 e le seconde autovettori con autovalore —1, e poiché lo spazio
delle matrici quadrate ¢ somma diretta di questi due autospazi, questi
erano tutti e soli gli autovalori e autospazi e 'operatore di trasposizione &
percio diagonalizzabile).

. Per dimostrare la prima parte & sufficiente notare che A e ‘A hanno
lo stesso polinomio caratteristico: se P4(A\) = Pis(\), i due polinomi
avranno le stesse radici, che sono proprio gli autovalori di A e ‘A rispet-
tivamente. L’uguaglianza dei due polinomi caratteristici discende della
linearita dell’operazione di trasposizione, che si verifica immediatamente
(tra laltro & gia stata vista nell’esercizio precedente) e dall’invarianza
per trasposizioni del determinante: det (!4 — X -1,,) = det (A — X -'I,,) =
det*(A—X-1,) = det (A — X\-L,). Tuttavia, non ¢ detto che gli autovet-

tori di ‘A siano gli stessi di A: ad esempio, ha come autovalori

1 1
0 0
0 e 1, lautospazio relativo a 0 & ((1,—1)) e quello relativo a 1 & {(1,0));
tA = ( 1 8 ) invece ha come autospazio relativo a 0 ((0,1)) e come

autospazio relativo a 1 ((1,1)).

. Se A ¢ una matrice diagonalizzabile, allora esiste una matrice invert-
ibile M tale che M~' - A- M = D, con D matrice diagonale. Allora
M=t A2 . M =M1 A-M-M"1'- A-M = D?, che & una matrice
diagonale perché prodotto di due matrici diagonali, quindi anche A2 &
simile ad una matrice diagonale, cioe e diagonalizzabile. Il viceversa, tut-



tavia, non & vero: consideriamo ad esempio A = ( 8 é ) € My(R):

A? = ( 8 8 ), che ¢ ovviamente diagonalizzabile (essendo diagonale),

ma A non ¢ diagonalizzabile: infatti Pa(\) = A? e Pautospazio relativo
all’autovalore 0 ha dimensione 1, perché corrisponde proprio alle soluzioni

del sistema A - ( ;j ) = < g >, e la matrice A ha rango 1



