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. Dimostrare che se n,m € N si scrivono come somma di due quadrati,
allora nm si scrive come somma di due quadrati.

Per ipotesi Ja,b,c,d € N tali che n = a® + 0> e m = ¢ + d?. Allora
nm = a?c® + a%d® + b*c® + b?d? = (ac — bd)? + (ad + bc)?. Si noti come
tale uguaglianza risulti naturale usando i numeri complessi: n = a? +b% =
la +ib]2,m = ¢ + d? = |c + id|?; ma allora nm = |a + ib]?|c + id|? =
|(a + ib)(c + id)|? = |(ac — bd) + i(ad + bc)|? = (ac — bd)? + (ad + be)?.

. Dimostrare che se z € C & radice di un polinomio a coefficienti in R allora
anche 7 ne e radice.

Per ipotesi Jay, . . . , a, € R tali che ag+a12+a22%+...+a,2" = 0. Ma allo-
raag+ a1z +asz2+...+apz" =0=0,doveag + a1z +azZ+...+apz" =
ag+aiz+...+a,2" = ag+a1Z+...a,z" dato che gli a; sono reali; segue

la tesi.

. Trovare tutte le soluzioni complesse dell’equazione (z — 1)* = 2*.
. Trovare tutte le soluzioni complesse dell’equazione Im (zE + % +z+ E) =
0.

1

Im (22 + L +2+2) =Im (22)+Im (2)+Im (¢ +2) = Im (1) =Im (%) =
WIm(E)' Scrivendo z = z + iy,z # 0 'equazione ¢ ridotta a: y = 0

Percio I'insieme delle soluzioni dell’equazione ¢ R\ {0}.

. Siano a,b,h € Z, con (a,b) # (0,0) e h # 0. Usando la definizione di
massimo comun divisore, dimostrare che M CD(ah,bh) = |h|MCD(a,b).

|h|MCD(a,b) | ahe|h|MCD(a,b) | bh percid |h|]MCD(a,b) | MCD(ah,bh),
dacui 3k € Nt.c. |h|kMCD(a,b) = MCD(ah,bh). Quindi |h|kMCD(a,b) |
ah = EMCD(a,b) | a e |h|kMCD(a,b) | bh = kMCD(a,b) | b, Percid
EMCD(a,b) | MCD(a,b) da cui k =1 e la dimostrazione ¢ conclusa.

. Utilizzare ’esercizio precedente per dimostrare il lemma di Euclide: “Siano
a,b, c € Z, tali che c|ab e tali che a e ¢ siano coprimi; allora c|b”.

Dato che c|ab allora 3k € Z tale che ck = ab. MCD(a,c) =1 = |b| =
MCD(ab, cb) per lesercizio precedente. Quindi |b] = MCD(ck,cb)
le|]MCD(k,b) da cui clb.

. Trovare MC'D(142,96) e MCD(212,176) e scriverne delle identita di Bézout.



8. Siano a,b € Z, (a,b) # (0,0). Siad = MCD(a,b) e d = aa+ b un’identita
di Bézout. Dimostrare che tutte e sole le identita di Bézout per a,b sono

del tipo d = (a + nm) a+ (B — nm) b al variare di n € Z.

Basta far vedere che se d = o’a+8'b allora m | (a—a') e STeIIEw0)] |
(8" — B): infatti se cosl & Jh, k € Z tali che &/ = a + kﬁ(ab) eff =
B+ hireharsy- Dato che (a —a')a = (8 — p)b allora h = —k e abbiamo

concluso.

Mostriamo allora che W(mb) | (= a'): MCDb(a,b)|MCDb(a,b) B -p) =
b (a—a')a

MCD(a,b) I MCD(a,b)

Euclide si conclude.

= MCLb)(lLb) | D) (a — ). Per il lemma di

9. Si supponga di avere due grandi contenitori non graduati, il primo di
2873 litri, il secondo di 2380 litri e una vasta cisterna vuota. Avendo a
disposizione una fontana d’acqua e usando i contenitori € possibile fare
in modo che la cisterna alla fine contenga un solo litro d’acqua? Se si,
come? Se no, qual ¢ il minimo numero positivo di litri che la cisterna
dovra necessariamente contenere?



