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Flusso massimo su
una rete




Reti di flusso

Una rete di flusso € una quaterna (G, s, ¢, ¢), dove:
G = (V, E) € un grafo orientato;
s € V(G) e una sorgente di G, ossia un vertice privo di spigoli entrant
t € V(G) e un pozzo di G, ossia un vertice privo di spigoli uscenti
c: V' x V— R" & una funzione capacita, tale che se (u, v) € E(G) risulta c(u, v) =0

La rete di flusso e tale che se (u, v) € E(G) allora (v, u) € E(G)

Se il grafo G ha sia lo spigolo (u, v) che lo spigolo (v, u), allora si introduce un nuovo vertice fittizio z e si
sostituisce lo spigolo (v, u) con i due spigoli (v, z) e (z, u) assegnando ad entrambi la capacita c(v, u)

Se per ogni v € V(G) esiste un cammino p: s ~ v ~ tallora la rete e connessa e risulta |E(G)| > |[(G)| - 1
Un flusso e una funzione f: V' x JV— R tale che

simmetria: f(u, v) =—f(v, u)

vincolo sulle capacita: per ogni u, v € V(G) risulta fu, v) < c(u, v)

conservazione del flusso: per ogni u € V(G) \ {s, ¢} risulta ZveV(G) f(u,v) = ZveV(G) f(vu)



Reti di flusso

Se la rete ha piu di una sorgente si aggiunge una «super-sorgente» s* con spigoli uscenti da s* entranti
nelle sorgenti, con capacita infinita; analogamente nel caso in cui sia presente piu di un pozzo, si aggiunge
un «super pozzo» t* collegato ai pozzi con spigoli di capacita infinita
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Flusso massimo su una rete

| flusso della rete e dato dal flusso totale che esce dalla sorgente:

|f|: Z f(S,V)

veV(G)

Data una rete di flusso (G, s, t, ¢) il problema di ottimizzazione combinatoria che si intende risolvere
chiede di individuare il massimo flusso che puo essere trasferito nell’unita di tempo attraverso la rete dalla

sorgente s al pozzo ¢

Il problema e molto diverso dal problema del cammino di costo minimo dal vertice s al vertice ¢
nel caso del problema del cammino di costo minimo, si chiede di individuare un solo cammino (di costo minimo)
da s at, tra tutti i possibili cammini esistenti tra i due vertici

nel caso del problema di flusso massimo, si chiede di calcolare il massimo flusso che puo passare attraverso la
rete senza superare i limiti di capacita degli spigoli, utilizzando contemporaneamente tutti i possibili cammini da

sat



I Flusso massimo su una rete

“ Esempio:
* il flusso passa attraverso gli spigoli senza mai superare la capacita
* il flusso entrante in ogni spigolo e uguale al flusso uscente (ad eccezione della sorgente e del pozzo)

* il valore del flusso massimo che passa attraverso laretee | f|=12
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Capacita residua, rete residua, cammino aumentante

Data una rete di flusso (G, s, t, ¢) e un flusso | f| calcolato sugli spigoli di G, la capacita residua della rete
cf(u, v) sugli spigoli di G e la capacita rimanente dopo aver fatto passare il flusso fsullo spigolo (u, v):

cr(u, v) = c(u, v) — fu, v)

La rete residua di G indotta dal flusso fe una rete di flusso (Gf, S, t, cf) dove:

cre la capacita residua della rete dopo aver fatto passare il flusso fsu G
Ge=(V, Ep, Er= {(u,v) € VX V: cr(u, v)> 0}

Un cammino aumentante su G con flusso f€ un cammino p: s ~ ¢ su Gy
Ogni spigolo di p puo accettare un flusso positivo senza superare il limite di capacita dello spigolo stesso

La quantita massima di flusso di cui puo aumentare ogni spigolo di p e la capacita residua di p:

cr(p) = min{cy(u, v): (u, v) € p}



Capacita residua, rete residua, cammino aumentante

4

rete di flusso (G, s, ¢, ¢)

flusso iniziale | f| =0

0/9 9

cammino aumentante p: s ~> ¢ rete di flusso residua (G s, ¢, ¢y)

trasporta un flusso | /=4 lo spigolo (2,3) si & saturato e al suo posto &
stato creato uno spigolo (3,2) di capacita 4



I Algoritmo di Ford e Fulkerson

" Data la rete di flusso (G, s, t, c) si vuole calcolare il massimo flusso | f| = Z f(s,v)
veV(G)

Lester Ford jr.
(1927 - 2017)

Algoritmo 28 FORD-FULKERSONGENERICO(G, s, 1, )
Input: Una rete di flusso (G,s,t,c¢)

Output: Il valore del massimo flusso |f| per G

1: inizializza il flusso f =0

2: fintanto che esiste un cammino aumentante p ripeti |
3: aumentail flusso f lungo p Delbert R, Fulkerson
4: fine-ciclo (1524 -1976)

“ 1l cammino aumentante al passo 2 viene individuato con una visita in profondita del grafo Gy a
partire dal vertice s

" Complessita: O(m | f)
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Input: Una rete di flusso (G, s,1,c¢)
Output: Il valore del massimo flusso |f| per G

1: per ogni (u,v) € E(G) ripeti

2: fluw)=0; fuu):=0

3: fine-ciclo

4: fintanto che J un cammino aumentante p : s ~ ¢ in G/ ripeti
5:  cf(p) :=min{cs(u,v) tale che (u,v) € p} dove:

c(u,v) — f(u,v) se (u,v) € E(G)

I Algoritmo di Ford e Fulkerson Algoritmo 29 FORD-FULKERSON(G,s,t,c)

4

9 ef(u,v) = f(v,u) altrimenti
6: per ogni spigolo (u,v) € p ripeti
7 se (u,v) € E(G) allora
8: f(u,v) .= f(u,v) +cr(p)
9: altrimenti
10: f(vu) := f(v,u) —cs(p)
11 fine-condizione

12:  fine-ciclo

13: fine-ciclo

14: |f*| — O

| f1=12 Flusso massimo: non esistono 15: per ogni v € V(G) ripeti

pil cammini aumentantidasa ¢ 16: If*l = |f*| +f(S,V)
17: fine-ciclo
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Flusso massimo e taglio minimo

Un taglio di una rete di flusso (G, s, t, ¢) e una coppia (S, T) taliche S, T V(G),s€ S, t€ T, T=V\S
La capacita del taglio (S, 7) e ¢(S, T) = ). c(u, v) per (u, v) € E(G)talicheu € SeveT
Un taglio minimo & un taglio di capacita minima per la rete di flusso

Flusso netto del taglio: f(S,T) =Y ,csver f(u,V)
’ taglio (S, 7) di capacita (S, T) = 16

Osservazione: il valore di un flusso e limitato superiormente dalla capacita di un taglio qualsiasi della rete;
quindi il flusso massimo sulla rete e limitato superiormente dalla capacita del taglio minimo per la stessa rete



Flusso massimo e taglio minimo

Teorema del flusso massimo e del taglio minimo (Ford e Fulkerson). Se f e un flusso per la rete (G, s, ¢, ¢)
allora le seguenti affermazioni sono equivalenti:

1.|f] € un flusso massimo

2. La rete residua anon contiene cammini aumentanti

3.1f=c(S, T) per qualche taglio (S, T) di G

Dimostrazione:
1 = 2: Se per assurdo esiste un cammino aumentante in G¢ (uncamminopdasatin Gf) allora il flusso su quel
cammino é f, e risulta f+ f, > fe dunque f non € massimo
2 = 3:Se Gynon ha cammini aumentanti, quindi non esiste un cammino da s a ¢in Gy sia S = {u € V(G): in Gy
esiste un camminop:s > u} e I'=V\S; (S, T) e un taglio e risulta f{u, v) = c(u, v) per ogni (u,v) € E(G) tale che
u€SeveT,dunque|f|=AS, T)=c(S, T)
3=21:|f|<ce(S, T) per ogni taglio (S, T); dunque se | f| = ¢(S, T) allora fe€ un flusso massimo =



Algoritmo di Edmonds-Karp

“ 'algoritmo di Ford e Fulkerson puo rivelarsi assai inefficiente in alcuni casi

Jack Edmonds
(1934)

“ 1l problema é nella selezione del cammino aumentante: Edmonds e Karp proposero un algoritmo
simile, ma piu efficiente, che seleziona i cammini aumentanti eseguendo la visita in ampiezza
della rete residua

Richard Karp
(1935)

|| =2.000

Complessita: O(n m?)
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Matching massimale

Dato un grafo G = (V, E), un matching (accoppiamento) e un sottoinsieme M C E tale che per ogni
v € V(G) esiste al massimo uno spigolo (u, v) € M

Un matching e massimale se |M| € massima

M= 1(2,6), (3,5); M=1(1,2), 3,7, (5,6)}

(M) =3

M =2
(4)

M e un matching
massimale



Matching massimale su un grafo bipartito

Sia G = (V, E) un grafo bipartito con 4, B < VtalicheAUB=V, 4N B=Q e perogni(u, v) € E(G)
risultaue€deveRB

Possiamo costruire una rete di flusso (G, s, ¢, ¢)
associata a G aggiungendo una sorgente s e un pozzo ¢
e collegando ad s tuttii verticiu € A e al pozzo ¢ tutti |
vertici v € B e definendo la capacita c(u, v) = 1 per ogni
(u,v) € E'(G)

Un matching M su G identifica un flusso su G’ con valore
1= 2wy € p e, v)

D’altra parte, ogni flusso da s a f su G’ identifica un matching su G

Dunque un flusso massimo su G’ e anche un matching massimale su G e viceversa: pertanto un matching
massimale su un grafo bipartito puo essere calcolato applicando un algoritmo di flusso massimo alla rete

di flusso (G, s, t, ¢)
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I Algoritmo Push-Relabel

® Con 'obiettivo di costruire una nuova strategia risolutiva per il problema del massimo flusso su
una rete, definiamo un concetto un po’ diverso da quello del flusso, rilassando alcuni vincoli e

definendo il preflusso come una funzione f: V' x V' — R tale che valgano le seguenti proprieta: il
(1948)

° antisimmetria: f (u, v) = —f (v, u)
° vincolo di capacita: f'(u, v) < c(u, v)
* proprieta debole di conservazione del flusso: f(V, u) >0 perogniu € V'\ {s}

“ Definiamo il flusso in eccesso come e(u) = f(V, u); diciamo inoltre che se e(u) > 0 allora
u€V\ {s, t} etraboccante

Andrew Vladislav Goldberg
(1960)

% Sia (G, s, t, ¢) una rete di flusso con G = (V, E) una rete di flusso con sorgente s, pozzo ¢,
preflusso f'e capacita c¢; una funzione altezza 4: V' — N e definita ponendo:

* h(s)=1V]
°* hit)=0
* h(u) < h(v) + 1 per ogni (u, v) € Ef
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Algoritmo Push-Relabel

Definiamo le seguenti operazioni elementari:

e(u)>0
“ PusH(u, v) Au, v) = flu, v) + e(u)
si applica se u e traboccante e A(u) = h(v) + 1 per ridurre il flusso in \
eccesso in u scaricandolo verso v h(w) = h(v) + 1 cAu,v)>0 }
- h(v)
Algoritmo 30 PUsSH(u,v)

1: x:= min{e(u),cr(u,v)}
2: f(u,v) = f(u,v) + X, f(v’u) = —f(u,v)
3: e(u) =e(u)—x,e(v) =e(v)+x

® RELABEL(u) W =hv)+1 ...,

si applica gquando u € traboccante e tutti i vertici v adiacenti a u nella rete
residua sono tali che A(u) < h(v); allora si innalza u# al minimo necessario

per poter scaricare il flusso in eccesso verso un vertice v adiacente a u nella
rete residua Gyeseguendo l'operazione PUsH(u, v)

Algoritmo 31 RELABEL(u)
1: h(u) = 1+ min{A(v) : (u,v) € Ef}

Universita Roma Tre — Dipartimento di Matematica e Fisica
Marco Liverani, Ottimizzazione Combinatoria

- h(vy)




I Algoritmo Push-Relabel

® Lalgoritmo per il calcolo del flusso massimo richiede di inizializzare il preflusso sulla rete (G, s, t, ¢)
inviando da s verso i vertici adiacenti v € N(s) tutto il flusso consentito dalla capacita degli spigoli
(s,v)EE

Algoritmo 32 INI1ZzIALIZZAPREFLUSSO(G, s,t,¢)
Input: Una rete di flusso (G,s,1,c)

Output: Un preflusso f su G

1: per ogni vert|ce u € V(G) ripeti

2:  h(u)=0,e(u) =0

3: fine-ciclo

4: per ogni spigolo (u,v) € E(G) ripeti
5. f(u,v)=f(v,u)=0

6: fine-ciclo

7: h(s) =|V|

8

: per ogni v € N(s) ripeti

9. fls,v) =c(s,v), f(v,8) = —f(s,v)
10:  e(v) =c(s,v), e(s) = e(s) —c(s,v)
11: fine-ciclo
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I Algoritmo Push-Relabel

" L'algoritmo, dopo aver inizializzato il preflusso, ripete piu volte le operazioni PusH e RELABEL, finché la
configurazione della rete non rende impossibile applicarle ulteriormente

Algoritmo 33 PUSHRELABEL(G,s,t,¢)
1: INIZIALIZZAPREFLUSSO(G,s,t,c)
2: fintanto che sussistono le condizioni per applicare PUSH o
RELABEL ripeti
3: esegue PuUSH(u,v) se e applicabile, altrimenti esegue
RELABEL(u)
4: fine-ciclo

“ Al termine dell’algoritmo avremo finito per inviare verso il pozzo ¢ la massima quantita di flusso possibile,
calcolando cosi il flusso massimo | f| per la rete (G, s, ¢, ¢)
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I Algoritmo Push-Relabel

® Possiamo scrivere in modo piu dettagliato I'algoritmo come segue:

. o\ M
La complessita computazionale Algoritmo 34 PUSHRELABEL(G,s,1, c)

dell’algoritmo & O(n?
g (nm) Input: Una rete di flusso (G, s,t,c)

Output: Un flusso massimo f su G
1: INIZIALIZZAPREFLUSSO(G,s,t,¢)

2: ripeti

3:  flag=0

4:  perogniu € V(G) ripeti

% se e(u) > 0 allora

6: se esiste v € N(u) in G tale che h(u) = h(v) + 1 allora
T PUSH(u,v), flag =1

8: altrimenti se 2 (u) < h(v) per ogniv € N(u) in G allora
9: RELABEL(u), flag =1

10: fine-condizione

i b fine-condizione

12:  fine-ciclo
13: fintanto che flag =1
14: il flusso massimo & | f| = e(?)
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