Capitolo 10

Globalizzazione della
nozione di valutazione

Definizione 10.1. Sia D un dominio con campo dei quozienti K. Un sotto-
D-modulo A di K si dice ideale frazionario di D se esiste x € D* tale che
zAC D.

Osservazioni 10.2. 1. Ogni ideale di D & un ideale frazionario e viene
chiamato anche ideale (frazionario) intero.

2. Sia A un ideale frazionario di D; poiché A C D, per qualche z € D*,
allora a = z.A & un ideale di D. Dunque A & un ideale frazionario di D se,
e soltanto se, A =z 'a con aideale di D e 27! € K.

Definizione 10.3. Dato un ideale frazionario A di D, A # 0, allora:
Al:=(D:A):={2€K[zAC D}

¢ un ideale frazionario di D (verifica immediata) detto ideale frazionario inverso
di A. Tnoltre A si dice invertibile se AA™ = D.

Osservazioni 10.4. (a) Ogni ideale principale non zero & invertibile (i.e., se
A:=aD con a # 0 allora A~ =a~'D).

(b) Per ogni ideale frazionario A # 0, si ha AA™1 C D.
(¢) Se A =0, allora ovviamente:
(D:(0):={2€K|z-0€ D} =K.
Viceversa, se D # K, allora:
(D:K)={z2€K|z-KeD} =(0).

Infatti se T' € un sopraanello di D, cioe un sottoanello di K contenente D
come sottoanello, allora: (D : T):={z€ K|z-T € D} & un ideale di D,
detto il conduttore di T in D ed e il piu grande ideale di D che resta un
ideale anche in T'. Le verifiche che (D : T) C D e che (D : T) & un ideale di
D e di T sono dirette e non presentano difficolta. Se poi a € un ideale di D
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tale che aT" C a, allora chiaramente a C (a:7T) C (D : T).
In particolare, se T = K (e se D # K), allora chiaramente (D : K) =
(0). Un sopraanello T' di D & un ideale frazionario di D se e soltanto se il
conduttore (D : T') & un ideale non nullo di D. Da quanto sopra segue che
se D # K, allora K non & mai un ideale frazionario di D.

(d) Se A e B sono due ideali frazionari di D allora si puo considerare
(A:B):={z€ K|zBe A}
e questo ¢ ancora un ideale frazionario di D; inoltre B- (A : B) C A.

Proposizione 10.5. Ogni ideale (frazionario) invertibile é finitamente genera-
to.

Dimostrazione. Se A ¢ invertibile, allora esiste A~ e AA™! = D, quindi

n
1= Zaibi cona; € Aeb; € AL, Dato comunque z € A, alloraz =z -1 =
xZaibi = Zai(xbi), con zb; € D. Da cui A = (aq,...,a,). O
i=1 i=1
Proposizione 10.6. Ogni ideale (frazionario) invertibile A in un dominio

locale (D, m) é principale.

Dimostrazione. Se A ¢& principale non c’¢ nulla da dimostrare (cfr. Osser-
vazioni 10.4). Supponiamo dunque A invertibile e mostriamo che A & principale.
Per I’Osservazione 10.2 (a), possiamo ridurci a dimostrare I’asserto per a idea-

le di D. Per la Proposizione 10.5 a = (aq,...,a,) € m, dunque 1 = Zaibi
i=1

con b; € a~!. A meno di riordinare i termini di tale somma possiamo sup-
porre a;by € D\ m = U(D) (non tutti i termini possono essere in m, altri-
menti 1 € m), allora (ai,...,a,) = (a1) = a1 D, infatti per ogni i = 2,...,n,
a; = aialbl(albl)’l = al(aibl)(albl)’l €aD. O]

Proposizione 10.7. Sia D un dominio semilocale. Allora ogni ideale invertibile
é principale.

Dimostrazione.
Non e restrittivo ridurci a dimostrare ’asserto per un ideale intero invertibile a
di D. Sia Max(D) := {my,...,m,}. Poiché a & invertibile per ipotesi, esistono
n

a; € aeb; € a! tali che 1 = Zaibi. Per ogni j = 1,...,r, a meno di
=1

riordinare i termini, possiamo supporre a;b; ¢ m; (altrimenti 1 € m;) e m; 2
myN---Nm_ Nm N -Nm, = myMmy -+ - M;_ M4 - - -M,., altrimenti essendo
m; massimale (e dunque primo) conterrebbe m; per un qualche i # j, il che &
assurdo.

Per ogni j sia dunque y; € (mqy N---Nm;_1 N M4 N---Nm,) \ m; e poniamo
b:=yby+---+yb.. b€aleb:=baeun ideal di D. Facciamo vedere che
necessariamente b = D, da cui seguird a = b~!D.

Supponiamo, per assurdo, che b sia contenuto in un ideale massimale di D,
per semplicita supponiamo b C my. ba; € b = ba; € my, ovvero y1b1aq +
<o+ 4+ ypbra; = ba; € my. Per costruzione, y;b;a; € my per ogni ¢ # 1 quindi
a1b1y1 = bCLl — a1y2b2 — e — alyrbr cmy, il che e assurdo. O
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Proposizione 10.8. Sia D un dominio integro e sia A un ideale invertibile di
D, allora Ag := S™' A ¢ invertibile in Dg per ogni S parte moltiplicativa di D.

Dimostrazione. La dimostrazione si basa sul fatto che se A ¢ un ideale
frazionario finitamente generato allora

(D:A)s = (Ds : As).
Inoltre se B e C sono due ideali frazionari di D allora e subito visto che:
S~1(BC) = (S7'B)(S~'C).
O

Proposizione 10.9. Sia D un dominio e sia A un ideale frazionario di D
finitamente generato. Allora A é invertibile se, e soltanto se, Ay = ADy, é
principale per ogni ideale massimale m di D.

Dimostrazione.

(=). Se A & invertibile allora Ay, & invertibile in un dominio locale, quindi &
principale per la Proposizione 10.6.

(«<). Supponiamo che ogni Ay sia principale. Se AA~! # D, allora esiste
un ideale massimale m che lo contiene. Per ipotesi A, € principale in Dy, e
sara generato da un certo elemento = di A. Siano ai,...,a, i generatori di A,
quindi s;a; € () per qualche s1,---,s, € D\ m. Sia ora s = s7...s,, allora
sl € (D : A) da cui: s = sx7 'z € AA™! C m. Pertanto, arriviamo ad una
contraddizione. O

Definizione 10.10. Un dominio si dice un dominio di Bézout (rispettivamen-
te, un dominio di Priifer) se ogni suo ideale (frazionario) non nullo e finita-
mente generato & principale (rispettivamente, ogni ideale frazionario non nullo
e invertibile).

E immediato che un dominio a ideali principali ¢ un dominio di Bézout e che
un dominio di Bézout ¢ un dominio di Priifer.

Proposizione 10.11. Un dominio di valutazione D ¢é un dominio di Bézout.

Dimostrazione. E noto che in un dominio di valutazione ogni ideale gene-
rato da due elementi deve essere principale (e generato da uno di questi). Infatti,
dati a,b € D allora (a) € (b) oppure (b) C (a) (in altre parole (a,b) = (b), op-

=

pure (a,b) = (a)). Per induzione sul numero dei generatori, si vede facilmente
che in un anello di valutazione ogni ideale finitamente generato ¢ principale. [

Teorema 10.12. Sia D = (D,m) un dominio locale, allora le sequenti affer-
mazioni sono equivalenti:

(a) D ¢ di Prifer;
(b) D é di Bézout;

(¢c) D é di valutazione.
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Dimostrazione. Chiaramente (¢)=(b)=(a), facciamo dunque vedere che
un dominio di Priifer locale e di valutazione.
(a)=(c). Siano 0 # a,b € D e sia a := (a,b)D; a ¢ finitamente generato in
un dominio di Priifer locale dunque ¢ invertibile e in particolare & principale
(D & locale) generato da a oppure da b (cfr. Proposizione 10.6); dunque se
a = (a,b)D = aD allora bD C aD, altrimenti a = (a,b)D = bD e aD C
bD, ovvero gli ideali principali di D sono linearmente ordinati, quindi D e di
valutazione. O

Teorema 10.13. Sia D un dominio. Le sequenti affermazioni sono equivalenti:
(a) D ¢ di Prifer;
(b) D, é di valutazione per ogni p € Spec(D);
(¢) Dy ¢ di valutazione per ogni m € Max(D).

Dimostrazione.
(a)=(b). Sia b un ideale finitamente generato di D,, allora se b = (%, cey ’;J),
si€ D\pea=(ai,...,an), b =aD,. D di Priifer, allora a & invertibile = b

¢ principale in quanto invertibile in un dominio locale, ne segue che D, & di
Bézout locale = D, di valutazione.

(b)=(c). Banale.

(¢)=(a). Sia a C D, a # (0), finitamente generato, poiché D, & di va-
lutazione, ay ¢ principale, inoltre D, O D, per un qualche m € Max(D)
(Vp € Spec(D),3Im € Max(D) tale che p C m, ovvero tale che D, O Dy,),
dunque anche D, ¢ di valutazione e m, ¢ principale. Per la Proposizione 10.9,
a & invertibile = D e di Priifer. O

Teorema 10.14. Sia D un dominio di Prifer con campo dei quozienti K e sia
T un sopraanello di D (ovvero D C T C K). Se T ¢é locale, allora T = D, per
un qualche p € Spec(D) (in particolare T é un anello di valutazione).

Dimostrazione. T = (T, n) per ipotesi. Siap :=nND, alloraD, CT, =T
dunque T e di valutazione. Facciamo vedere che vale ache I’inclusione opposta:
supponiamo per assurdo € T'\ D, poiché D, & di valutazione, = pD, C
n = z,2” ! €n, che ¢ assurdo. O

Corollario 10.15. Sia D un dominio di Prifer. Ogni sopraanello T di D e
ancora un dominio di Priifer.

Dimostrazione. Per il precedente Teorema 10.14, T}, ¢ di valutazione Vm €
Max(T). O

Teorema 10.16. Sia K un campo ed X un’indeterminata su K. Sia V un
anello di valutazione del campo delle funzioni razionali K(X) e supponiamo
K CV € K(X). Allora V. = K[X],) dove p & un polinomio irriducibile di
K[X], oppure V.= K[X '] x1).

Dimostrazione. Essendo V un anello di valutazione di K(X) allora X
oppure X ~! appartengono a V.
Se X € V, allora V' & un sopraanello locale di K[X] che ¢ un dominio di Priifer,
pertanto V' = K[X], per un qualche ideale primo p di K[X]. Essendo K[X]
un dominio ad ideali principali, p = (p) per un qualche polinomio irriducibile di
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K[X).

Se X! € V, allora V & un sopraanello locale di K[X '] e quindi V = K[X ],
per un qualche ideale primo di K[X ~!]. Poiché X ¢ V, allora X ! € ¢K[X ],
e quindi ¢ = (X !) essendo X ~! irriducibile in K[X~!]. O

Corollario 10.17. Se K ¢é un campo algebricamente chiuso allora l'insieme
degli anelli di valutazione di K(X) che contengono K ¢é in corrispondenza
biunivoca con i punti di P}, := K U {co}.

Dimostrazione. Basta osservare che se K ¢ algebricamente chiuso, allora

gli ideali primi di K sono tutti del tipo (X — «) per « € K. L’anello di
valutazione K[X 1] x-1y si fa corrispondere con il “punto all'infinito” di Pj.
O

Proposizione 10.18. Sia D un dominio e {p1,...,pn} C Spec(D). Supponia-
mo che p; e p; siano inconfrontabiliper 1 <i# j <necheD =Dy N---ND,, .
Allora Max(D) = {p1,...,pn}

Per dimostrare il risultato sopra eunciato abbiamo bisogno di un lemma
relativo all’inclusione di un ideale in una unione finita di ideali primi.

Lemma 10.19. Sia a un ideale in un anello R (non necessariamente un do-
minio) e sia {p1,...,pn} C Spec(R). Sea Cpy U---Up, allora a C pp, per un
qualche h, 1 < h <n.

Dimostrazione. Procediamo per induzione sun > 1. Il caso n = 1 ¢ bana-
le. Per semplicita dimostriamo ’enunciato per n = 2. Il caso generale e lasciato
per esercizio. Supponiamo che a C py U p2 e che per assurdo a € p; e a Z po.
Quindi possiamo trovare a; € a\ p1 e a2 € a\ p2 (e dunque a; € p2 € as € p1).
Sia z := a1 + ay. Chiaramente z € a. Inoltre z & p; U po (perché se z, a2 € py
allora a1 = z — a2 € p1 e analogamente z & po). Quindi z € a\ py Ups e
otteniamo una contraddizione. O

Dimostrazione della Proposizione 10.18. Sia z € D ed = ¢ U(D). Allora
T E€EprU---Up,. Infatti, se z & p; U...p, allora x & p; per ogni i e quindi
x~! € Dy, per ogni i; ovvero z7! € D e cid contraddice il fatto che z & U(D).
Pertanto, preso comunque un ideale massimale m di D, m C p; U...p, e quindi
per il Lemma 10.19, m C p; per qualche 1 < h < n. Dunque, essendo m

massimale m = py,. O
Teorema 10.20. Siano Vi, ...V, anelli di valutazione di uno stesso campo K.
Sia

D:=Vin---NV,.

Supponiamo che D abbia come campo dei quozienti K. Allora abbiamo le
sequenti proprieta:

(1) Per ogni i, esiste un ideale primo p; di D tale che V; = D,,.
(2) D ¢ un dominio di Bézout.

(3) Se supponiamo inoltre che V; e V; siano inconfrontabili per 1 <i# j <n,
allora Max(D) = {p1,...,bn}

Cominciamo col dimostrare un lemma.
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Lemma 10.21. Sia R un anello locale. Se x € U(R), allora esiste un intero |
(dipendente da x) tale che, per ogni intero h con MCD(h,1) = 1, I'elemento

l+az+a?+. 42"t

appartiene anch’esso ad U(R).

Dimostrazione. Sia m l'ideale massimale di R e sia k := %. Poniamo

7 := x + m. Vogliamo dimostrare che T+ Z +---+Z"~! £ 0 in k.

Se T = 1 allora basta prendere [ uguale alla caratteristica di k, se la caratteristica
di k ¢ finita; oppure [ = 1 se la caratteristica di k € zero.

Se T # 1, allora osserviamo che:

=
=

T+7+---+3" ! = T_x :

]

Pertanto, bastera assicurarci che Z" # 1. Quindi se Z non & una radice del-
I’unita, basta prendere [ = 1. Se invece T e una radice dell’unita in k, basta
prendere [ uguale all’ordine di T (come radice dell’unita). O

Dimostrazione del Teorema 10.20. Sia m; l'ideale massimale di V; e sia
p; :=m; N D, perognii, 1 <i<n.

(1) E subito visto che D,, CV;, per ogni i. Per dimostrare il viceversa, limitia-
moci per semplicita al caso ¢ = 1. Vogliamo dimostrare che dato comunque
x € V; esiste un elemento s € D \ p; in modo tale che sz € D.
Consideriamo J C {1,...,n} tale che j € J se x ¢ invertibile in Vj. Per
ciascun j € J, possiamo determinare nell’anello V; un intero /; con la pro-
prieta descritta nel Lemma 10.21. Sia [ := H l; e sia h un intero, h > 2,

JjeJ

tale che MCD(h,1) = 1. Allora I’elemento:

5= (1+x+---+xh*1)_1
¢ invertibile in V; per ogni j € J. Inoltre per 1 <i < n,
(a) se z € my, allora 1 + x4 -+ + 2"~ € U(V}) e quindi s € U(V;);
(b) se x € U(V;) allora i € J e quindi s € U(V;);
(c) se x ¢ V;, allora y := x~! € m; e quindi
h—1

Y
L+y+-- 4yt

=S

(infatti 1+y+---+y" = (1 + x4 -+ 2"71) y"~1). Pertanto, y" ! €
my, 14+y+---+y" 1 elU(V;) e quindi s € m;.

Percio per ogni i, 1 <7 <n, s €V, edunque s € D.

Avendo assunto x € V;, siamo nella situazione (a) o (b), quindi per un tale
x, 'elemento s € U(V}) e quindi s € D \ p;. Per concludere dobbiamo
mostrare che sz € D, ovvero che sx € V; per ogni i, 1 <i < n.

Per i come nei casi (a) e (b), cioe se z € V;, allora ¢ ovvio che sz € V;.
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Supponiamo che 4 sia come nel caso (c), cioe z € V;. In tal caso, si vede
facilmente che
h—2
_ Y
L+y+-Fyht
con y"2 emyel+y+---+y" 1 € U(V;). Pertanto anche in tal caso
sr eV,

ST

(2) Se supponiamo che V; ¢ inconfrontabile con V; allora la decomposizione di
D ¢ irridondante, cioe

D=Vin---NV,CVin---NVi1NViaN---NV,

per ogni i, 1 <4 < n. Da cio discende che p; e p; sono inconfrontabili come
ideali di D e quindi ’asserto segue dalla Proposizione 10.18.

(3) Il fatto che D sia un domino di Priifer discende da (2) e dal Teorema 10.13. 11
fatto che un dominio di Priifer semilocale sia un dominio di Bézout discende
dalla Proposizione 10.7. O

Teorema 10.22. Sia D un dominio. Le sequenti proprieta sono equivalenti:
(i) ogni ideale frazionario non nullo di D é invertibile;

(ii) D ¢é noetheriano e Dy, é un anello di valutazione discreta per ogni m €

Max(D).

Dimostrazione.

(i)=(ii). Ogni ideale non nullo di D deve essere finitamente generato in quanto
invertibile (cfr. Proposizione 10.5) quindi D & noetheriano. Inoltre per ogni
m € Max(D) e per ogni ideale b di Dy, abbiamo che b = aD,, per un qualche
ideale a di D. Se b # 0 allora anche a # 0 e a ¢ invertibile, ne segue che anche
b & invertibile in Dy, e dunque ¢ principale. Dunque D, € un PID locale ovvero
e un anello di valutazione discreta.

(ii)=(i). Chiaramente ogni ideale frazionario ¢ finitamente generato in quanto
D é noetheriano. Inoltre D e di Priifer perché D,, & di valutazione per ogni
m € Max(D), dunque ogni ideale finitamente generato ¢ invertibile. Ne segue
che ogni ideale non nullo di D ¢ invertibile. O

Osservazione 10.23. E facile osservare che la condizione (ii) del Teorema 10.22
¢ equivalente a:
(ii’) D & noetheriano e Dy, € un anello di valutazione per ogni m € Max(D).

Definizione 10.24. Un dominio D che verifica le condizioni equivalenti del
Teorema 10.22 viene chiamato dominio di Dedekind.

E subito visto che vale il seguente diagramma di implicazioni:

3
PID % Dedekind

ﬂ(l) ﬂ@)
. ) M
Bézout —— Priifer

Si noti che dalle definizioni segue subito che un dominio di Bézout noetheriano
€ un PID e che un dominio di Priifer noetheriano ¢ un dominio di Dedekind.
Tuttavia, in generale, nessuna delle precedenti implicazioni si inverte.
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Esempi 10.25. (a) (3) e (4) non si invertono: basta prendere (nel caso noe-

theriano) un dominio di Dedekind che non & un PID. Ad esempio Z[y/—5],
essendo la chiusura integrale di Z in Q(v/=5), ¢ un dominio di Dedekind,
ma non & principale (ad esempio l'ideale (2,1 + v/=5) non & principale in
Z[\/—=5] perché dovrebbe essere generato da un elemento di norma 2 che
non ¢& possibile avere).

(1) e (2) non si invertono: basta prendere un dominio di Bézout che non &
un PID. Un anello di valutazione non discreta fornisce un esempio di tale
tipo.
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