AL4 - Numeri algebrici - A.A. 2007/2008

ITI Prova di valutazione in classe

Avvertenze. Svolgere il tema in modo chiaro, conciso ed esauriente, utilizzando
al massimo 3 facciate di un foglio protocollo.
Svolgere 'esercizio utilizzando al massimo 2 facciate di un foglio protocollo.

Tema. Il gruppo degli ideali frazionari non nulli ed il gruppo delle classi dell’anello
degli interi di un campo di numeri algebrici.

Esercizio. Sia K := Q(v/=5).

(a) Determinare 'anello degli interi O ed il discriminante Ax di Ok.

(b) Mostrare che le equazioni 6 = 2-3 = (1++/=5)(1 — /—5) determinano due
fattorizzazioni distinte 6 come prodotto di elementi irriducibili dell’anello
degli interi algebrici Of. Mostrare inoltre che {2, 3, 1+ /=5, 1 —+/=5},
a meno di associati, sono tutti e soli gli elementi irriducibili di O che
dividono 6.

(c) Siano a,b € Z. Mostrare che:

V=51 (a+bv—=>5) (nell’anello Og) < 5| a (nell’anello Z).

(d) Utilizzando (c¢) , mostrare che v/—5 & un elemento primo di Ok e che 5
possiede una fattorizzazione unica come prodotto di primi di O g (nonostante
che Ok non sia un UFD).

(e) Si considerino gli ideali

P:=(2,14+v-5)0k, Q1:=3,1+V-50k, Q2:=(3,1-v-5)Ok.
(e1) Determinare delle Z-basi per gli ideali P, Q1 e Q2 ciog, in altre parole,
determinare oy, as; 01, PB2; 71,72 € Ok in modo tale che

P=a1Z+aZ, Q=012+ B, Q=1L+ vL.

[Suggerimento: Calcolare \/|A(2, 1++/=5)|/|Ak], \/\A(3, 1+ +/=5)|/|Ak],

VIABL = VB)/1Ak])]
(e2) Calcolare le norme Ng(P), Ng(Q1), Ng(Q2) e mostrare che gli
ideali P, @1, @2 sono ideali primi di Og.
(f) Determinare gli esponenti (e, e1,e2; f, f1, fo; g,91,92 = 0) in modo tale che
20Kk = P°QYQY, 30Kk =PIQ'Qf, 60k = PUQ Q% .
(g) Determinare una fattorizzazione in ideali primi di O dell’ideale principale
(non primo) 50k



