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Diamo prima dei cenni sulla scrittura di un numero = € [0, 1] in base 3.
Risulta che per ogni x € [0, 1] esiste una successione {zp,}pen+, n = 0,1,2

tale che -
h>1

Notiamo che tale scrittura € unica a parte il caso speciale in cui due differenti
successioni {zp tpen+, n = 0,1,2 e {Zp tpen+, Tn = 0,1, 2 danno luogo allo

stesso numero N
Th Th
=3 3h > 30
h>1 h>1

questo si verifica solo se esiste n > 1 tale che x, = &, Vh < n e (i) zp, = 0,
xp=2Vh>nex, =1, T, =0Vh >n,oppure (ii) z, =1, x, =2Vh >n
eZT,=2,T,=0Vh>n.

Facciamo dapprima alcune considerazioni preliminari sull’insieme di Cantor

C. Risulta che
02{2%7 con xh:0,2}. (1)

h>1
Infatti se A=[0,1]\ C e
' 1 nflxh
D = {374'2377”217 xh:o?z}
h>1

h>1

definendo per ogni

1 nilx nilx 2
j : h j : h j :
$_37+ ?Th_ 37+ EGD
h>1 h>1 h>n

1Si tenga a mente che

2 1 1 2 2
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I'intervallo aperto

1
L= (votg ) = {o+ Y50, o =012, en#0, on #2 Vh>n},

h>n
si ottiene che
x€D
Th
= {0 m=012, 3021 conan =1,
h>1

o A1Yh <n, ap 20, xp£2 Vh>n}.
Da cui, essendo
Th
0,1 = {237 con xh:0,1,2},
h>1
la (1) segue. Inoltre osserviamo che
F o= |Jock= ( U azx> u{0,1}.

k>1 €D

= {Z%’ rzp,=0,2,dn>1 t.c. thOoth2Vh>n}.
h>1

Risulta D C F C C. In base a quanto detto finora, vediamo come si scrive
la funzione di Cantor. Se x € A esiste n > 1 tale che z;, = 0,2 per ogni
1< h<neux, =1 allora definiamo

n—1 z 1
h
flz) = Z oh+1 " on
h=1
Definiamo f(x) per = € D cioe
n—1
Th 1
T = —h+—conxh:0,2
Pt 3 3"
come
n—1 T 1
(@) ::ZQhH T on

h=1
Osserviamo che D C C e denso in C. Infatti, dalla caratterizzazione di C
data in (1) per ogni z € C, & = 3,4 %, zp = 0,2 la successione z(™)
definita come

\)



converge a z. Definiamo f su C. Siano z € C e 2™ € D, 2™ — 2, come
sopra. Siccome vogliamo f continua deve essere f(z) = lim, .o f(z™) =
> h>1 it - Ricapitolando, per ogni x € [0,1], = 7,5, 3, 21, = 0,1,2

f(x): Z;]{giil +2in7 Se$n:18$h:0,2Vh<n;
Zh21 22:%7 se xp, = 0,2 Vh.

1. (i) Essendo C chiuso per definizione si ha che C = C = IntC | | 9C.
Basta dimostrare che Int C = (). Si supponga per assurdo che esiste un
intervallo aperto I = (a,b) tale che I C C. Sia ora z = thl ‘g—ﬁ, xp =0,2
x € I. Sia § := min{b — z,z — a} e sia n € N tale che >, 37" < 4.
Definiamo & = Zh21 g—ﬁ dove T, = x5, Vh <ne Zp =1se h > n. E’ chiaro
che z € I perché |z —z| < dma z ¢ C.

Dimostriamo ora che A = C. Infatti Int A = A, A =1[0,1]\IntC = [0,1] e
quindi 94 = A\Int A =[0,1]\ A =C.

(ii) Un insieme denso numerabile & D.

2. DBasta osservare che f & costante sugli intervalli chiusi Z,. Essendo
07, C C segue che f non puo essere iniettiva su C.

3. Siano y,z € C'\ F tali che y < z

h>1 h>1

Esiste hg tale che yp, = 0 e 2z, = 2 € yp, = 23, per ogni h < hy. Allora

1 Zh — Y
f(z)_f(y):%—i_z oh+1 >07
h>hg

infatti y, Z2 e 2, £ 0 perché y,z € C'\ F.



