2.3 Rispostecommentate

7
2.1.1A= -.
4

Nota Il calcolo poteva essereeffettuatomediantesostituzionediretta nell’espressione
data,oppureosserandopreliminarmentechel’espressionguo esseresemplificatan quan-
to p® — ¢ & divisibile per p—q. Nel casospecifico,i due procedimentisonougualmente
semplici. In generee piu vantaggiosceffettuarele sostituzionisolo dopoavere esguito le
semplificazioni(speciesei valori numericidasostituiresonocomplicati).

21.2—(a+b+c).

2.1.3Tenutocontodellaleggedi annullamentalel prodotto,le soluzionidell’equazionalata
si ottengonasemplicementéesolvendole tre equazionidi primo grado:

2X+1=0 3x-2=0 X+4=0

- _ 1 2
quindile soluzionisono:—= , = , —4.

Nota Chi, invecedi ricorrerealla legge di annullamentadel prodotto, avesseswlto
i calcoli per “togliere le parentesi”,avrebbetrasformatol’equazioneoriginariain un’altra
(equivalentealla data,madi formadiversa)di cui poi sarebbestatodifficile determinarde
radici.
19 81

2.1.51l sistemeammetteun’unicasoluzione:(x;y) = (0,2; —0,5).

2.1.6Si trattadell’'unionedi dueintenvalli:
{x< —V/3} oppure {x>—-v2}.

Nota Sarebbesbagliatousareil segnodi disuguaglianzalebole(ossia< ) nel casodel
primointervallo e sarebbesbagliatousarel segnodi disuguaglianzéorte (ossia> ) nel caso
del secondantenallo.

Ancor piu shagliatosarebbeusarescritturedel tipo

—V2<x< -3

oppure
X< —/3
X>—/2

Cercatali capireperctle tutte questescritturenon sonoaccettabili!
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2.1.7 1
_ _ar
PTT 17 qr
rq
Nota L'espressiondrovatahasenscsoloseq # r. D'altra parte,questacondizioneera

T . : - . 1 1
implicita gia nella formulazionedel quesito,poiché sefosseq =r ne seguwebbea =< e

quindi, sostituendmellarelazioneiniziale, I_J = 0, relazionenon soddisattadaalcunvalore
di p.
2.1.8 Si ottieneun’espressionén t che, effettuatele debite semplificazioni,si riduce alla
costantel.

Nota Il risultatoottenutoammetteun’interpretazionggeometrican termini di funzioni
trigonometriche:postot = tangd/2 (con 6 angoloopportuno)risultax = cosB , y = serf.

Quindi si tratta delle equazioniparametrichalella circonferenzacon centronell’origine e
raggiol.

2.1.9 Per non dover fare troppi calcoli corviene riscrivere I'espressionadatanella forma
(Y2 —X)(y? +x% — 1) — (y> — x?)(y? +x?) dacui, raccoglienddl fattorecomune(y? — x?) e
semplificandosi ottienex? — y?.

2.1.10Detti p,q i duenumeri,si trattadi risolvereil sistema:

{p+q=6
p-a=38

La soluzionee datadai duenumeri2 e 4.

2.1.11Ragionand@omeperil quesitoprecedente risolvendoil sistema:

{pq3
p-q=-2

si trovanoduesoluzioni:la coppiadi numeril e —2 ela coppiadi numeri2 e —1.

Nota | quesiti2.1.10e 2.1.11sonosimili. Tuttavia il primo ammetteunasolasoluzione,
mentreil secondane ammettedue. Perchi avessda curiosita di capireil percte di questa
apparentenomalia,eccounapossibilespiegazione. In entrambii casisi trattadi risolvere
un sistemadi secondogrado. Ripercorriamoper sommicapile tappedel procedimentai-
solutivo: nellaprimaequazionesi esplicitaunadelle duevariabili in funzionedell’altra, per
esempiaq in funzionedi p, e si sostituiscd’espression&od trovatanellasecondaquazio-
ne; con cio si pervienead un’equazionali secondagradonella sola p, chedunqueha due
soluzionips, p2 (le qualirisultanoreali e distintein entrambii quesiti). Sostituendg; nella
primaequazionesi trova un certovaloreq; conla proprietiche(pz1,q:) € unasoluzionedel
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sistemaAnalogamentesostituend@; nellaprimaequazionesi trovaun certovaloreq, con
la proprietiche(p2,dz) € unasoluzionedel sistema.

Orbenenelcasodelsistemadelquesita2.1.10le duecoppiecod trovate: (p1,q1) = (2,4)
, (p2,02) = (4,2) coincidono(a menodell’ordine) e quindi si usadire chec’e unasolaso-
luzione. Nel casodel sistemadel quesito2.1.11invece,le due coppie: (p1,q1) = (1,-2)
, (P2,a2) = (2,—1) sonodistinte. La ragionedi fondo del diversocomportamentalei due
sistemideriva dal fatto chenel caso2.1.10i ruoli di p e g sonosimmetricie dunqueinter-
scambiabilil’addizionee la moltiplicazionegodonodellaproprie commutatva) mentrenel
caso02.1.11i dueruoli di p e g sonadistinti (in quantola sottrazionenongodedellapropriet
commutatva).

Si noti infine che, proprio grazie alla simmetriadel sistema2.1.10, esisteun metodo
piu rapidopertrovarnela soluzione:bastaricordareche p e g sonole radici dell’'equazione
X2 — (p+a)x+p-q=0.

. s 1 1
2.1.12Traduzione Sea, b sononumerireali positivi, dagl + - =1sqgue:a+b=abh.

L’enunciatoe vero: bastaswolgerei calcoli. b

Nota L'ipotesichei duenumeria, b sianopositivi nonvienesfruttatanei calcoli, quindi
I'enunciatoe veropiu in generaleanchesenzajuestdimitazione(vannosoloesclusii valori
a=0, b=0). Sinoti pew che,deitre casia priori possibili: numeri entrambipositivi,
un numeropositivo e 'altro negativo, numeri entrambinegativi, quest’ultimonon si pud
presentare.Infatti daa < 0, b < 0 segue che anchei rispettvi reciproci sonoentrambi
negativi; pertantda sommadi tali reciprocié ancoraun numeronegativo, e dunquenon pud
esserd.

2.2.1Sonoverela prima,laterzaela quartauguaglianzdconsguenzalelleproprietiformali
delle operazioni). Sonofalsela secondae la quintauguaglianzabastadareun esempio,
attribuendoopportunivalori numericiada,b,c,d , peres.a=b=c=d =1).

Nota E importanterifletteresullastrutturadelledomanden cui si articolaguestoquesito
e sulla strutturadelle rispettie risposte. Le domandecontengonadei “quantificatori uni-
versali” espressialle parole“qualunquesianoi numeri..” (unaformulazioneequialente
poteva essere:per tutti i numeri..”). In situazionidi questotipo, ossiaquandosi trattadi
stabilire seun’affermazion€‘universale”e verao falsa,per provarnela verita occorredare
unadimostrazioneche contemplila totalita dei casipossibili, mentreper provarnela falsi@a
bastaesibireun esempio.Infatti un’affermazionesi considerdfalsa”, quandola negazione
dell'affermazionee “vera”; inoltre, la negazionedi un’affermazionée‘universale”:“Per ogni
... vale..” eun’affermazione‘esistenziale”“Esistealmenoun... peril quale... nonvale”.
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2.2.2Perla legge di annullamentalel prodotto(vedi sopra,soluzionedell’esercizio2.1.3)
I'equazionecercatee:
11
(x+1)(x—4) (x— §> =0.

Nota Anche ogni altra equazioneottenutamoltiplicandoentrambii membridella pre-
cedenteper un numerodiversoda 0 soddisé alle condizionirichieste,peres. (x+ 1)(x—
4)(3x—11) =0.
2.2.3x> —v/2.

2.2.4Riducendaallo stessadenominatoree uguaglianda coeficienti al numeratoregi si
riconduceal sistema:
c+d=0
bc+ad=1
che,risolto nelleincognitec,d da:
1

C:b—a a—b’

2.2.5Swlgendoi calcoli:
(U= YV)?+ v+ yu)? =3 +VP) + Y2 (U +VP) = (0 +Y7) (P + V7).

Nota In generalepartendoda altre espressiondi quartogradoin piu variabili, non e
dettochequestesianotrasformabiliin prodottidi duefattori di secondayrado.

2.2.6L’espression@x® — 2xy + 2y pud esserescrittain un’infinita di modi comesommadi
quadrati.Peres.:

(€ = 2+y%) + 2 +y? = (x=y)? + (V202 +y2.

Nota E altres possibiletrasformarda stessaspressiona sommadi duesoli quadrati.
Bastaricorrereal classicgprocedimentmotocome“completamentael quadrato”.Si spezza
I'espressione@latain duecomponenti:

3 — 2y + 2% = (3 — 2y + ky?) + (2— K)y?
e si determinak in modocheil polinomio 3x? — 2xy + ky? risulti un quadratoperfetto. Cid
accadegerk=1/3:
2

1 1
32yt 3y = (V=)

Perk = 1/3 anchd’altra componentg@uo esserescrittasottoformadi quadratqerfetto:
1 5 5 \?2
(2— é)yz = §Y2 = (\/;Y)
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dacuila tesi.

L’espression@x? — 6xy + 2y? non pud esserescrittacomesommadi quadrati. Perpro-
varlo, bastaosserarecheattribuendoopportunivalori alle variabili x, y I'espression@assume
valori negativi, mentreunasommadi quadratideve esseresempre> 0. Peres. si prenda
x=y=1.

2.2.711 quozientedella divisione del polinomio A = x* peril polinomioB=x*>+1&Q =
x? —1 eil restoé R= 1. Questofattosi esprimemediante’uguaglianzaA = B- Q+ R che
nel casospecificodiventa:x* = (x2 + 1)(x2 — 1) 4 1.

2.28Dal0<a< bsegueg > 1 > 0.

b
2.2.9Siah la misuradellato piu corto. Allora (vedi Figural):
k
k:h=h: >
k
uindih= —.
° V2
k/2
: h
k
Figural.

2.2.10L’equazionev/x? = x ammettecomesoluzioneognivaloredi x talechex > 0.

Nota | valori di x percui x < 0 invecenonrisolvonol’equazione.Infatti in tal casosi ha
identicamentey/>2 = —x.

L'equazioney/x? + 3 = 2x ammettd’unica soluzionex = 1.

Nota Il procedimentaisolutivo basateull’elevamentaal quadratadi ambedué membri
da luogo ad un’equazionai secondagradox? + 3 = 4x? cheammetteduesoluzioni: +1 e
—1. Mala soluzionenggativa va esclusain quantononverifical’equazionedi partenza.
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2.2.11l adisequazione- +x > 2 e verificataperognix maggioredi O e diversodal.
L'insiemedelle soluzionipuo esserescrittoanchenellaforma

(0,1)U(1,00).

1
La disequazione——— + 2 > 0 & verificataperognix > —5.
a 15 - pereg

Possiam@nchescriverechex & soluzionesee solose
X € (—5,m).

2.2.12E sbagliatail passaggiaa(6) a (7). Infatti 'uguaglianzatrai quadratidi duenumeri
nonimplical’'uguaglianzatrai numeristessi.Quindida(6) si puo dedurresoloche

a—-c=b-c oppure a—c=-b+c

31





