
2.3 Rispostecommentate

2.1.1A =
7
4

.

Nota. Il calcolopoteva essereeffettuatomediantesostituzionedirettanell’espressione
data,oppureosservandopreliminarmentechel’espressionepuò esseresemplificatain quan-
to p3− q3 è divisibile per p− q. Nel casospecifico,i dueprocedimentisonougualmente
semplici. In genereè più vantaggiosoeffettuarele sostituzionisolo dopoavereeseguito le
semplificazioni(speciesei valori numericidasostituiresonocomplicati).

2.1.2−(a+b+c).

2.1.3Tenutocontodellaleggedi annullamentodelprodotto,le soluzionidell’equazionedata
si ottengonosemplicementerisolvendole tre equazionidi primogrado:

2x+1 = 0 3x−2 = 0 x+4 = 0

quindi le soluzionisono:−1
2
,

2
3
, −4.

Nota. Chi, invecedi ricorrerealla legge di annullamentodel prodotto,avessesvolto
i calcoli per “togliere le parentesi”,avrebbetrasformatol’equazioneoriginaria in un’altra
(equivalentealla data,ma di forma diversa)di cui poi sarebbestatodifficile determinarele
radici.

2.1.4N = L− 19
100

L =
81
100

L.

2.1.5Il sistemaammetteun’unicasoluzione:(x;y) = (0,2 ; −0,5).

2.1.6Si trattadell’unionedi dueintervalli:

{x<−
√

3} oppure {x≥−
√

2}.

Nota. Sarebbesbagliatousareil segnodi disuguaglianzadebole(ossia≤ ) nel casodel
primo intervallo esarebbesbagliatousareil segnodi disuguaglianzaforte (ossia> ) nelcaso
del secondointervallo.

Ancorpiù sbagliatosarebbeusarescritturedel tipo

−
√

2≤ x<−
√

3

oppure {
x<−

√
3

x≥−
√

2

Cercatedi capireperch́e tuttequestescritturenonsonoaccettabili!
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2.1.7

p =
1

1
r
− 1

q

=
qr

q− r
.

Nota. L’espressionetrovatahasensosoloseq 6= r. D’altra parte,questacondizioneera

implicita già nella formulazionedel quesito,poich́e sefosseq = r ne seguirebbe
1
q

=
1
r

e

quindi, sostituendonellarelazioneiniziale,
1
p

= 0, relazionenonsoddisfattadaalcunvalore

di p.

2.1.8 Si ottieneun’espressionein t che, effettuatele debitesemplificazioni,si riduce alla
costante1.

Nota. Il risultatoottenutoammetteun’interpretazionegeometricain termini di funzioni
trigonometriche:postot = tangθ/2 (con θ angoloopportuno)risulta x = cosθ , y = senθ.
Quindi si tratta delle equazioniparametrichedella circonferenzacon centronell’origine e
raggio1.

2.1.9 Per non dover fare troppi calcoli conviene riscrivere l’espressionedatanella forma
(y2−x2)(y2 + x2−1)− (y2−x2)(y2 + x2) dacui, raccogliendoil fattorecomune(y2−x2) e
semplificando,si ottienex2−y2.

2.1.10Detti p,q i duenumeri,si trattadi risolvereil sistema:{
p+q = 6
p ·q = 8.

La soluzionèedatadaiduenumeri2 e4.

2.1.11Ragionandocomeperil quesitoprecedentee risolvendoil sistema:{
p−q = 3
p ·q =−2

si trovanoduesoluzioni: la coppiadi numeri1 e−2 e la coppiadi numeri2 e−1.

Nota. I quesiti2.1.10e2.1.11sonosimili. Tuttavia il primo ammetteunasolasoluzione,
mentreil secondone ammettedue. Perchi avessela curiosit̀a di capireil perch́e di questa
apparenteanomalia,eccounapossibilespiegazione. In entrambii casisi trattadi risolvere
un sistemadi secondogrado. Ripercorriamoper sommicapi le tappedel procedimentori-
solutivo: nellaprimaequazionesi esplicitaunadelleduevariabili in funzionedell’altra, per
esempioq in funzionedi p, e si sostituiscel’espressionecos̀ı trovatanellasecondaequazio-
ne; con ciò si pervienead un’equazionedi secondogradonella sola p, chedunqueha due
soluzionip1, p2 (le quali risultanoreali e distintein entrambii quesiti).Sostituendop1 nella
primaequazionesi trova un certovaloreq1 conla propriet̀a che(p1,q1) è unasoluzionedel
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sistema.Analogamente,sostituendop2 nellaprimaequazione,si trovauncertovaloreq2 con
la propriet̀ache(p2,q2) è unasoluzionedel sistema.

Orbene,nelcasodelsistemadelquesito2.1.10leduecoppiecos̀ı trovate:(p1,q1) = (2,4)
, (p2,q2) = (4,2) coincidono(a menodell’ordine)e quindi si usadire chec’è unasolaso-
luzione. Nel casodel sistemadel quesito2.1.11invece,le duecoppie: (p1,q1) = (1,−2)
, (p2,q2) = (2,−1) sonodistinte. La ragionedi fondo del diversocomportamentodei due
sistemideriva dal fatto chenel caso2.1.10i ruoli di p e q sonosimmetricie dunqueinter-
scambiabili(l’addizioneela moltiplicazionegodonodellapropriet̀acommutativa)mentrenel
caso2.1.11i dueruoli di p eq sonodistinti (in quantola sottrazionenongodedellapropriet̀a
commutativa).

Si noti infine che, proprio graziealla simmetriadel sistema2.1.10,esisteun metodo
più rapidoper trovarnela soluzione:bastaricordarechep e q sonole radici dell’equazione
x2− (p+q)x+ p ·q = 0.

2.1.12Traduzione.Sea , b sononumerireali positivi, da
1
a

+
1
b

= 1 segue:a+b = ab.

L’enunciatoè vero: bastasvolgerei calcoli.
Nota. L’ipotesi chei duenumeria,b sianopositivi nonvienesfruttatanei calcoli,quindi

l’enunciatoèveropiù in generale,anchesenzaquestalimitazione(vannosoloesclusii valori
a = 0 , b = 0). Si noti per̀o che,dei tre casia priori possibili: numerientrambipositivi,
un numeropositivo e l’altro negativo, numeri entrambinegativi, quest’ultimonon si può
presentare.Infatti da a < 0 , b < 0 segue che anchei rispettivi reciproci sonoentrambi
negativi; pertantola sommadi tali reciprociè ancoraun numeronegativo, e dunquenonpuò
essere1.

* * *

2.2.1Sonoverela prima,la terzaela quartauguaglianza(conseguenzadellepropriet̀aformali
delle operazioni). Sonofalsela secondae la quinta uguaglianza(bastadareun esempio,
attribuendoopportunivalori numericiada,b,c,d , peres.a = b = c = d = 1).

Nota. È importanterifletteresullastrutturadelledomandein cui si articolaquestoquesito
e sulla strutturadelle rispettive risposte. Le domandecontengonodei “quantificatori uni-
versali” espressidalle parole“qualunquesianoi numeri...” (unaformulazioneequivalente
poteva essere:“per tutti i numeri...”). In situazionidi questotipo, ossiaquandosi trattadi
stabilireseun’affermazione“universale”è verao falsa,per provarnela verità occorredare
unadimostrazionechecontemplila totalità dei casipossibili,mentreperprovarnela falsit̀a
bastaesibireun esempio.Infatti un’affermazionesi considera“f alsa”,quandola negazione
dell’affermazionèe “vera”; inoltre, la negazionedi un’affermazione“universale”:“Per ogni
... vale...” è un’affermazione“esistenziale”:“Esistealmenoun ... peril quale... nonvale”.
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2.2.2Perla leggedi annullamentodel prodotto(vedi sopra,soluzionedell’esercizio2.1.3)
l’equazionecercatàe:

(x+1)(x−4)
(

x− 11
3

)
= 0.

Nota. Ancheogni altra equazioneottenutamoltiplicandoentrambii membridella pre-
cedenteper un numerodiversoda 0 soddisfa alle condizioni richieste,per es. (x+ 1)(x−
4)(3x−11) = 0.

2.2.3x>− 3
√

2.

2.2.4Riducendoallo stessodenominatoree uguagliandoi coefficienti al numeratore,ci si
riconduceal sistema: {

c+d = 0
bc+ad = 1

che,risoltonelleincognitec,d dà:

c =
1

b−a
d =

1
a−b

.

2.2.5Svolgendoi calcoli:

(xu−yv)2 +(xv+yu)2 = x2(u2 +v2) +y2(u2 +v2) = (x2 +y2)(u2 +v2).

Nota. In generale,partendoda altre espressionidi quartogradoin più variabili, non è
dettochequestesianotrasformabiliin prodottidi duefattori di secondogrado.

2.2.6L’espressione3x2−2xy+ 2y2 può esserescrittain un’infinità di modi comesommadi
quadrati.Peres.:

(x2−2xy+y2) +2x2 +y2 = (x−y)2 +(
√

2x)2 +y2.

Nota. È altres̀ı possibiletrasformarela stessaespressionein sommadi duesoli quadrati.
Bastaricorrereal classicoprocedimentonotocome“completamentodelquadrato”.Si spezza
l’espressionedatain duecomponenti:

3x2−2xy+2y2 = (3x2−2xy+ky2) +(2−k)y2

e si determinak in modocheil polinomio3x2−2xy+ ky2 risulti un quadratoperfetto. Ciò
accadeperk = 1/3:

3x2−2xy+
1
3

y2 = (
√

3x− 1√
3

y)2.

Perk = 1/3 anchel’altra componentepuò esserescrittasottoformadi quadratoperfetto:

(2− 1
3

)y2 =
5
3

y2 =
(√

5
3

y

)2
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dacui la tesi.

L’espressione3x2−6xy+ 2y2 nonpuò esserescrittacomesommadi quadrati.Perpro-
varlo,bastaosservarecheattribuendoopportunivalori allevariabili x,y l’espressioneassume
valori negativi, mentreunasommadi quadratideve esseresempre≥ 0. Peres. si prenda
x = y = 1.

2.2.7 Il quozientedella divisionedel polinomio A = x4 per il polinomio B = x2 + 1 è Q =
x2−1 e il restoè R= 1. Questofattosi esprimemediantel’uguaglianzaA = B ·Q+ R che
nel casospecificodiventa:x4 = (x2 +1)(x2−1) +1.

2.2.8Da0< a≤ b segue
1
a
≥ 1

b
> 0.

2.2.9Siah la misuradel latopiù corto.Allora (vediFigura1):

k : h = h :
k
2
.

Quindih =
k√
2

.

k

h

k/2

Figura1.

2.2.10L’equazione
√

x2 = x ammettecomesoluzioneogni valoredi x talechex≥ 0.
Nota. I valori di x percui x< 0 invecenonrisolvonol’equazione.Infatti in tal casosi ha

identicamente:
√

x2 =−x.

L’equazione
√

x2 +3 = 2x ammettel’unica soluzionex = 1.

Nota. Il procedimentorisolutivo basatosull’elevamentoal quadratodi ambeduei membri
dà luogoadun’equazionedi secondogradox2 + 3 = 4x2 cheammetteduesoluzioni: +1 e
−1. Ma la soluzionenegativavaesclusa,in quantononverifical’equazionedi partenza.
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2.2.11La disequazione
1
x

+x> 2 è verificataperognix maggioredi 0 ediversoda1.

L’insiemedellesoluzionipuò esserescrittoanchenellaforma

(0,1)∪ (1,∞).

La disequazione
1√

x+5
+2≥ 0 è verificataperognix>−5.

Possiamoanchescriverechex è soluzioneseesolose

x∈ (−5,∞).

2.2.12È sbagliatoil passaggioda(6) a (7). Infatti l’uguaglianzatra i quadratidi duenumeri
nonimplica l’uguaglianzatra i numeristessi.Quindi da(6) si può dedurresoloche

a−c = b−c oppure a−c =−b+c
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