
Tema5
Successionie funzioni numeriche

5.1 Quesiti di livello base

5.1.1Dati duenumeripositivi a eb, èpiù grandela loro mediaaritmeticaa+b
2 o la loro media

geometrica
√

ab?

5.1.2Una progressionea1,a2,a3, . . . ,an, . . . si dice aritmeticaquandola differenzatra due
termini consecutivi an+1, an è indipendentedan.

Dimostrarecheil terminegeneralean di unaprogressionearitmeticasi presentasempre
nellaformaan = b(n−1) +c (peropportunivalori dellecostantib ec).

5.1.3Una progressionea1,a2,a3, . . . (con an 6= 0 per ogni n) si dice geometricaquandoil
rapportotraduetermini consecutivi è costante.

Dimostrarecheil terminegeneralean di unaprogressionegeometricasi presentasempre
nellaformaan = c·bn−1 (peropportunivalori dellecostantib ec).

5.1.4Sonodati un angoloα di π2 radiantie un angoloβ di 539 gradi. Verificarechesono
entrambimaggiori di un angologiro e minori di due angoli giro. Dire quali dei due è il
maggiore.Dire inoltreseèpiù grandeil senodi α o il senodi β.

5.1.5 Il numero1+
√

2 è razionale?Sommando,moltiplicandoe dividendonumeri della
formax+y

√
2 (conx ey razionali),si ottengonosemprenumeridellostessotipo?

5.1.6Duranteunbreveviaggioin treno,si fannole seguentiosservazioni.
Al segnaledi partenza,il trenocominciaa muoversiedaumentadi velocit̀a percircatre

minuti. Poi proseguea velocit̀a approssimativamentecostanteper circa cinqueminuti. A
questopunto inizia a rallentaree dopodueminuti giungead unastazione,dove rimanein
sostaperun minuto.

Quindi il trenoriparte,ed impiega questavolta quattrominuti per raggiungereunave-
locità costante,cherisulta ora un po’ più elevatachein precedenza.Viaggiacos̀ı per sette
minuti e infine compieunafrenata,cherichiedequestavolta tre minuti, perarrestarsinella
stazionedi destinazione.

Si chiededi rappresentarequesteosservazioni per mezzodi un grafico, riportandoin
ascissail tempoe in ordinatala velocit̀a. Si tengapresentechela rappresentazionegraficadi
un eventononpuò in nessuncasoessereeffettuataconesattezzaassoluta:essasar̀a necessa-
riamenteapprossimativae sar̀a tantopiù precisaquantomaggiorèe la quantit̀ae l’accuratez-
zadei dati a disposizione.Quellochevienerichiestoin questoesercizioè semplicementeil
disegnodi un graficocherisulti coerenteconle informazionifornite.

50



-2 0 2

-2

0

2

(a)
-2 0 2

-2

0

2

(b)
-2 0 2

-2

0

2

(c)

-2 0 2

-2

0

2

(d)
-2 0 2

-2

0

2

(e)
-2 0 2

-2

0

2

(f)

Figura9.

5.1.7 Nella Figura 9 sonorappresentatedelle relazioni tra numeri reali. Quali di queste
possonoessereinterpretatecomegrafici di funzioniy = f (x)?

5.2 Quesiti cherichiedono maggioreattenzione

5.2.1Si considerila successionean = 3n−1, n = 1,2,3, . . .. Verificarechesi trattadi una
progressionearitmeticaecalcolarela sommadei primi 10 termini.

5.2.2Si considerila successionean = 2 · 5n, n = 1,2,3, . . .. Verificarechesi trattadi una
progressionegeometrica.Quindi calcolareil prodottodei primi suoi 4 termini e la somma
deiprimi 5.

5.2.3Un ciclistainizia un periododi allenamentopercorrendo10 km il primo giorno,15 km
il secondogiorno,20 km il terzogiornoecos̀ı via aumentandodi 5 km ognigiorno.

Quantichilometrihapercorsocomplessivamentedopo30giorni di allenamento?
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5.2.4Secondoun anticoaneddotoorientale,un uomocheaveva resoun importanteservi-
gio all’imperatoredella Cina chiese,comericompensa,tanti chicchi di granoquantisene
potevanometteresu unascacchieranella manieraseguente:un chiccosulla prima casella,
duechicchi sulla seconda,quattrochicchi sulla terza,otto chicchi sulla quarta,e cos̀ı via
raddoppiandoogni volta.

Sapendocheunascacchieràe compostada 64 caselle,quantichicchi di granodovette
darel’imperatoreaquell’uomo?

5.2.5 Quantecifre sononecessarieper scrivere il numero264 nell’usualebase10? (Per
rispondere,può essereutile saperechelog102 = 00,30103...)

5.2.6Dire seè più grandeil senodi un angolodi un radianteoppureil senodi un angolodi
dueradianti.

5.2.7Dimostrareche

sen(α +β)≤ senα +senβ

qualunquesianoα,β∈ [0,π/2]. Mostrareanchechein qualchecasovalel’uguaglianza.

5.2.8Descrivereperscritto le caratteristichedellefunzioni corrispondentiai grafici mostrati
nellaFigura10.
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Figura10.

Discuterein particolarela monotonia(crescenza,decrescenza)e l’esistenzadi punti di
massimoo di minimo relativi eassoluti.

Questigrafici corrispondonoalle tre espressioninumeriche

y = x4−x2 , y =
1

1+x2 , y =
1
x

Associareadognigraficol’espressionepiù appropriata.

5.2.9 Nella Figura 11 sonodisegnati i grafici di tre funzioni biettive e delle loro inverse.
Sonoinoltre disegnati i grafici di duefunzioni noninvertibili e il graficodi unafunzioneche
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coincidecon la suainversa.Individuarele duefunzioni non invertibili, quellachecoincide
conla suainversae le coppiedi funzioni l’una inversadell’altra.
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Figura11.

5.2.10NellaFigura12 è riportatoil graficodi unafunzioney = f (x).
LaFigura13rappresentainvecei graficidellefunzioni f (|x|), | f (x)|, | f (|x|)|, f (−x), f (x+

1), f (x−1), f (2x), f (x/2),− f (x).
Dire qualegraficocorrispondeaqualefunzione.

5.3 Rispostecommentate

5.1.1È più grandela mediaaritmetica.Pervederlo,osserviamochela disuguaglianza
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Figura12.

a) a+b
2 ≥

√
ab è equivalentealla

b) a+b≥ 2
√

ab, la qualeèequivalentealla

c) (a+b)2≥ 4ab, la qualeèequivalentealla

d) a2 +2ab+b2≥ 4ab, la qualeèequivalentealla

e)a2−2ab+b2≥ 0, la qualeè infine equivalentealla

f) (a−b)2≥ 0

cheè ovviamentesemprevera.Questipassaggimostranochela mediaaritmeticae la media
geometricasonougualisolosei duenumericoincidono.Osserviamoanchecheil passaggio
dab) ac) è correttoin quantoentrambii membrisonopositivi.

5.1.2 Indichiamocon b la differenzacostantedi due termini consecutivi an+1 e an della
successione.Si haallora

(∗) an+1 = an +b

perognin = 1,2,3, . . .. Quest’ultimapuò essereinterpretatacomeunaformularicorrenteche
forniscei terminidellasuccessione,unavoltachesianotoil valoredi a1. Postoalloraa1 = c
eapplicandosuccessivamentela (∗), si ottienefacilmentean = c+(n−1)b.

Datoun interopositivo N, la sommadei primi N termini di unaprogressionearitmetica
si può calcolaremediantela formula

a1 + . . .+aN =
N[b(N−1) +2c]

2
.

I calcolieseguiti nellarisoluzionedelQuesito1.2.1sonoparticolariapplicazionidi questa
formula.
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Figura13.

5.1.3Lo svolgimentoè analogoa quellodel Quesito5.1.2. Postob = an+1/an, si vedeche
i termini dellasuccessionesonogeneratidalla formularicorsiva an+1 = b ·an, unavolta che
sianotoil valoredi a1 = c. Di qui si ricava la formulaesplicitaan+1 = c·bn.

Fissatoun interopositivo N, il prodottodei primi N termini di unaprogressionegeome-
tricasi può calcolaremediantela formula

a1 · . . . ·aN = cN ·b
N(N−1)

2 .

Perla sommadeiprimi N terminidi unaprogressionegeometricasi hainvecela formula

a1 + . . .+aN = c· b
N−1
b−1

.

5.1.4Perconfrontaretra loro angolidati convienein generalericondurli alla stessaunità di
misuraapplicandola notaformula
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misurain radianti =
π

180
misurain gradi.

Tuttavia in questocasoè sufficienteosservareche,essendo3< π< 4, si ha

3π< π2 < 4π eche 539= 540−1 = 180·3−1 .

Un angolodi π2 radiantiè quindi un po’ più grandedi tre angolipiatti, mentreunangolo
di 539gradiè un po’ più piccolo.

Perquantoriguardail valoredel seno,convieneragionarein modogeometrico.Facendo
coincidereun lato di ciascunangolocon l’assepositivo delle x, l’altro lato vienea cadere
nel secondoquadrantenel casodell’angoloβ enel terzoquadrantenel casodell’angoloα. Il
senodi β risultadunquepositivo, mentreil senodi α risultanegativo. In questocaso,è cioè
l’angolominoreadavereil senomaggiore.

5.1.5Se1+
√

2 fosseugualeadunnumerorazionalem/n, si dovrebbeavereanche

√
2 =

m
n
−1 .

Di conseguenza,
√

2 sarebberazionaleed è ben noto che questoè falso. Per il resto
osserviamoche

(x+y
√

2) +(u+v
√

2) = (x+u) +(y+v)
√

2

e

(x+y
√

2) · (u+v
√

2) = xu+xv
√

2+yu
√

2+2vy= (xu+2vy) +(xv+yu)
√

2 .

Infine,postocheu ev nonsianoentrambinulli,

(x+y
√

2)
(u+v

√
2)

=
(x+y

√
2) · (u−v

√
2)

(u+v
√

2) · (u−v
√

2)
=

(xu−2vy)
u2−2v2 +

(−xv+yu)
u2−2v2

√
2 .

Questipassaggimostranochesex e y sonorazionali,sommando,moltiplicandoo divi-
dendonumeridella forma x+ y

√
2 si ottengonoeffettivamentenumeridella stessaforma.

Nel casodelladivisione,osserviamocheè lecitomoltiplicarenumeratoreedenominatoreper

u−v
√

2. Infatti, u−v
√

2 = 0 seesoloseu = v = 0, il cheèstatoescluso,oppure
u
v

=
√

2 il

cheè impossibilein quantou ev sono,peripotesi,razionali.

5.1.6Sullabasedelleinformazionifornitedal testo,il graficodellaFigura14potrebbeessere
già abbastanzarappresentativo.

Tuttavia, unarappresentazioneun po’ più fedelealla realt̀a potrebbeesserefornita dal
graficodellaFigura15.
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5.1.7Nel disegno,abbiamoriportato,comed’uso,la variabileindipendentex in ascissae la
variabiledipendentey in ordinata.Unarelazionepuò alloraessereinterpretatacomegrafico
di unafunzionequandole retteverticali incontranoil graficoin nonpiù di unpunto.Dunque
(a), (c), (f) rappresentanofunzioni, le altre no. Si potrebbeaggiungereche(b) ed (e) rap-
presentanofunzioni sesi fosseriportatala variabileindipendentex sull’assedelleordinate,e
la variabiledipendentey sull’assedelleascisse;(d) invecenonrappresentail graficodi una
funzionein nessuncaso.

* * *

5.2.1 Consideriamodue termini genericiconsecutivi an+1 e an e verifichiamoche la loro
differenzaè costante.Si ottienein particolare,in questomodo,il valoredi b = 3(n+ 1)−
1− (3n−1) = 3. Inoltre, pern = 1, si ottienec = a1 = 2. Applicandola formularicordata
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Figura15.
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nellarispostaal Quesito5.1.2,il valoredellasommadei primi dieci termini risultaugualea
10
2 [3 ·9+2 ·2] = 31·5 = 155.

5.2.2 In questocasosi ha an+1/an = 5 e a1 = 10. Applicandole formule ricordatenella
rispostaal Quesito5.1.3,si ha poi rispettivamente156250000per il prodottoe 7810per la
somma.

5.2.3 È un’applicazionedi una formula già menzionatain precedenza.L’unica difficoltà
consistenel riconoscerechei chilometripercorsiogni giornocresconoin progressionearit-
metica,e nell’impostarecorrettamentei dati. Conle solitenotazioni,abbiamob = 5, c = 10
eN = 30. Dunqueil totaledei chilometriè 30

2 [5 ·29+2 ·10] = 2475.

5.2.4Anchein questocaso,si trattadi applicareunaformula già vista. Il totale è datoda
264−1.

5.2.5 Conoscereil numerodi cifre che compongonoun numeroequivale a “collocare” il
numerostessotra duesuccessive potenzedi 10, e serve ad avereun’ideadel suoordinedi
grandezza.Perquantoriguardail numero264 (checompariva nel quesito5.2.4)possiamo
osservareche

264 = (10N)64 = 1064N

dove si è postoN = log102. Poich́e, comesuggerito,N = 0,30103..., il nostronumeroè
all’incirca ugualea1019,26592edèquindi compresotra1019 e1020.

5.2.6Cerchiamoperprimacosadi arrivarealla rispostaconun ragionamentointuitivo. Ri-
cordandocheπ= 3,1415... > 3, si osserva chel’angolo di un radianteè minoredell’angolo
di π/3 radiantiechel’angolodi dueradiantièmaggioredell’angolodi π/3 radiantieminore
dell’angolodi 2π/3 radianti. Interpretandoil senocomela proiezionesull’assey dell’in-
tersezionetra la circonferenzaunitariae il lato di ciascunangolo,risulta allora chiaroche
sen2> sen1.

Procedendoin manierapiù rigorosa,si può applicarela formuladi duplicazionesen2 =
2sen1 ·cos1. Comegià osservato,l’angolo di un radianteè strettamenteminoredell’angolo
di π/3 radianti,percui cos1> 1

2. Si haallora

sen2> 2 · 1
2

sen1 = sen1 .

5.2.7L’eserciziofa riferimentoalla formuladi addizionedel seno

sen(α +β) = senα cosβ+cosα senβ .

Poich́egli angolidevonoesserecompresitrazeroeπ/2,siail senocheil cosenosononon
negativi. Inoltre,senoecosenosonosemprenonsuperioria1. Dunque,senα cosβ≤ senα e
cosα sinβ≤ senβ. In conclusione,si hasen(α +β)≤ senα +senβ.
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L’uguaglianzacertamentenon vale seα e β sonoentrambidiversi da zero. In tal caso
infatti senα e senβ sonoanch’essidiversi da zero,mentrecosα e cosβ sonostrettamente
minori di 1. Peravereunesempioin cui sen(α +β) = senα cosβ+cosα senβ bisognaallora
prenderealmenounodeidueangoliα eβ ugualeazero.

5.2.8 Il primo graficoa sinistracorrispondead unafunzionecon un asintotoverticalenel-
l’origine. La funzioneè decrescentesia nell’intervallo (−∞,0) chenell’intervallo (0,+∞).
Tuttavia sarebbeerratodire chela funzioneè decrescentesututto il suodominio. Infatti, si
ha,peresempio,f (−1)< f (1) nonostanteche−1< 1. La funzionenonpresentanémassimi
né minimi, né relativi né assoluti.Questograficocorrispondeverosimilmentea quellodella
funzionenumericay = 1/x.

La secondafunzionepresentaun asintotoorizzontale. La funzionecresceper x< 0 e
decresceper x > 0. Si ha un massimo(assoluto)per x = 0. La funzionenon ha invece
minimi, nonostanteche la suaimmaginerisulti limitata. Tra quelle date,la funzioneche
meglio si adattaaquestograficoèy = 1/(1+x2).

La terzafunzionepresentaun massimo(relativo) e duepunti di minimo (entrambias-
soluti). Essaha un andamentoqualitativo simile a quello della funzione numericay =
x4−x2.

5.2.9 Una funzione è biettiva se e soltantose per ogni valore della variabile dipendente
y appartenenteall’insieme immaginedella funzione,esisteun unico valoredella variabile
indipendentex (appartenenteal dominiodi f ), talechey = f (x).

Supponiamodi aver disegnatoil graficodi unafunzionebiettiva y = f (x) in un riferi-
mentocartesiano,in cui la variabile indipendentex sia riportata,comed’uso, in ascissae
la variabiledipendentey in ordinata. Possiamodisegnareil graficodi unanuova funzione
y = g(x) sullo stessoriferimentocartesianonel modoseguente.Si prendeun numeroa ap-
partenenteall’immaginedi f e si risalea quell’unico valoreb per cui f (b) = a. Quindi si
poneb = g(a). La funzioney = g(x) si dice l’inversadi f . Percostruzione,il dominio di
g coincidecon l’immaginedi f . Sottolineiamochequestacostruzionehasensosolose f è
biettiva. Perquestaragione,unafunzionebiettivasi diceancheinvertibile. Osserviamoanche
chese f è invertibileeg è la suainversa,alloraancheg è invertibilee l’inversadi g è f .

Sia y = f (x) una funzioneinvertibile, e sia y = g(x) la suafunzioneinversa. In base
alla definizione,sea appartieneal dominio di f si deve averea = f (g(a)). In altreparole,
se (a,b) è un punto appartenenteal grafico di g, allora (b,a) deve appartenereal grafico
di f , e viceversa. Da un puntodi vista geometrico,duepunti del pianocartesianohanno
le coordinate“scambiate”quandosonosimmetrici rispettoalla bisettricedel primo e terzo
quadrante.

In basea queseconsiderazioni,̀e allorafacilevederechele funzioni noninvertibili sono
la (g) e la (h). La funzionechecoincideconla propriainversaè la (c) (il suograficoè infatti
simmetricorispettoalla bisettricedel primo e terzoquadrante).Le coppiedi funzioni l’una
inversadell’altrasono(a)ed(e), (b) e (i), (d) ed(f).
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5.2.10Nell’ordine, i grafici richiestisono:(d), (a), (h), (b), (f), (i), (c), (g), (e).
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CAPITOLO III

Testdi autovalutazione
Il testchesi trova nelleprossimepagineè compostoda30 domandea frontedi ciascuna

dellequali sonopropostecinquerisposte,di cui solounaè corretta.Si dovrà rispondereal
testponendounacrocesullarispostaritenutacorretta.
Il tempomassimoa disposizioneper leggeree risponderea tutte le domandèe di dueore.
C’è tutto il tempoper rispondereconcalma.E’ permessol’uso di libri o di appunti.Non è
permessol’uso di strumentidi calcolo.
Solo dopoaver rispostoa tutte le domande,si possonoconfrontarele proprierispostecon
quellescrittenellatabellapostanellapaginasuccessivaal test.
Sela rispostaadunadomandàe sbagliata,si consigliadi ripetereil ragionamento,cercando
di individuaredasoli l’errorecommesso,primadi leggerela spiegazionefornita.
Non tutte le domandesonodi pari difficoltà e, per tale motivo, per ciascunadi esseviene
fornitaunavalutazionedelgradodi difficoltà.
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