Temab
Successiong funzioni numeriche

5.1 Quesitidi livello base

5.1.1Dati duenumeripositvi aeb, € piu grandda loro mediaaritmetica%b olaloro media
geometrica/ab?

5.1.2Unaprogressioney,ap,as, .. .,an, . .. Si dice aritmeticaquandola differenzatra due
termini consecutii an, 1, a, € indipendentalan.

Dimostrarecheil terminegeneralea, di unaprogressionaritmeticasi presentasempre
nellaformaa, = b(n— 1) + ¢ (peropportunivalori delle costantib e c).

5.1.3Unaprogressioneys, ay,as, ... (con a, # 0 perogni n) si dice geometricaquandoil
rapportotraduetermini consecutii € costante.

Dimostrarecheil terminegeneralea, di unaprogressiongeometricasi presentaempre
nellaformaa, = ¢-b"! (peropportunivalori delle costantib e c).

5.1.4Sonodati un angoloa di 1@ radiantie un angolop di 539 gradi. Verificareche sono
entrambimaggioridi un angologiro e minori di due angoli giro. Dire quali dei duee il
maggiore.Dire inoltre see piu grandeil senodi a o il senodi 3.

5.1.511 numerol+ /2 & razionale? Sommandomoltiplicandoe dividendonumeridella
formax+ y\/2 (conx ey razionali),si ottengoncsemprenumeridello stessdipo?

5.1.6Duranteun breve viaggioin treno,si fannole seguentiosserazioni.

Al sgynaledi partenzajl trenocominciaa muoversiedaumentali velocita percircatre
minuti. Poi prosgue a velocita approssimatiamentecostanteper circa cinqueminuti. A
questopuntoinizia a rallentaree dopodue minuti giungead unastazione dove rimanein
sostaperun minuto.

Quindi il trenoriparte, ed impiega questavolta quattrominuti per raggiungeraunave-
locita costantecherisultaoraun po’ piu elevatachein precedenzaViaggiacos per sette
minuti e infine compieunafrenata,cherichiedequestavolta tre minuti, per arrestarsnella
stazionedi destinazione.

Si chiededi rappresentarguesteosserazioni per mezzodi un grafico, riportandoin
ascissal tempoe in ordinatala velocita. Si tenga presentehela rappresentaziongraficadi
un eventonon pud in nessurcasoessereffettuatacon esattezzassolutaessasaml necessa-
riamenteapprossimatia e sa@a tantopiu precisaquantomaggioree la quantit e I'accuratez-
zadei dati a disposizione.Quello chevienerichiestoin questoesercizioe semplicementd
disggnodi un graficocherisulti coerenteconle informazionifornite.
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Figura9.

5.1.7 Nella Figura 9 sonorappresentatelelle relazionitra numerireali. Quali di queste
possonasserénterpretatecomegraficidi funzioniy = f(x)?

5.2 Quesiti cherichiedono maggiore attenzione

5.2.1Si considerila successione, = 3n—1,n=1,2,3,.... Verificarechesi trattadi una
progressionaritmeticae calcolarda sommadei primi 10 termini.

5.2.2Si considerila successione, = 2-5", n=1,2,3,.... Verificarechesi trattadi una
progressiongeometrica.Quindi calcolareil prodottodei primi suoi4 termini e la somma
deiprimi 5.

5.2.3Un ciclistainizia un periododi allenamentgercorrendd. 0 km il primo giorno,15km

il secondayiorno,20km il terzogiornoe cos via aumentandali 5 km ognigiorno.
Quantichilometrihapercorsaccomplessiamentedopo30 giorni di allenamento?
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5.2.4 Secondaun antico aneddotoorientale,un uomo che aveva resoun importanteservi-
gio allimperatoredella Cina chiese,comericompensatanti chicchi di granoquantise ne
poterano metteresu unascacchieranella manieraseguente: un chiccosulla prima casella,
due chicchi sulla secondaguattrochicchi sulla terza, otto chicchi sulla quarta,e cos via
raddoppiandagnivolta.

Sapendache unascacchiera compostada 64 caselle,quantichicchi di granodovette
darel'imperatoreaquell’'uomo?

5.2.5 Quantecifre sono necessariger scrivere il numero2%4 nellusualebase10? (Per
risponderepud esseraitile saperechelog; 32 = 00,30103..)

5.2.6Dire see piu grandeil senodi un angolodi un radianteoppureil senodi un angolodi
dueradianti.

5.2.7Dimostrareche

sen(a +B) < sem + ser
qualunquesianoa, B € [0,71/2]. Mostrareanchechein qualchecasovalel'uguaglianza.

5.2.8Descrvereperscrittole caratteristichelelle funzioni corrispondentai grafici mostrati
nellaFiguralO.

e

@) (b) (©

FiguralO.

Discuterein particolarela monotonia(crescenzagecrescenzag I'esistenzadi punti di
massimao di minimo relatvi e assoluti.
Questigrafici corrispondonaille tre espressionnumeriche

1

1+x27
Associaread ogni graficol’espressiongil appropriata.

1
y:

A2 _ 1
y=x'-x*, vy X

5.2.9 Nella Figura 1l sonodisegnatii grafici di tre funzioni biettive e delle loro inverse.
Sonoinoltre disegnatii graficidi duefunzioninoninvertibili eil graficodi unafunzioneche
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coincidecon la suainversa. Individuarele duefunzioni noninvertibili, quellache coincide
conla suainversae le coppiedi funzionil'una inversadell’altra.

(h)

Figurall.

5.2.10NellaFigural2 eriportatoil graficodi unafunzioney = f(
LaFigural3rappresentmvecei graficidellefunzioni f (|x|), | f
1), f(x—1), f(2x), f(x/2),—f(x).
Dire qualegraficocorrispondea qualefunzione.

X).
O (XD, F (=), FOx+

5.3 Rispostecommentate

5.1.1E piu grandela mediaaritmetica.Pervederlo,osserviamahela disuguaglianza
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Figural2.

a)&2 > \/ab eequialentealla
b)a+b>2vab, laqualeeequialentealla
c) (a+b)2 > 4ab, laqualeeequialentealla
d)a®+2ab+b? > 4ab, laqualegequialentealla
e)a®—2ab+b% >0, laqualeginfineequivalentealla
f) (a—b)*>0
chee ovviamentesemprevera. Questipassaggmostranachela mediaaritmeticae la media

geometricasonougualisolosei duenumericoincidono.Osserviamanchecheil passaggio
dab) ac) e correttoin quantoentrambii membrisonopositi.

5.1.2 Indichiamocon b la differenzacostantedi due termini consecutii a1 € ay della
successioneSi haallora

(*) an+1=an+b

perognin= 12 3,.... Quest'ultimapud esserénterpretatacomeunaformularicorrenteche
forniscei terminidellasuccessionajnavolta chesianotoil valoredi a;. Postoalloraa; = ¢
e applicandcsuccessiamentda (x), si ottienefacilmentea, = c+ (n— 1)b.

Datoun interopositivo N, la sommadei primi N termini di unaprogressionaritmetica
si puo calcolaremediantda formula

N[o(N — 1) + 2]
.

| calcolieseyuiti nellarisoluzionedel Quesitol.2.1sonoparticolariapplicazionidi questa
formula.

a+...+an=
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Figural3.

5.1.3Lo swlgimentoe analogoa quellodel Quesito5.1.2. Postob = a,+1/an, Si vedeche
i termini dellasuccessionsonogeneratidallaformularicorsvaas.1 = b- a,, unavoltache
sianotoil valoredi a; = c. Di qui siricavala formulaesplicitaa,;; = c-b".

Fissatoun interopositivo N, il prodottodei primi N termini di unaprogressiongeome-
trica si pud calcolaremediantda formula

N(N-1)
a-...ran=cV.b 2

Perla sommadeiprimi N termini di unaprogressiongeometricasi hainvecela formula

pN—1
b—1 -

a+...+any=C¢C-

5.1.4Perconfrontaretra loro angoli dati corvienein generaleicondurli alla stessaunita di
misuraapplicandda notaformula
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misurain radianti = n misurain gradi
~ 180 grad.

Tuttavia in questocasoe sufficienteosserareche,essend® < 1< 4, siha

3n<m@<4n  eche 539=540-1=180-3-1.
Un angolodi 1@ radianti& quindiun po’ piti grandedi tre angolipiatti, mentreun angolo
di 539gradie unpo’ piu piccolo.
Perquantoriguardail valoredel seno,corvieneragionaran modogeometricoFacendo
coincidereun lato di ciascunangolocon I'assepositivo delle x, I'altro lato vienea cadere
nel secondajuadrantanel casodell'angolof e nelterzoquadrantanel casodell’angoloa. II

senodi B risultadunquepositivo, mentreil senodi a risultanegativo. In questocaso.e cioe
I'angolo minoread avereil senomaggiore.

5.1.5Sel+ /2 fosseugualead un numerorazionalem/n, si dovrebbeavereanche
m
V2=—-1.
n

Di consguenza, /2 sarebberazionaleed & ben noto che questoe falso. Peril resto
osserviamahe

(X+YV2) + (U+WW2) = (x+Uu) + (Y+V)V2

(X4+YV2) - (U4 VV2) = Xu+XxvV2+yuv/2+ 2vy = (xu+2vy) + (xv+yu)v2 .

Infine, postocheu e v nonsianoentrambinulli,

(x+yv2) _ (x+yv2)-(U-w2) (u—2vy) (-xv+yu) -

U+W2)  (U+W2)-(u—w?2) Ww—-22  w@—22
Questipassaggimostranochesex e y sonorazionali,sommandomoltiplicandoo divi-

dendonumeridella forma x + y\/2 si ottengonoeffettivamentenumeri della stessgorma.
Nel casodelladivisione,osserviamahee lecito moltiplicarenumeratore denominatorger

. . R u .
u—vv/2. Infatti, u—vv/2 = 0 seesoloseu= v =0, il cheé statoesclusopppure\—/ =2il
cheeimpossibilein quantou e v sono,peripotesi,razionali.
5.1.6Sullabasedelleinformazionifornite daltesto,il graficodellaFigural4 potrebbesssere

giaabbastanzeappresentato.

Tuttavia, unarappresentazionen po’ piu fedelealla realta potrebbeesserefornita dal
graficodellaFigurals.
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Figural4.

5.1.7Nel disggno, abbiamoriportato,comed’uso, la variabileindipendente in ascissa la
variabiledipendentey in ordinata.Unarelazionepuo alloraesserénterpretatacomegrafico
di unafunzionequandde retteverticaliincontranal graficoin nonpiu di un punto.Dunque
(), (c), (f) rappresentanéunzioni, le altre no. Si potrebbeaggiungereche (b) ed (e) rap-
presentandunzioni sesi fosseriportatala variabileindipendentex sull’assedelle ordinate e
la variabiledipendentey sull'assedelle ascisse(d) invecenonrappresentd graficodi una
funzionein nessurcaso.

5.2.1 Consideriamadue termini genericiconsecutii a,.1 € a, e verifichiamochela loro
differenzaé costante.Si ottienein particolare,in questomodo, il valoredi b= 3(n+1) —
1—(3n—1) = 3. Inoltre, pern = 1, si ottienec = ay = 2. Applicandola formularicordata

Figurals.
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nellarispostaal Quesito5.1.2,il valoredellasommadei primi dieci termini risultaugualea
[3-9+42-2)=31.5=155.

5.2.2In questocasosi haa,.1/a, =5 e ay = 10. Applicandole formule ricordatenella
rispostaal Quesito5.1.3,si ha poi rispettvamentel 5625000(eril prodottoe 7810perla
somma.

5.2.3E un’applicazionedi unaformula gia menzionatan precedenza.L’unica difficolta
consistenel riconoscerechei chilometripercorsiogni giorno crescondn progressionerit-
metica,e nell'impostarecorrettamenté dati. Conle solite notazioni,abbiamob =5,c =10
e N = 30. Dunqueil totaledeichilometrié 3—20[5~ 29+ 2-10] = 2475.

5.2.4Anchein questocaso,si trattadi applicareunaformula gia vista. Il totale & datoda
2641,

5.2.5Conoscerdl numerodi cifre che compongonaun numeroequiale a “collocare” il
numerostessdra due successie potenzedi 10, e sene ad avereun’ideadel suoordinedi
grandezza.Perquantoriguardail numero2%4 (che comparva nel quesito5.2.4) possiamo
osserareche

2% = (10M)% = 10PN

dove si & postoN = log;,2. Poicke, comesuggerito,N = 0,30103.., il nostronumeroé
all'incirca ugualea 101929592 ed e quindi compresdra 10'° e 10%°.

5.2.6Cerchiamaper primacosadi arrivarealla rispostacon un ragionamentantuitivo. Ri-
cordandochemt= 3,1415.. > 3, si ossera chel'angolo di un radianteé minoredell’angolo
di /3 radiantie chel’angolo di dueradiantie maggioredell’angolodi 11/3 radiantie minore
dell'angolodi 2m/3 radianti. Interpretanddl senocomela proiezionesull'assey dell’in-
terseziondra la circonferenzaunitariae il lato di ciascunangolo,risulta allora chiaroche
ser? > senl.

Procedenddn manierapiu rigorosa,si puo applicarela formuladi duplicazioneser2 =
2serll - cosl. Comegia osserato, 'angolo di un radiantee strettamenteninoredell’angolo
di 11/3 radianti,percui cosl > 3. Sihaallora

semn2 > 2- %senl =senl.
5.2.7’eserciziofariferimentoallaformuladi addizionedel seno

sen(a + f3) = sercosP3 + cosa ser .

Poiclegli angolidevonoessereomprestrazeroe /2, siail senocheil cosencgononon
negativi. Inoltre, senoe cosencsonosemprenonsuperiorial. Dunque sem cosf3 < sero e
cosa sinf3 < serf. In conclusionesi hasen(a + B) < sem + ser.
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L'uguaglianzacertamentenon vale sea e 3 sonoentrambidiversi da zero. In tal caso
infatti sem e ser3 sonoanch’essidiversi da zero, mentrecosa e cos3 sonostrettamente
minoridi 1. Peravereunesempidn cuisen(a + 3) = sem cosp3 + cosa serP bisognaallora
prenderelmenounodeidueangolia e 3 ugualeazero.

5.2.81l primo graficoa sinistracorrispondead unafunzionecon un asintotoverticalenel-
l'origine. La funzioneé decrescentsianell’intervallo (—o,0) chenell'intervallo (0, 4).

Tuttavia sarebbeerratodire chela funzionee decrescentsututto il suodominio. Infatti, si

ha,peresempiof(—1) < f(1) nonostantehe—1 < 1. Lafunzionenonpresentaé massimi
né minimi, né relativi né assoluti. Questograficocorrispondererosimilmentea quellodella
funzionenumericay = 1/x.

La seconddunzione presentaun asintotoorizzontale. La funzionecresceperx < 0 e
decresceper x > 0. Si ha un massimo(assoluto)per x = 0. La funzionenon ha invece
minimi, nonostanteche la suaimmaginerisulti limitata. Tra quelle date,la funzioneche
meglio si adattaa questagraficody = 1/(1+x?).

La terzafunzionepresentaun massimo(relativo) e due punti di minimo (entrambias-
soluti). Essaha un andamentagualitativo simile a quello della funzione numericay =

X —x2.

5.2.9 Una funzione ¢ biettiva se e soltantose per ogni valore della variabile dipendente
y appartenentall’insieme immaginedella funzione, esisteun unico valore della variabile
indipendente (appartenental dominiodi f), talechey = f(x).

Supponiamdli aver disggnatoil graficodi unafunzionebiettivay = f(x) in un riferi-
mentocartesianojn cui la variabile indipendentex sia riportata,comed’uso, in ascissae
la variabile dipendentey in ordinata. Possiamdaisegnareil graficodi unanuova funzione
y = g(x) sullo stessaiferimentocartesianael modoseguente.Si prendeun numeroa ap-
partenentallimmaginedi f e si risalea quell’'unicovaloreb percui f(b) = a. Quindisi
poneb = g(a). La funzioney = g(x) si dicel'inversadi f. Percostruzionejl dominio di
g coincideconlimmaginedi f. Sottolineiamache questacostruzionehasenscsolose f &
biettiva. Perquestaagione unafunzionebiettivasi diceanchanvertibile. Osserviamanche
chesef einvertibile e g €la suainversaalloraancheg e invertibileel'inversadig e f.

Siay = f(x) unafunzioneinvertibile, e siay = g(x) la suafunzioneinversa. In base
alla definizione,sea appartieneal dominiodi f si deve averea = f(g(a)). In altre parole,
se (a,b) e un puntoappartenental graficodi g, allora (b,a) deve apparteneral grafico
di f, e viceversa. Da un puntodi vista geometrico,due punti del piano cartesianchanno
le coordinate*scambiate”quandosonosimmetricirispettoalla bisettricedel primo e terzo
guadrante.

In basea queseconsiderazioni¢ allorafacile vederechele funzioni noninvertibili sono
la (g) ela (h). La funzionechecoincideconla propriainversag la (c) (il suograficoe infatti
simmetricorispettoalla bisettricedel primo e terzoquadrante) Le coppiedi funzionil'una
inversadell’altrasono(a) ed(e), (b) e (i), (d) ed(f).
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5.2.10Nell'ordine, i graficirichiestisono:(d), (a), (h), (b), (f), (i), (c), (9), (e).

60



CAPITOLO Il

Testdi autovalutazione

Il testchesi trova nelle prossimegpaginee compostada30 domandea frontedi ciascuna
delle quali sonopropostecinquerisposte,di cui solounaé corretta. Si dovra rispondereal
testponendaunacrocesullarispostaritenutacorretta.

Il tempomassimoa disposizioneper leggeree risponderea tutte le domandeg di dueore.

C’etuttoil tempoperrispondereconcalma. E' permessd’'uso di libri o di appunti.Non e

permessduso di strumentidi calcolo.

Solo dopoaver rispostoa tutte le domande si possonoconfrontarele proprierispostecon

guellescrittenellatabellapostanellapaginasuccessia al test.

Selarispostaad unadomanda sbagliatasi consigliadi ripetereil ragionamentogercando
di individuaredasoli I'errore commessoprimadi leggerela spiegazionefornita.

Non tutte le domandesonodi pari difficolta e, per tale motivo, per ciascunadi esseviene
fornitaunavalutazionedel gradodi difficolta.
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