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I protagonisti di questa tesi sono i politopi convessi. I politopi sono degli
a�ascinanti oggetti geometrici noti agli studiosi �n dall'antichità: la teoria
dei poliedri regolari fu studio di grandi personaggi del passato come Euclide,
Archimede e Keplero. I poliedri sono oggetti geometrici naturali e semplici
che racchiudono in loro la geometria dello spazio. Coxeter era solito dire
che chiedersi chi per primo ha costruito un poliedro è come chiedersi chi ha
scoperto il fuoco...
La teoria dei gra� sui politopi, così chiamata da Sylvester, comincia con il
problema dei sette ponti sul �ume Pregel nella città di Königsberg posto da
Eulero nel XVIII secolo e sviluppato nel seguito da Hamilton, Cayley ed altri.
Fino all'ottocento però solo pochi matematici, come Schlä�i e Möbius, con-
cepivano la possibilità di una geometria in più di tre dimensioni. Solo una
o due persone hanno avuto la capacità di immaginare iper-solidi come noi
comuni mortali riusciamo a visualizzare i solidi.
Nell'era della computer graphics l'immaginazione riceve una mano da questo
nuovo strumento, che ha posto molti nuovi problemi ed ha fornito nuove tec-
niche per a�rontarli.
In questa tesi abbiamo approfondito lo studio dei politopi convessi sia per
quanto riguarda le estensioni più recenti dello studio delle loro proprietà
matematiche, sia per quanto riguarda lo sviluppo delle tecniche di rappresen-
tazione gra�ca nate spesso per la visualizzazione tridimensionale dei politopi
di più dimensioni.
Ci siamo indirizzati verso le tecniche combinatorie utilizzate per costruire
rappresentazioni in spazi di dimensione inferiore di politopi n-dimensionali.
In particolare abbiamo approfondito i diagrammi di Schlegel, i diagrammi di
Gale ed i gra� associati a politopi, per culminare con il teorema di Steinitz che
caratterizza completamente la struttura combinatoria di un politopo. In�ne
nel corso della preparazione di questo lavoro, abbiamo imparato un linguag-
gio di programmazione per la visualizzazione utilizzato da professionisti del
campo: il programma si chiama POV-Ray, nato per mano di un gruppo di
persone che formano il POV-Team, un software di rendering tridimensionale
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in grado di generare immagini ad alta qualità. L'idea nasce dalla visione di
alcuni �lmati realizzati da un professionista del settore, il dottor Gian Marco
Todesco, che hanno catturato la mia attenzione, mi hanno a�ascinato e spin-
to a creare qualcosa di simile. L'intero progetto nasce da questo desiderio.
Nel dettaglio la tesi è così organizzata.
Nel Capitolo 1 diamo le principali nozioni e de�nizioni della tesi. Innanz-
itutto cominciamo col de�nire cos'è un politopo, utilizzando la nozione di
poliedro:

De�nizione 1. Un H-poliedro è l'intersezione �nita di semispazi chiusi in
Rd.
Un V-politopo è l'inviluppo convesso di un insieme �nito di punti in Rd. Un
H-politopo è un H-poliedro limitato, cioé che non contiene una semiretta
{x+ ty : t ≥ 0} per ogni y 6= 0.

De�nizione 2. De�niamo due politopi P ⊆ Rd e Q ⊆ Re a�nemente isomor�,
indicandolo con P ∼= Q, se esiste una mappa a�ne f : Rd → Re biettiva fra
i punti dei due politopi (non si richiede che sia suriettiva ed iniettiva negli
spazi ambiente).

Le due de�nizioni date di V-politopo e di H-politopo sono concettual-
mente identiche, ma la dimostrazione che sono e�ettivamente la stessa cosa
viene data con il teorema principale sui politopi.

Teorema 1. Teorema principale sui politopi
Un sottoinsieme P ⊆ Rd è l'inviluppo convesso di un insieme �nito di punti
(un V-politopo) P = conv(V) con V ∈ Rd×n se e solo se è l'intersezione
limitata di semispazi chiusi (un H-politopo) P = P(A,z) con A ∈ Rm×d, z ∈
Rm.

Questo teorema è importante perchè fornisce due di�erenti caratteriz-
zazioni dei politopi che possono essere utilizzate in base al problema che si
sta studiando. Nella dimostrazione del teorema utilizziamo un metodo det-
to eliminazione di Fourier-Motzkin, da cui segue il seguente lemma, che ci
fornisce la nostra de�nizione di politopo convesso:
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Lemma 1. Un sottoinsieme P ⊂ Rd è un politopo se può essere rappresen-
tato sia come un V-politopo che come un H-politopo.

Dopo aver de�nito i politopi convessi passiamo ad esaminare nella terza
sezione alcuni esempi: dai classici poliedri regolari come cubo, ottaedro e
tetraedro ad esempi più interessanti. Un primo esempio importante è il
politopo ciclico. Dopo aver de�nito la curva del momento in Rd come x :

R −→ Rd, che manda t in x(t) :=
(
t, t2, ..., td

)
, il politopo ciclico Cd(t1, ..., tn)

è l'inviluppo convesso dei punti x(ti) con t1 < t2 < ... < tn. Il secondo
esempio è il permutaedro Πd−1 ⊆ Rd, i cui vertici possono essere identi�cati
con le permutazioni in Sd. Il terzo esempio ruota attorno ad una classe
particolare di politopi, gli 0/1-politopi in cui tutti vertici hanno le coordinate
equivalenti a 0 o a 1.
In�ne a�rontiamo lo studio dei politopi regolari, dove la nostra de�nizione
di regolarità è la seguente:

De�nizione 3. Un d-politopo è regolare se tutte le sue celle e le sue �gure
al vertice sono (d-1)-politopi regolari.

In dimensione due tutti i poligoni sono ovviamente regolari, mentre la
regolarità dei cinque solidi Platonici per d=3 è ben nota. Esistono inoltre
sei 4-politopi regolari, e solo tre d-politopi regolari per d ≥ 5. In questa
tesi non abbiamo voluto dare una descrizione dettagliata dei politopi rego-
lari e della loro scoperta, ma abbiamo voluto menzionare alcuni dei risultati
conosciuti più rilevanti, formulando anche alcuni problemi irrisolti, come la
classi�cazione dei politopi c-regolari, politopi in cui tutte le celle sono rego-
lari, in dimensione maggiore di tre.
Nel Capitolo 2 analizziamo nel dettaglio la struttura combinatoria di un poli-
topo. Nella prima sezione enunciamo e dimostriamo un importante risultato,
che si può trovare in molte di�erenti versioni in tutta la teoria dei poliedri
e dei politopi, il Lemma di Farkas. Noi ne diamo quattro di�erenti versioni,
che seguono tutte dalla prima:

Proposizione 1. Il lemma di Farkas I
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Sia A ∈ Rm×d e z ∈ Rm. Allora esiste un punto x ∈ Rd con Ax ≤ z, oppure
esiste un vettore riga c ∈ (Rm)∗ con c ≥ O, cA = O e cz < 0. Le due
condizioni non possono essere veri�cate entrambe.

Essenzialmente i lemmi di Farkas danno una caratterizzazione per la
risoluzione di sistemi di disuguaglianze. A seguire diamo la seguente propo-
sizione, un risultato basilare nella teoria dei politopi, il teorema di Carathéodory.

Proposizione 2. Il teorema di Carathéodory
Sia X ∈ Rd×n e x ∈ Rd. Se x ∈ conv(X), allora x ∈ conv(X ′) per un
sottoinsieme X ′ ⊆ X con al più dim(conv(X))+1 vettori in X.

Nella seconda sezione a�rontiamo una serie di de�nizioni che completano
la struttura combinatoria di un politopo.

De�nizione 4. Sia P ⊆ Rd un politopo convesso. Il k-scheletro di P è
l'unione delle facce k-dimensionali.

De�nizione 5. Siano P,Q ⊆ Rd due politopi convessi. P e Q si diranno
combinatoriamente equivalenti e lo denoteremo con P ' Q se esiste una
biezione fra le loro facce che preserva la relazione di inclusione.

Questo è il concetto principale di equivalenza che non dipende da una
particolare metrica e che analizza la struttura combinatoria di un politopo.

De�nizione 6. Due politopi P e Q sono uno il duale dell'altro se esiste una
mappa iniettiva ψ tra l'insieme delle facce di P e l'insieme delle facce di
Q che inverte l'ordine d'inclusione, cioè date due facce di P, F1 e F2 con
F1 ⊂ F2 allora ψ(F1) ⊃ ψ(F2).

Due classi combinatorie sono duali fra loro se esistono due politopi, uno
per ogni classe presa, duali fra loro. Esempi di 3-politopi duali sono: il cubo
e l'ottaedro ( in generale ogni n-prisma con ogni n-dipiramide), il dodecaedro
e l'icosaedro, la n-piramide è duale con se stessa, così come gli n-simplessi.
Volendo studiare la struttura combinatoria dei politopi, nella quarta sezione
di questo capitolo de�niamo i reticoli delle facce di un politopo.
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De�nizione 7. Un ipo (S,≤) è un insieme parzialmente ordinato, cioé un
insieme �nito S dotato di una relazione ≤ che sia ri�essiva, antisimmetrica
e transitiva.

De�nizione 8. Un ipo è limitato se ha un unico elemento minimo 0̂ ed un
unico elemento massimo 1̂.

De�nizione 9. Sia (S,≤) un ipo. Un reticolo è un ipo limitato in cui ogni
due elementi x, y ∈ S hanno un unico limite superiore minimo, denotato con
x ∨ y ed un unico limite inferiore massimo, denotato con x ∧ y.

I reticoli ci interessano come rappresentazione delle facce di un politopo
convesso:

De�nizione 10. Il reticolo delle facce di un politopo convesso P è l'ipo L(P)
di tutte le facce di P ordinate parzialmente per inclusione.

Un reticolo può essere rappresentato sul piano tramite un Diagramma
di Hasse, un grafo in cui i vertici rappresentano gli elementi dell'insieme,
dove x ≤ y se e solo se esiste un percorso incrementale da x a y, in cui due
vertici rappresentanti due elementi x ed y sono uniti da uno spigolo se e solo
se x<y e se l'intervallo [x, y] := {w ∈ S : x ≤ w ≤ y} = {x, y}.
La de�nizione di combinatoriamente equivalenti può essere riformulata de-
�nendo due politopi P e Q combinatoriamente equivalenti, P ' Q, se e solo
se i reticoli delle facce sono isomor�, L(P ) ∼= L(Q).
In�ne enunciamo e dimostriamo il teorema generale di rappresentazione per
i politopi, che racchiude tutti i modi in cui può essere rappresentato un
politopo:

Teorema 2. Teorema di rappresentazione per i politopi
Un sottoinsieme P ⊆ Rd è un politopo se e solo se può essere descritto in
uno dei seguenti modi equivalenti:

1. come proiezione a�ne di un simplesso

2. come inviluppo convesso di un insieme �nito di punti
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3. come inviluppo convesso dell'insieme dei vertici vert(P)

4. come l'unione di tutti i simplessi che contiene un insieme �nito di punti

5. come proiezione di un d-scheletro di un simplesso

6. come intersezione limitata di semispazi chiusi

7. come intersezione limitata di semispazi che de�niscono le celle di P,
uno per ogni cella, e dell'inviluppo a�ne di P.

Il Capitolo 3 è incentrato sui due principali strumenti di visualizzazione
dei politopi convessi di dimensione superiore a tre: i diagrammi di Schlegel
ed i diagrammi di Gale, entrambi basati sul concetto di dualità fra politopi.
I diagrammi di Schlegel sono i più diretti ed i più e�caci strumenti per la
visualizzazione degli oggetti in quattro dimensioni.

De�nizione 11. Un complesso poliedrale C è una collezione �nita di poliedri
in Rd tale che:

(i) ∅ ∈ C,

(ii) se P ∈ C, allora tutte le facce di P sono in C,

(iii) l'intersezione P ∩Q di due poliedri P, Q ∈ C è una faccia sia di P che
di Q ed appartiene quindi a C.

La dimensione dim(C) è la dimensione del poliedro più grande in C. L'in-
sieme sottostante di C è l'insieme |C| :=

⋃
P∈C P .

Se tutti i poliedri sono politopi diremo che C è un complesso politopale

De�nizione 12. Una suddivisione politopale di un politopo P è il complesso
C tale che l' insieme sottostante |C| = P. La suddivisione è una triango-
lazione se tutti i politopi in C sono simplessi.

De�nizione 13. Sia P un d-politopo in Rd. De�niamo un punto yF limitrofo
ad una cella F come un punto che giace nel semispazio di�erente di HF
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rispetto a 0 ∈ int(P) con HF iperpiano che contiene F, ma nello stesso
semispazio rispetto a tutti gli altri iperpiani Hj che de�niscono tutte le altre
celle di P e che non contengono F.

De�nizione 14. Sia P un d-politopo in Rd, e sia F ∈ L(P) una cella di P,
de�nita dalla disuguaglianza valida ax ≤ z. Sia H l'iperpiano che de�nisce
F, H =

{
x ∈ Rd : ax = z

}
. Prendiamo un punto yF limitrofo ad F. Per

x ∈ P , de�niamo p(x) := yF + z−ayFax−ayF
(x− yF ). Il diagramma di Schlegel

D(P,F) del politopo P di base la cella F è l'immagine sotto p di tutte le facce
proprie di P tranne F, cioé è l'insieme

D(P, F ) := {p(G) : G ∈ L(P ) \ {P, F}}

contenuto nell'iperpiano H.

Proposizione 3. Il diagramma di Schlegel di un politopo P di base la cella
F è una suddivisione politopale di F ed è combinatoriamente equivalente al
complesso C((∂P) \ {F} ) di tutte le facce proprie di P tranne F.

Questa riduzione diventa utilissima nello studio dei 4-politopi, poiché
il loro diagramma potrà essere visualizzato in un oggetto in tre dimen-
sioni. Esistono però dei d-diagrammi che non provengono da nessun (d+1)-
politopo, problema che a�rontiamo nella sezione successiva. Ogni diagramma
di Schlegel di un d-politopo è un (d-1)-diagramma, ed ogni d-diagramma con
al più d+4 vertici è sempre di Schlegel. Il risultato più interessante che diamo
è il seguente:

Teorema 3. Ogni 2-diagramma è combinatoriamente equivalente ad un di-
agramma di Schlegel.

Dopo aver stabilito dei parametri che separano i diagrammi di Schlegel
dagli altri, forniamo degli esempi di diagrammi dovuti a Schulz e Barnette:
un 3-diagramma che mostriamo non poter essere di Schlegel, un diagramma
di Schlegel in cui dimostriamo che in un 4-politopo non possiamo descrivere
la forma di una cella, al contrario di quanto avviene per un 3-politopo; come
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terzo esempio forniamo un 3-diagramma topologico curvato, che nel passag-
gio dal piano allo spazio incontra dei paradossi.
La quarta sezione del terzo capitolo è dedicata ai diagrammi di Gale.
Nelle prime due sezioni ci occupiamo di con�gurazioni di punti e di vettori:
data una con�gurazione di n punti X= {x1, ..., xn} ⊆ Rd costruiamo una
con�gurazione di n vettori V = {v1, ...,vn} in Rd+1 de�nendo vi := (1xi

);
de�niamo inoltre r := d+1. Le de�nizioni seguenti sono la base della teo-
ria dei diagrammi di Gale e permettono poi nella loro elaborazione di non
perdere le informazioni combinatorie del politopo.
De�niamo lo spazio delle dipendenze lineariDep(V ) := {v ∈ Rn : V v = 0} ⊆
Rn e lo spazio dei vettori dei valori della con�gurazione V al(V ) := {cV : c ∈ (Rr)∗} ⊆
(Rn)∗. Allora abbiamo che:

De�nizione 15. Sia V={v1, ..., vn} ⊆ Rr una con�gurazione aciclica di n
vettori in Rr. I vettori segnati di V sono dati da:

ν(V ) := {sign(v) ∈ {+,−, 0}n : v ∈ Rn, V v = 0} = SIGN(Dep(V ))

ed i circuiti segnati C(V) sono i vettori segnati del supporto minimo non
vuoto. I covettori segnati di V sono dati da:

ν∗(V ) := {sign(cV ) : c ∈ (Rr)∗} = SIGN(V al(V ))

ed i cocircuiti segnati C∗(V ) sono i covettori segnati del supporto minimo
non vuoto: corrispondono alle funzioni lineari tali che i vettori v ∈ V che si
annullano nella funzione de�niscono un iperpiano in Rr.

Il risultato principale per i diagrammi di Gale che forniamo in questa tesi
è il seguente:

Teorema 4. Con�gurazione duale
Sia V ∈ Rr×n una con�gurazione di n vettori colonna in Rr.
Esiste ed è unica una matrice G ∈ Rn×(n−r) di n vettori riga in (Rn−r)∗, tale
che:

V al(V ) = {c ∈ (Rn)∗ : cG = O}
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Dep(V ) =
{
Gx : x ∈ Rn−r

}
La con�gurazione G è unica a meno di trasformazioni lineari sulle coordinate
in (Rn−r)∗, che corrispondono ad operazioni sulle colonne di G.

Questo teorema ci porta alla seguente de�nizione:

De�nizione 16. Diagrammi di Gale lineari ed a�ni
Sia P = conv{x1, ..., xn} un d-politopo in Rd con n vertici. Un diagramma di
Gale ed un diagramma di Gale a�ne sono ottenuti con la seguente sequenza
di operazioni:

d− politopo con n vertici xi (politopo)

l
n vettori vi :=

(
1xi

)
in Rr = Rd+1

l ∗
n vettori gi in Rn−r = Rn−d−1 Diagramma di Gale

l
n punti segnati ai nel (n− d− 2)− spazio affine Diagramma di Gale affine.

E' fondamentale per capire i diagrammi di Gale osservare che la riduzione
da Rd a (Rn−d−2)∗ non ci fa perdere alcuna informazione combinatoria su
P: i circuiti ed i cocircuiti della con�gurazione di punti di partenza sono i
cocircuiti ed i circuiti di quella d'arrivo. Questo risulta estremamente utile
per politopi con ”pochi vertici”, cioé nei quali il numero di vertici supera la
dimensione del politopo di poche unità.
In seguito forniamo una caratterizzazione dei diagrammi di Gale: esistono
delle con�gurazioni di vettori che non sono diagrammi di Gale:

Teorema 5. Proprietà caratteristica dei diagrammi di Gale
Una matrice G ∈ Rn×(n−r) di vettori riga è un diagramma di Gale di un
d-politopo con n vertici se e solo se ogni cocircuito ha almeno due elementi
positivi.

Nella sezione seguente forniamo degli esempi di diagrammi: il diagramma
di un ottaedro regolare in R3, di un d-politopo con d+4 vertici che non può
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essere realizzato con coordinate razionali, di un d-politopo per il quale la
forma delle celle non può essere descritta a priori, di un d-politopo che ha lo
spazio di realizzazione non connesso.
Il Capitolo 4 è incentrato sui gra� costruiti su di un politopo, altro modo di
studiare la struttura combinatoria di questi oggetti.

De�nizione 17. Un grafo è una coppia ordinata G=(V,E), dove V è l'in-
sieme dei nodi ed E ⊆ V ×V l'insieme degli archi, ossia un insieme di coppie
(u, v) ∈ V × V . Due nodi connessi da un arco prendono il nome di estremi
dell'arco. Un grafo sprovvisto di cappi e archi doppi si dice grafo semplice.
Un grafo non orientato è un grafo in cui non si tiene conto dell'ordinamento
delle coppie di nodi che costituiscono gli archi: se (u, v) ∈ E allora anche
(v, u) ∈ E.

De�nizione 18. Sia P un politopo convesso. I vertici e gli spigoli di P
formano un grafo G(P) semplice, astratto, �nito, non orientato.

Nella seconda sezione diamo risalto ad un problema aperto della teoria dei
gra� associati a politopi, quello del limite del diametro di un grafo, problema
posto nell'ipotesi congetturata da Hirsch:

De�nizione 19. Sia G un grafo. Il diametro di G è il più piccolo numero
δ(G) per il quale due qualsiasi nodi di G possono essere connessi con un
percorso con al più δ(G) archi.
Chiameremo il diametro massimo di un grafo su un d-politopo con al più n
celle ∆(d, n), per n > d ≥ 2.

Congettura 1. Congettura di Hirsch.
Sia ∆(d, n) il diametro massimo di un grafo su un d-politopo con n celle per
n > d ≥ 2. Allora

∆(d, n) ≤ n− d

Nello sviluppo di questa congettura, de�niamo Hu(d, n) come il più pic-
colo numero tale che per ogni vertice v di P esiste un percorso strettamente
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monotono di lunghezza al più Hu(d, n) da v a u. Di conseguenza per con-
cludere la sezione enunciamo e dimostriamo un importante risultato dovuto
a Kalai, che per primo trovò un limite pseudopolinomiale per il problema del
diametro:

Teorema 6. Sia P ⊆ Rd un d-poliedro con al più n celle, e sia cx una fun-
zione lineare in posizione generale rispetto a P, che raggiunge il suo massimo
in P nel vertice w. Partendo da un vertice v ∈ vert(P ), esiste un percorso
monotono da v a w, la cui lunghezza è limitata da

Hu(d, n) ≤ 2n
(

d+blg2 nc−1
d−1

)
≤ 2nlg2(d)+1 = 2(2d)lg2(n)

Il risultato seguente che dimostriamo è un teorema che prende spunto da
una congettura che ipotizzò Perles, che poi Kalai riprese e dimostrò.

Teorema 7. Sia P un politopo d-dimensionale semplice e sia G(P) il grafo
associato a P. Allora il grafo G(P) determina l'intera struttura combinatoria
di P.

In�ne forniamo i due risultati principali del capitolo e della tesi, il teorema
di Balinski ed il teorema di Steinitz

Teorema 8. Teorema di Balinski
Sia P un politopo d-dimensionale e sia G(P) il grafo associato a P. G(P) è
d-connesso.

Teorema 9. Teorema di Steinitz.
Sia G un grafo. G è il grafo relativo ad un 3-politopo se e solo se G è semplice,
planare e 3-connesso.

Nella dimostrazione di quest'ultimo risultato, si devono introdurre nuovi
concetti:

De�nizione 20. Un'operazione che trasforma un triangolo non separato in
una 3-stella che connette gli stessi nodi, prende il nome di operazione ∆Υ.
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Quando contraiamo archi in serie, cioé adiacenti ad un nodo di grado
2 (che equivale alla rimozione di tale nodo), oppure eliminiamo archi in
parallelo con altri (rendendo il grafo semplice) parleremo di riduzioni SP.

De�nizione 21. Una riduzione ∆Υ semplice è una successione di operazioni ∆Υ

seguite da tutte le riduzioni SP possibili.

Da ciò andiamo ad introdurre alcuni lemmi, utili alla dimostrazione del
seguente corollario che implica il teorema di Steinitz:

Corollario 1. Ogni grafo planare 3-connesso G può essere ridotto a K4 da
una sequenza di riduzioni semplici ∆Υ.

doveK4 è il più piccolo grafo 3-connesso realizzabile con 6 archi e 4 vertici,
associato al tetraedro.
Nell'ultima sezione di questo capitolo diamo una seconda versione del teorema
di Steinitz, che ci fa capire meglio la sua importanza, basata sul concetto di
spazio di realizzazione di un politopo:

De�nizione 22. Sia P un d-politopo con n>d vertici {x1, x2, ..., xn}. Sia
il sottoinsieme di vert(P) {x1, x2, ..., xd+1} una divisione di P, cioé dato
1 ≤ k ≤ d + 1 abbiamo che aff ({x1, x2, ..., xk}) ∩ P è una (k-1)-faccia
di P.
De�niamo lo spazio di realizzazione di P R(P ) ⊆ Rd×n come l'insieme di tutte
le matrici Y ∈ Rd×n tali che yk = xk per 1 ≤ k ≤ d + 1 e tali che P è com-
binatoriamente equivalente a Q := conv {y1, ..., yn} sotto la corrispondenza
xi → yi.

Teorema 10. Teorema di Steinitz.
Per ogni 3-politopo P, lo spazio di realizzazione R(P ) è contraibile, e quindi
connesso.

Il Capitolo 5 riguarda la realizzazione di un �lmato incentrato sui di-
agrammi di Schlegel e di Gale, creato allo scopo di mostrare la grande
potenzialità della computer graphics come nuovo strumento di investigazione
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matematica.
Dopo una descrizione del modello, approfondiamo la conoscenza con il lin-
guaggio utilizzato, POV-Ray. POV è l'acronimo di Persistence Of Vision,
mentre Ray sta per raytracing. Il raytracing è una simulazione della nostra
visione del mondo circostante che crea immagini tridimensionali di qualità
fotogra�ca. La scena in POV-Ray è descritta da un �le di testo.
Nella sezione successiva diamo una sommaria descrizione del linguaggio di
programmazione, accennando i principali comandi e la struttura di un �le
in POV-Ray. In ultimo vengono forniti i listati dei �le scena, i �le di testo
che descrivono le scene, insieme ad alcune spiegazioni sulle istruzioni più
interessanti.
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