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Introduzione

A partire dal diciottesimo secolo, molti matematici tentarono di dimostrare
inutilmente quello che ¢ passato alla storia come I’Ultimo Teorema di Fermat,
teorema formulato da Pierre de Fermat nel 1637 secondo cui non esistono
soluzioni intere positive all’equazione a™ + 0" = ¢", con n > 2. Tale Teorema
venne dimostrato solo nel 1994 da Andrew Wiles e I'argomentazione della
dimostrazione sfrutta una serie di nuove tecniche e nuovi strumenti matem-
atici che sono nati a seguito dei fallimenti delle precedenti dimostrazioni e
che hanno portato grande ricchezza alla matematica moderna favorendone lo
sviluppo e la diversificazione.

Nel 1847 Gabriel Lameé (1795-1870) presento all’Accademia di Parigi una di-
mostrazione del Teorema di Fermat la quale si basava sulla supposizione che
nell’anello degli interi ciclotomici Z [£], con £ # 1 radice complessa p-esima
dell'unita, i fattori fossero univocamente determinati. Fu Joseph Liouville
(1809-1882) ad osservare l'infondatezza di tale ipotesi ed Eduard Kummer
(1810-1893) a mostrare che era del tutto falsa, indicando che gia per il nu-
mero primo 23, c’era il fallimento del teorema di fattorizzazione per gli interi
ciclotomici. Inoltre lo stesso Kummer dimostro che tale teorema in certi casi
poteva essere ripristinato, introducendo cosi il concetto dei ‘numeri ideali’.
Fu questo il primo passo verso la nascita dei domini di Dedekind.

La teoria dei numeri ideali venne trasformata nella moderna teoria degli ideali
da Richard Dedekind (1831-1916), il quale osservo che la funzione dei numeri
ideali di Kummer poteva essere svolta pitt generalmente in tutti gli anelli di
interi algebrici da particolari sottoinsiemi che egli chiamo, in onore dell’opera
svolta dal suo collega, “ideali’ e dimostro che in ogni anello di interi algebrici
un ideale si puo sempre fattorizzare in modo unico nel prodotto di ideali pri-
mi. La fattorizzazione unica per gli ideali venne estesa, nel 1919 da Emmy
Noether (1882-1935) a tutti quegli anelli soddisfacenti i cosi detti ‘postulati di
Noether’ ovvero la stazionarita delle catene ascendenti di ideali, la chiusura
integrale e la massimalita degli ideali primi non nulli. Questi anelli vengono
oggi chiamati domini di Dedekind.

La classe dei domini di Dedekind é l'intersezione di due classi fondamentali



di anelli, gli anelli Noetheriani e i domini di Priifer. I primi che prendono
il nome da Emmy Noether, hanno come modello gli anelli di funzioni alge-
briche mentre i secondi il cui nome ¢ dovuto a Heinz Priifer (1896-1934),
hanno come prototipo i domini di valutazione.

I domini di Dedekind sono di grande importanza in teoria dei numeri, infatti
la chiusura integrale di Z in un campo dei numeri ¢ un dominio di Dedekind.
Inoltre essi sono in relazione con le curve algebriche non singolari, in quan-
to la rappresentazione geometrica della condizione di Dedekind ¢ quella di
varieta irriducibili non singolari di dimensione 1. Proprio nell’ambito della
geometria algebrica, per studiare le varieta integralmente chiuse, nascono gli
wdeali divisoriali, che sono I'oggetto di questa tesi.

Mentre la struttura degli ideali divisoriali nel caso degli anelli noetheriani in-
tegralmente chiusi € ben nota, lo studio degli ideali divisoriali nei domini di
Priifer risale agli anni '80 ed ¢ ancora incompleta. Tuttavia una importante
classe dei domini di Priifer, quella dei domini di Dedekind generalizzati, puo
essere caratterizzata attraverso buone proprieta di fattorizzazione degli ideali
divisoriali. Questa classe coincide con i Domini di Dedekind in dimensione
1.

In questa tesi sono raccolti tutti i risultati noti sugli ideali divisoriali nei do-
mini di Priifer e sono stati utilizzati nell’ultima parte per lo studio dei domini
di Dedekind generalizzati.

La definizione di ideale divisoriale per un dominio integro, viene data nel
Capitolo 1 nel quale abbiamo anche definito gli A-moduli, gli ideali frazionari
e gli ideali invertibili. Abbiamo poi caratterizzato, nel Teorema 1 pag. 18, gli
ideali divisoriali di un dominio integro come l'intersezione di ideali invertibili.

Nel Capitolo 2 abbiamo introdotto e sviluppato la nozione di anello di valu-
tazione. Ci siamo poi soffermati sullo studio dei suoi sopranelli, mostrando
che esiste una corrispondenza biunivoca che inverte ’ordine tra 'insieme dei
sopranelli di un dominio di valutazione e I'insieme dei suoi ideali primi.

Abbiamo inoltre definito e caratterizzato gli ideali primi ramificati e gli non
ramificati e abbiamo utilizzato queste nozioni per definire gli anelli di val-
utazione discreta e gli anelli di valutazione fortemente discreta. In partico-
lare abbiamo mostrato che in dimensione finita tali classi coincidono ed in
dimensione 1 un dominio di valutazione discreta é noetheriano, cioé un DVR.

Nel Capitolo 3 abbiamo introdotto i domin: di Priifer, caratterizzati dalla
proprieta di essere localmente di valutazione. Abbiamo quindi esteso i risul-
tati dimostrati nel Capitolo 2 a questi domini.



Per i nostri scopi ¢ stato di grande importanza lo studio dei sopranelli dei
domini di Priifer. A questo riguardo abbiamo dimostrato che tali sopranelli
sono tutti rappresentabili come intersezione di localizzazioni rispetto ad un
particolare insieme di ideali primi. Abbiamo poi stabilito quando il duale
di un ideale & un anello e ci siamo occupati del Trasformato di Nagata. Lo
studio di questo particolare sopranello ci ha permesso di trovare delle con-
dizioni affinché un ideale primo in un dominio di Priifer o una sua potenza
sia divisoriale.

Inoltre analogamente a quanto fatto per gli anelli di valutazione, abbiamo
caratterizzato gli ideali primi ramificati nei domini di Priifer e abbiamo in-
trodotto la nozione di dominio di Priifer discreto e di dominio di Priifer
fortemente discreto, concetto, quest’ultimo, che ci ha permesso di definire i
domini di Dedekind generalizzati.

All'inizio del Capitolo 4, che conclude la tesi, abbiamo richiamato le propri-
eta dei domini di Dedekind. Ma la nostra attenzione si ¢ diretta soprattutto
verso lo studio dei domini di Dedekind generalizzat.

Per arrivare a caratterizzare tali domini mediante il concetto di ideale diviso-
riale, abbiamo dovuto introdurre diverse nozioni. Abbiamo dunque definito
gli ideali traccia, i domini con la proprieta della traccia (T'P-domini) e con
la proprieta della traccia radicale (RTP-domini), dimostrando nel Teorema
52 pag. 70, che un dominio di Dedekind generalizzato D ¢ un RTP-dominio
e che inoltre, un ideale di D é un ideale traccia se e solo se si pud scrivere
come prodotto finito di ideali primi non nulli e non massimali di D.
Abbiamo poi caratterizzato i domini di Dedekind generalizzati mediante il
concetto di §-proprieta e di §f-proprieta e successivamente abbiamo definito i
sistemi localizzanti, gli anelli generalizzati di frazioni e gli ideali stabili, carat-
terizzando, nel Teorema 21 pag. 77,1 domini di Dedekind generalizzati come
domini di Priifer in cui ciascun sistema localizzante di ideali é finitamente
generato e, nel Teorema 23 pag. 79, come domini di Priifer in cui ogni ideale
primo non nullo ¢ divisoriale e ogni ideale divisoriale ¢ stabile. Grazie a tutti
questi risultati ottenuti, siamo riusciti a fornire la seguente caratterizzazione
dei domini di Dedekind generalizzati mediante il concetto di ideale divisoriale

Teorema 25 Per un dominio R le sequenti affermazioni sono equivalenti:
(i) R ¢é un dominio di Dedekind generalizzato;

(ii) R ¢ un dominio di Priifer fortemente discreto e ogni prodotto finito di
tdeali prime non nulli e divisoriale;

(iii) R é un dominio di Priifer e un ideale I di R é divisoriale se e solo se
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I=JQ...Q, con J ideale frazionario invertibile e {Q;};_, collezione
non banale di ideali primi a due a due comassimali se n > 1.



Capitolo 1

Ideali divisoriali

In questo capitolo trattiamo il concetto di ideale divisoriale in un dominio
integro e ne vediamo le principali proprieta. Introduciamo la nozione di A-
modulo grazie alla quale oltra a caratterizzare gli elementi interi, definiamo gli
ideali frazionari. Ci occupiamo, poi, degli ideali frazionari invertibili vedendo
come questi sono legati agli ideali divisoriali.

1.1 A-moduli

Iniziamo con I'introdurre gli A-moduli. Poiché questa nozione ci permette di
caratterizzare gli elementi interi, ricordiamo la definizione di questi ultimi.

Definizione 1 Sia B un anello commutativo unitario e sia A un sottoanello
di B. Un elemento x di B si dice intero su A se x é radice di un polinomio
monico a coefficienti in A, ossia x soddisfa un’equazione della forma

"+ a1 7" 4t +ag=0
dove gli a; sono elementi di A.

Definizione 2 Sia B un anello commutativo e unitario. Un suo sottoanello
A si dice integralmente chiuso in B se

A= AP .= {x € B tale che v ¢ intero su A}

Inoltre se B = Qz (A), allora A ¢ detto integralmente chiuso.

A questo punto definiamo un A-modulo.



Definizione 3 Sia A un anello commutativo unitario e sia (M, +) un grup-
po additivo abeliano. Si dice che M ¢é un A-modulo se l’applicazione cosi
definita, detta moltiplicazione scalare,

0:AxM— M
(a, m) — am

¢ lineare, associativa su A e tale che 6 (1, m) = 1m = m.

Ad un A-modulo M si estendono le nozioni di sottogruppo, gruppo quoziente
e omomorfismo di gruppo nel modo seguente:

Definizione 4 Sia A un anello commutativo e unitario, un sotto A-modulo
M' di M ¢é un sottogruppo di M chiuso rispetto alla moltiplicazione per gli
elementi di A.

Definizione 5 Sia A ¢ un anello commutativo unitario e M un A-modulo,
se x & un elemento di M, linsieme di tutti i multipli ax con a € A é un sot-
tomodulo di M, denotato con Ax oppure (x) ed detto sotto A-modulo ciclico.
Inoltre se M =3, ax;, si dice che gli elementi x; formano un sistema di
generatori.

Notiamo che nelle ipotesi della Definizione 5, se gli x; formano un sistema di
generatori, ogni elemento di M pud venire espresso come una combinazione
lineare finita degli x; a coefficienti in A che non é necessariamente unica.

Definizione 6 Sia A ¢ un anello commutativo unitario, un A-modulo M si
dice finitamente generato se possiede un sistema finito di generatori.

Definizione 7 Sia A un anello commutativo e unitario, M un A-modulo e
N un sotto A-modulo. Allora N ¢é normale in quanto M é abeliano ed il

gruppo quoziente % ¢ un A-modulo rispetto alla moltiplicazione scalare
A A
A X —— —
M M



Definizione 8 Sia A un anello commutativo e unitario, siano inoltre M ed
N due A-moduli. Un’applicazione

p: M — N
¢ un omomorfismo tra A-moduli , se
@ (amy + bms) = ap (my) + by (my)

per ogni a, b € A e per ogni coppia di elementi my, mg € M.

L’insieme di tutti gli omomorfismi di A-moduli da M a N puo venir dotato
di una struttura di A-modulo definendo

(f+9)(x)=f(z) +g();
(af)(z) =af (z).

per ogni x € M e per ogni f, g omomorfismi da M in N. Tale A-modulo si
denota con il simbolo Hom(M, N).

Definizione 9 Sia A un anello commutativo unitario e sia M un A-modulo.
L’insieme

Anna (M) :={a € A tale che aM = 0}
¢ detto 'annullatore di M. Se l’annullatore di M ¢ nullo, allora si dice che
M ¢ un A-modulo fedele.

La prossima Proposizione, ¢ quella che ci permette di caratterizzare gli
elementi interi mediante il concetto appena introdotto di A-modulo e di
A-modulo fedele.

Proposizione 1 Sia B un anello commutativo unitario e A un suo sot-
toanello. Le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(i) = € B ¢ intero su A;
(i) Alz] & un A-modulo finitamente generato;

(iii) Esiste C sottoanello di A, finitamente generato come A-modulo tale che

Alx] C C;

(iv) FEsiste un Alz]-modulo fedele M che ¢ finitamente generato come A-
modulo.



DIMOSTRAZIONE.
(1)=(ii) Per ipotesi, = ¢ intero su A, quindi esistono degli elementi ay,
ai, ..., a, € A tali che

"= — (an_lx”_l + ... a1x + ao)

e dunque
Alr] = A+ zA+2°A+ ... +2" 1A

(ii)=-(iii) Basta considerare C' = Alx].
(iii)=(iv) Basta prendere M = C, il quale ¢ un A[z]-modulo fedele.

(iv)=-(i) Consideriamo l'applicazione
po: M — M

m — xm

allora, poiché ¢ ¢ un endomorfismo A-moduli, ovvero ¢ (m +n) = ¢ (m) +
¢ (n) e poiché M un Alz]-modulo fedele, ¢ ¢ un endomorfismo di A-moduli
tale che p (M) C IM dove I = A & un ideale di A.

Sono quindi soddisfatte le ipotesi del Lemma di Nakajama (cfr. [1|, Propo-
sizione 2.4, pag. 44 ), dunque esistono ag, ai, ..., a, € A tali che 2™ +
A1 " o™ 2.+ a1z + ap = 0, cioé x ¢ intero.

1.2 1Ideali frazionari

In questa sezione, definiamo il concetto di ‘ideale frazionario’ e ne vediamo le
principali proprieta. Utilizzeremo questa nozione anche nei prossimi capitoli,
in particolare riusciremo a caratterizzare i domini di Dedekind generalizzati
attraverso gli ideali frazionari non nulli invertibili.

Definizione 10 Sia A un dominio di integrita e K il suo campo dei quozi-
enti. Un sotto A-modulo I di K si dice un ideale frazionario di A se esiste
a € A—{0} tale che al C A

Osservazione 1 Notiamo che:

1. Ogni ideale intero di A ¢ frazionario ottenuto ponendo a = 1.



2. Posto J := al, abbiamo che questo ¢ un ideale di A essendo I un A-
modulo. Quindi ogni ideale frazionario ¢ del tipo I = a~'.J con J ideale
interodi Aea™! € K.

3. Ogni sotto A-modulo di un ideale frazionario, &€ un ideale frazionario.

La prossima proposizione ci fornisce una condizione sufficiente affinché un
ideale in un dominio integro sia frazionario.

Proposizione 2 Sia A un dominio integro e K il suo campo dei quozienti.
Ogni sotto A-modulo I di K finitamente generato é un ideale frazionario.

DIMOSTRAZIONE. Se [ é generato da w1, x9, ..., T, elementi di K,
possiamo scrivere per ogni i, x; = a;/b; con a;, b; € A e b; # 0. Dunque
posto a := bybs....b, si ha al C A e percio I é un ideale frazionario.

Quindi tutti i sotto A-moduli ciclici di K sono ideali frazionari e sono detti
ideali frazionari principali.

Sia A un domino integro, indichiamo con F(A) I'insieme degli ideali frazionari
non nulli di A. Come per gli ideali interi, anche per gli ideali frazioneri
possiamo definire delle operazioni. Siano I, J due ideali frazionari di A,
consideriamo

e INJ:={zxecAtalechexelexcJ}
e [+ J:={r+ytalechex el yeJ}
o [J:={>" wwy talechex; € I, y; € J,n € N}

Notiamo che F(A) & chiuso rispetto alle operazioni sopra descritte, infatti
essendo I, J ideali frazionari, esistono a, b € A — {0} tali che al C A e
bl C A, allora risulta che

e ab(I+J)CA
o ab(IJ) C A
e a(INJ)CAeb(INJ)C A



In particolare abbiamo rispetto alla moltiplicazione, F(A) & un semigruppo
unitario, la cui unita ¢ A.

Inoltre F(A) é un semigruppo parzialmente ordinato rispetto alla relazione
di inclusione, cioe la moltiplicazione ¢ un’operazione compatibile con tale
relazione: se I, J, H € F(A) eI C J allora IH C JH.

Definiamo ora il concetto di ‘conduttore’ e ne vediamo le principali proprieta.

Definizione 11 Sia A un dominio integro con campo dei quozienti K e siano
I, J e F(A). Il conduttore di J in A ¢ il sequente sotto A-modulo di K

(I:xJ):=:J):={x €K tale che xJ C I}.

Poniamo, inoltre
(I:2A)=:2):=a"1
(xA:J) = (z:J)
(I:ad)=(UI:J)NA
Proposizione 3 Sia A un dominio integro con campo dei quozienti K.

Per ogni I, J, H € F(A) e per ogni famiglia di ideali frazionari {I;},.;,
valgono le sequenti proprieta:

(1) (I:J) e F(A);
(2) Se JC A, allora I C(I:J);
(3) Se HC J, allora (I:J)C (I:H)e(H:1)C (J:I);
(I:J)JCI;
(I:0):H)=(I:JH)=((I:H):J);
(6) (MiepDi: ) = Ny (T 7);
(7) (J: 2ier ) = My (J 2 ).
DIMOSTRAZIONE.

(1) Abbiamo che (I : J) ¢ un sotto A-modulo di K. Bisogna, quindi,
mostrare che esiste un elemento a € A — {0} tale che a(I : J) C A.
Per ipotesi abbiamo che I, J € F(A), percio esistono s, t € A — {0}
taliche sI C AetlI C A
Ora per ogni j € JNAsiha j(I:J)C I dunque stj(l:J)CstI CA
con a := stj € A— {0}.
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(2) Segue dalla definizione.
(3) Segue dalla definizione.

(4) Siax € (I : J)J, vogliamo verificare che x € I.
Possiamo scrivere x =) . a;b; dove a; € (I : J) e b; € J.
Ora a; € (I : J), quindi a;J C I dunque a;b; C I. Ma questo significa
che x € I.

(5) Notiamo che se z € (I : JH), allora xJH C I e quindi zJ C (I : H)
da cui segue che z € (I : H): J) e dunque (I : H) : J) 2 (I : JH).

Percio basta verificare ’altra inclusione.

(I:H):J)={zeK|aJC{U:H)}={zeK|aJC{ye K|yH CI}}
C{reK|aJHCI}=(I:JH).

In modo del tutto analogo si dimostra 'altra ugualianza.

(6) Abbiamo che

xe(ﬂIl:J)<:>xJ§ﬂ[l@xJQIlperognilelHé

leL leL

<:>$€([pJ)perognilEL@:cEﬂ([l:J).
leL

(7) Abbiamo che

:1:6(J:ZIl)ﬁxZIngﬁxIlQJperognil€L<:>

leL leL

@xE(J:Il)perognileL@xeﬂ(J:Il).
leL

1.3 Ideali frazionari invertibili

Ora definiamo gli ‘ideali frazionari invertibili’ e vediamo come questi sono
legati al concetto di ‘conduttore’.

Definizione 12 Un ideale frazionario I di un dominio integro A, si dice
tdeale frazionario invertibile se esiste J € F(A) tale che [J = A.

Proposizione 4 Sia A un dominio integro e I € F (A). Se esiste J tale che
JI = A, allora J é unico e si ha J = (A:1I).

11



DIMOSTRAZIONE. Se esiste J tale che IJ = A, allora J C (A : I). Quindi
abbiamo che A =1J C (A: 1) C Apercio IJ = (A:I)[dacuiJ = (A:1I).

Denotiamo l'inverso di I con I~!. Osserviamo che in generale si ha 117 C A
e 'ugualianza vale nel caso di ideali frazionari invertibili.

Vediamo ora le principali proprieta degli ideali frazionari invertibili.

Proposizione 5 Sia A un dominio integro e I € F(A) invertibile. Allora si
hanno le sequenti proprieta:

(1) I ¢ finitamente generato,
(2) Se HC I, allora H=1J con J C A;
(3) Se H, J e F(A), allora (IJ:H)=1(J: H);
(4) Se H, J e F(A), allora (H :1J)=(A:I)(H:J).
DIMOSTRAZIONE.
(1) Poiché I ¢ invertibile I17! = A, quindi
1= Zmlyz conx; €l ey € It
i=1
Consideriamo a € I allora
a= ainyi = in(ayi) dove ay; € I17! = A.
i=1 i=1
Dunque I ¢ generato da xq, ..., x,.

(2) Scegliamo J := HI™!' = H(A : I). In questo modo, abbiamo che H = JI
eJ=H(A:I)CI(A:I)CA.

(3) Per mostrare I'ugualianza, osserviamo che
ve(lJ - H)esHCIJeasHI' CIJIM &

szl '"HCJeal ' C(J: H).

Ma essendo I invertibile, abbiamo che x € I(I : H) da cui la tesi.
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(4) Come per il punto (3), anche in questo caso per mostrare l'ugualianza
notiamo che

re(H:1J)ezl] CHexzI C(H:J)<
Szl 'CI''(H:J)ersel '(H:J)=(A:1)(H:J).
Corollario 1 Sia A un dominio integro e I, J, H € F (A). Allora si ha
1.z(J:H) =(J:H)=(J:2'H);
2. (xl :xl)=(1:1);
3. Se I é invertibile, allora (I : I) = A.

Nel caso di anelli locali, possiamo caratterizzare gli ideali frazionari inverti-
bili. A tale proposito ricordiamo la definizione di anello locale:

Definizione 13 Un anello commutativo unitario A si dice anello locale se
ha un unico ideale massimale.

Osservazione 2 Spesso un anello locale A si indica con la scrittura (A, M)
o anche (A, M, k) dove M ¢ I'unico ideale massimale e k := A/M ¢ detto
campo residuo dell’anello locale A.

Possimo caratterizzare gli anelli locali mediante la seguente proposizione:

Proposizione 6 Sia A un anello commutativo unitario e sia U (A) l'insieme
dei suoi elementi invertibili. Le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(1) A ¢ un anello locale;
(ii) A—U (A) é un ideale;
(iii) A—U (A) ¢ un ideale massimale.

DIMOSTRAZIONE. (i)=-(ii) Sia M 'unico ideale massimale di A. Vogliamo
dimostrare che M = A — U (A).
Ovviamente A — U (A) DO M, quindi per concludere la dimostrazione, basta
dimostrare ’altra inclusione.
Siax € A— M. Allora x € U (A), altrimenti I'ideale A non sarebbe con-
tenuto in alcun ideale massimale di A, cosa non possibile per il Lemma di
Zorn. Dunque A — U (A) C M. Da cui la tesi.
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(ii)=-(iii) Per ipotesi, sappiamo che A — U (A) ¢ un ideale. Sia M un ideale
massimale di A tale che A — U(A) C M. Vogliamo dimostrare che vale
I'ugualianza. Ma questo segue dal fatto che 'intersezione tra M e U (A) é
vuota.

(iii)=-(i) Sia M un ideale massimale di A. Allora M C A —U(A). Ma per
ipotesi A — U(A) ¢ massimale, quindi M = A — U(A).

Osservazione 3 Per la Proposizione 6, I'unico ideale massimale in un anello
locale A ¢ esattamente l'ideale M := A — U(A).

Con la prossima proposizione caratteriziamo gli ideali frazionari invertibili in
un anello locale:

Proposizione 7 Sia A un anello locale con ideale massimale M. Allora
sono equivalenti le sequenti affermazioni:

(i) I € F(A) e invertibile;
(ii) I € F(A) ¢ principale.

DIMOSTRAZIONE. (i)=-(ii) Notiamo che I ¢ un ideale frazionario, quindi
I = a 'J con J ideale intero di A ed a € Qz(A). Percid non ¢ restrittivo
limitarsi a dimostrare I’enunciato per I ideale intero di A.
Notiamo subito che possiamo supporre I C M altimenti la tesi sarebbe ba-
nalmente verificato in quanto I = A.
Per ipotesi I ¢ invertibile, quindi I ¢ finitamente generato. Siano aq, as, ...,
a, € I isuoi generatori. Poiché I1-' = A

122%@' dovea; €I eb, € I}

e percio esiste a;b; € A — M = U(A) altrimenti 1 € M che ¢é assurdo.
Quindi, a meno di riordinare i termini della sommatoria, possimo supporre
a1by € A— M e quindi I = a; A. Infatti per ogni i =2, ..., n si ha

a; = aialbl (albl)_l = a1 (aibl) (albl)_l € (IIA.

(ii)=-(i) Poiché I ¢é principale, I = xA dunque I"™' = (A: ) = (A:zl) =
1A e (zA)(z71A) = A da cui la tesi.

Notiamo che nella Proposizione 7, nel dimostrare 'implicazione (ii)=-(i), non

utilizziamo l'ipotesi che A sia un anello locale, quindi abbiamo il seguente
risultato:
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Proposizione 8 In un dominio integro A, ogni ideale frazionario principale
e invertibile.

Ricordiamo che se P é un ideale primo in un anello A, allora Ap é un anel-
lo locale con unico ideale massimale PAp. Tenendo conto di questo fatto
vediamo cosa succede agli ideali invertibili quando si localizza.

Proposizione 9 Sia A un dominio integro e sia I € F(A). Le sequenti
affermazioni sono equivalenti:

(1) I ¢ invertibile;

(ii) I ¢ finitamente generato e [Ap := Ip & invertibile per ogni ideale primo

P di A;

(iii) I ¢é finitamente generato e IAp := Ip & principale per ogni ideale primo
P di A.

(iv) I ¢ finitamente generato e IAy := Iy & invertibile per ogni ideale

massimale M di A;

(v) I é finitamente generato e 1Ay := Iy & princiapale per ogni ideale
massimale M di A.

DIMOSTRAZIONE. (i)=-(ii) Poiché I ¢ invertibile, I ¢ finitamente gene-
rato e inoltre, essendo I invertibile, A= I1"'=I(A: ). Quindi

Ap = [](A . ])]P = IP(A . I)P = ]p(Ap . ]p)
e percio Ip ¢ invertiblie.

(i)« (iii) Poiché Ap ¢ un anello locale, I’enunciato segue dalla Proposizione
7 pag. 14.

(ii)=-(iv) Ovvio.
(iv)<(v) Ovvio.
(v)=-(i) Per I'equivalenza tra le asserzioni (iv) e (v) sappiamo che per ogni
ideale massimale M di A, [I : (A: )|y = [Ty 2 (Apr : Iy)] = Ay Quindi

I(A: 1) € M per ogni ideale massimale M di A e percio I(A: 1) = A da
cui segue che I ¢ invertibile.
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1.4 Ideali divisoriali

Introduciamo ora gli ‘ideali divisoriali’ e come accennato nell’Introduzione,
ne vediamo alcune proprieta grazie alle quali potremmo caratterizzare tali
ideali mediante la nozione di ideali invertibili.

Sia A un dominio integro con campo dei quozienti K. Definiamo su F (A)
la seguente applicazione:

v:F(A) — F(A)
I e L=(A:(A:D)

Questa applicazione soddisfa le seguenti proprieta:
(1) A, = 4;
(2) («I), = «l, per ogni x € K;
(8) I C I, per ogni I € F(A);
(4) Se I C J, allora I, C J, per ogni I, J € F(A);
(5) (L) =1, per ogni I € F(A).

Definizione 14 Un ideale I € F(A) si dice v-ideale o anche tdeale divi-
soriale se [ = 1,

Osserviamo che, poiché v soddisfa le proprieta (3), (4), (5), I, ¢ il pit pic-
colo ideale divisoriale contenente I. Per questo motivo I, ¢ anche detto
v-chiusura o chiusura divisoriale di /.

Notiamo che se I é un ideale principale in un dominio integro A, allora
I = zA e quindi per la proprieta (1), I = zA,. Applicando la proprieta (2),
otteniamo che I = (zA), = I, cioé I ¢& divisoriale. Abbiamo cosi dimostrato
che

Proposizione 10 In un dominio integro A ogni ideale frazionario principale

e divisoriale.

Il prossimo risultato, mette in relazione gli ideali divisoriali con il conduttore.
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Proposizione 11 Sia A un dominio integro. Per ogni I, J € F(A) si hanno
le sequenti proprieta:

Q1) (L)) =, : Jp);

(2) (A:J)=(A:J,);

(3) Se I ¢ divisoriale, allora (I :J) & divisoriale.
DIMOSTRAZIONE.

(1) Sappiamo che J C J, allora (I, :J,) C (I, :J). Verifichiamo 'altra
inclusione. Se x € (I, : J), allora abbiamo

zJC I, = (zJ), C(L,),=2), C 1, =z e (l,:J,)
da cui la tesi.
(2) Segue dal punto (1) osservando che A = A,.
(3) Consideriamo prima il caso in cui / = A. Abbiamo, allora che
(1:0), = (A:J), = (A: (A: (A: ) =

=(A:J,)=A:J)=U:J)

Ora passiamo al caso generale. Sia I € F(A) un ideale divisori-
ale allora, I = I, = (A: H) con H :== (A:1I) € F(A). Quindi,
per la Proposizione 3 pag. 10, (I:J) = (A: H):J) = (A: HJ).
Poiché HJ € F (A), per quanto detto inizialmente si ha che (A : HJ)
¢ divisoriale, e dunque lo ¢ anche (I : J) = (A: HJ).

Tramite le prossime due Proposizioni, iniziamo a vedere come gli ideali divi-
soriali sono legati agli ideali invertibili e all’intersezione di ideali divisoriali
stessi.

Proposizione 12 Sia A un dominio integro e I € F(A). Allora

(1) I ¢ un ideale divisoriale se e soltanto se I = (A : H) per qualche
H € F(A);

(2) Se I é invertibile, allora I é divisoriale;

(8) I, =N {zA tale che x € K — {0}, I C zA}.
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DIMOSTRAZIONE.
(1) Segue dalla Proposizione 11 pag. 17.

(2) Per ipotasi sappiamo che I ¢ invertibile, quindi (I"Y)'=(A: 1)1 =1
percio (A: (A: 1)) =1 quindi / ¢ divisoriale.

(3) Se I C zA allora abbiamo che I, C (zA), = zA, = xzA per ogni
r e K —{0}.
Verifichiamo l'inclusione opposta. Sia J := {zA: v € K — {0}, C zA}.
Vogliamo dimostrare che I, O J. Supponiamo per assurdo che I, 2 J,
allora esiste y € J — I,. Ma poiché I, := (A : (A : I)), si ha che
y(A - I) € A. Percio esiste z € (A : I) tale che yz ¢ A, ovvero
y ¢ 27'A e cio ¢ una contraddizione. Infatti se z € (A : I), si ha
2] C Aequindi I C 271 A. Percio J C 27!A ed, essendo y € J, allora
y € 27 LA,

Proposizione 13 Sia A un dominio integro e siano I, J € F(A) ideali
divisoriali tali che I N J # (0). Allora I N J ¢ divisoriale.

DIMOSTRAZIONE. Sia I = (A: H) con H € F(A), esia J = (A: N)
con N € F(A). Allora INJ =(A: HN(A:N)=(A: H+ N) dove
H+ N e F(A).

Da quanto abbiamo visto finora, otteniamo subito il seguente Teorema che
ci permette di caratterizzare gli ideali divisoriali in un dominio integro.

Teorema 1 Sia I un ideale divisoriale in un dominio integro A. Allora le
sequenti affermaziont sono equivalenti:

(1) I ¢ divisoriale;
(ii) I é intersezione di ideali principali;
(iii) I ¢ intersezione di ideali invertibili;

(iv) I ¢ intersezione di ideali divisoriali.
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Capitolo 2

Anelli di valutazione

In questo capitolo studiamo gli anelli di valutazione, vedendone le principali
proprieta degli ideali e dei sopranelli. Diamo la definizione di ideale primo
ramificato e non ramificato grazie alla quali definiamo gli anelli di valutazione
discreta e gli anelli di valutazione fortemente discreta.

Definizione 15 Sia K un campo. Un sottoanello V di K si dice anello di
valutazione se per ognix € K =V, xz7 1 € V.

Proposizione 14 Sia V' un anello di valutazione sul campo K e sia U(V)
linsieme degli elementi invertibili di V. Allora

(1) Perognizre K-V, z7t eV -U(V);

(2) K=Qz(V);

(3) V ¢ locale;

(4) V ¢ integralmente chiuso.
DIMOSTRAZIONE.

(1) Poich¢ z € K — V, allora x7! € V. Inoltre x ¢ U(V) altrimenti si
avrebbe (z7')™' =z € V che ¢ contro I'ipotesi.

(2) Abbiamo che K D Qz(V'), dunque per dimostrare I’enunciato, dobbiamo
verificare che valga l'inclusione opposta. Siaz € K —V, alloraxz™! € V

cx=1eQz(V).

(3) Per dimostrare I’enunciato, basta verificare che M :=V — U(V) ¢ un
ideale.
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Siano x,y € M, allora x £y € V. Possiamo supporre che zy~! € V,
quindi se per assurdo x +y € U (V), allora si avrebbe

(rxy)y =@y t£l)eV

dunque y~! € V che ¢& assurdo, percido x £y € M.
Siaorax € M —U(V) esia a € V, allora za € V inoltre za ¢ U(V),
altrimenti si avrebbe che x € U(V') che ¢ una contraddizione.

(4) Siaxz € K interosu V. Sexz € V allora V' ¢ integralmente chiuso. Quindi
possiamo supporre x € V e quindi 27! € V.
Per mostrare che V = VX basta verificare che € V. Ora x ¢ intero,
quindi esistono a; € V' tali che

"= — (an,lx”’1 + .. a1+ ao)

dunque dividendo tutto per 2" ! € V si ha

1 1
x:—(an1+an2—...a0 )EV
x

xnfl

da cul la tesi.

Osservazione 4 Non ¢ vera I'implicazione opposta, cioée
V locale # V di valutazione

Infatti basta considerare I'anello K[X, Y]x, y) che ¢ locale ma non di valu-
tazione.

Il prossimo Teorema ci permette di caratterizzare i domini di valutazione
mediante l'insieme dei suoi ideali.

Teorema 2 Per un anello V' le sequenti affermazioni sono equivalenti:
(i) V e di valutazione;
(ii) L’insieme dei suoi ideali principali é ordinato;

(iii) L’insieme dei suoi ideali é ordinato.

20



DIMOSTRAZIONE. (i)=-(ii) Siano aV’ e bV due ideali principali di V' tali
che aV € bV. Allora ab~! € V quindi ba~! € V e dunque bV C aV.

(ii)=(iii) Siano 7, J due ideali di V' tali che I Z J.
Allora esiste un elemento a € I tale che a ¢ J. Quindi a € bV per ogni
be J, dunque bV C aV per ogni b€ J dacui J C I.

(iii)=(i) Sia z := a/b € K — V. Allora a € bV e quindi bV C aV, cio¢
zteV.

Ora dimostriamo una serie di proprieta che valgono per gli ideali di un anello
di valutazione. Utiliziamo la notazione secondo cui /T & il radicale dell’ideale
I.

Proposizione 15 Sia V' un anello di valutazione e sia I un suo ideale
proprio. Valgono le sequenti proprieta:

(1) Se I ¢ finitamente generato, allora I é principale;
(2) 1l radicale di I é un ideale primo di V;
(3) Posto Py :=(\,—,I", allora Py & un ideale primo di V;

(4) Se esiste un intero positivo k tale che I* = I**1 allora I ¢ un ideale
primo di V ed & idempotente, cio¢ I = I?;

(5) Per ogni ideale primo P di' V', se P C I allora P C Py;

(6) Se J & un ideale di V tale che I C /J, allora J contiene una potenza

dil.
DIMOSTRAZIONE.
(1) Sia I = (aop, a1, ..., a,). Essendo V' & di valutazione {(a;)},_, & ordina-
to. Percio esiste 1 < k < r tale che per ogni i # k, (a;) C (ax), quindi
I = (ak)

(2) Sappiamo che VT := {P | P € Spec(V), P2 I} = S essendo S :=
N {P | P € Spec(V), P D I, P minimale}.
Supponiamo per assurdo che esistano P, ) € S con P # (@ allora
poiché in un anello di valutazione, I'insieme degli ideali ¢ ordinato, si
ha P C @ oppure (Q C P. Supponiamo che P C @, allora I C P C Q.
Ma questo ¢ un assurdo in quanto I C (. Quindi Card(S) = 1 e
dunque il radicale di I ¢ un ideale primo di V.
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(3) Basta verificare che V' — Py ¢ una parte moltiplicativa, cioé che per ogni
x,yGV—Pg, xyGV—Po.
Sia z € V — Py, allora x ¢ Py quindi esiste un intero positivo m tale
che x & I percio (z) 2 I"™. Analogamente, y € V — Py, quindi esiste
un intero positivo n tale che (y) 2 I". Quindi (xy) 2 I"™™™ percio
xy € I"™™ e quindi 2y € Pydacuizy € V — .

(4) Per ipotesi esiste un intero k tale che I* = I*1 quindi P, = I*. Notiamo

che
Ik:POI\/POI\/Ik:\/fﬂﬂ\/f:\/jQI
N———

k wvolte

Quindi I* D I. D’altronde é sempre vero che I C I*, percio I = I*. In
particolare I = I? e I ¢ un ideale primo.

(5) Basta mostrare che P C I* per ogni intero positivo k.
Per ipotesi esiste € I — P, quindi z¥ € I*. Supponiamo per assurdo
che P D I* per ogni k, allora ¥ € P ed, essendo P primo, x € P che
¢ una contraddizione.

(6) Supponiamo per assurdo che per ogni intero positivo k, J C I*. Allora
J C P,. Percio, passando ai radicali, si ha vV.J C vVPy = Py, C I
dunque v/J C I che ¢ contro 'ipotesi.

Definizione 16 Un dominio D si dice dominio di Bézout se ogni suo
ideale I finitamente generato é principale.

Corollario 2 Un anello di valutazione é anche un dominio di Bézout.

2.1 Sopranelli di anelli di valutazione

In questa sezione, ci occupiamo dei sopranelli di anelli di valutazione.
Grazie al prossimo risultato stabiliamo una corrispondenza biunivoca che
inverte 'ordine tra l'insieme degli ideali primi di un anello di valutazione e
I'insieme dei suoi sopranelli.

Proposizione 16 Sia V un anello di valutazione con campo dei quozient:
K e sia B un sopranello di V. Allora

(1) B ¢ un anello di valutazione;

(2) Esiste un ideale primo P di 'V tale che B = Vp;

22



(3) Ogni sopranello di un anello di valutazione é normale, cioé integralmente
chiuso nel suo campo dei quozienti.

DIMOSTRAZIONE.
(1) Siax € K — B, alloraxz € K —V quindi 27! € V e percio 27! € B.

(2) Poiché B ¢ un anello di valutazione, ¢é locale. Sia N il suo ideale massi-
male e sia P := VNN, allora P ¢ un ideale primo di V' e 'omomorfismo
canonico Vp — By = B ¢ un omomorfismo iniettivo di anelli locali,
quindi Vp C B.

Per concludere, dimostriamo che Vp O B. Sia y € B, allora y~* ¢ N
percio y~' € NNV = P. Dunque y! ¢ invertibile in Vp e quindi
y € Vp, da cui la tesi.

(3) Segue dal punto (2) ricordando che gli anelli di valutazione sono inte-
gralmente chiusi nel proprio campo dei quozienti.

Corollario 3 Sia V' ¢ un anello di valutazione con campo dei quozienti K.
L’applicazione

Spec(V) «— {B|VCBCK}
P I Vp
VAN  — (B, N)

stabilisce una corrispondenza biunivoca che inverte [’ordine.

Osserviamo che se I ¢ un ideale in un dominio integro R, allora (I : I) é un
anello ed ¢, in particolare, un sopranello di R.

Quindi nel caso in cui R ¢ un anello di valutazione, (I : I) sara una localiz-
zazione di R. A tale proposito abbiamo il seguente risultato:

Proposizione 17 Sia V' un anello di valutazione e I un suo ideale non
nullo. Sia w:V — V/I la proiezione canonica e Z (V /1) linsieme dei zero
divisori di V/1, allora:

(1) P=a"Y(Z(V/I)) ¢ un ideale primo di V;
(2) Vp=(I:1) con P=n"1(Z(V/I)).
DIMOSTRAZIONE.

(1) E’ una semplice verifica.
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(2) Verifichiamo che Vp C (I :1). Sia z € (I : I). Notiamo che se z € V,
allora z € Vp quindi 'inclusione é verificata. Possiamo percio assumere
2 & V.
Posto z := 27! abbiamo z € V. Orase x ¢ P, allora z = 1/x € Vp
da cui la tesi. Assumiamo, quindi z € P. Allora esiste y € V — I tale
che xy € I, percio 2=ty € I da cui y € zI C I che ¢ assurdo in quanto

y<&lI.
Ora mostriamo l'altra inclusione. Sia z € Vp, analogamente a quanto
detto prima, possiamo assumere z € V. Posto z := 27!, abbiamo

reVmaz¢gP.

Infatti se per asssurdo x € P, allora x € PVp. Ma z € Vp, quindi
zx € PVp dunque zx = %x =1 € PVp che non ¢ possibile in quanto
PVp é un ideale proprio di Vp.

Quindi z € P, ma cio implica che (x) € P, e poiché V ¢ di valutazione,
cio significa che

()2 P=n"Y(Z(V/I) D Ker(r) =1

Dunque (x) 2 I ed essendo (x) invertibile, esiste J ideale di V' tale che
I =al.

Ma z ¢ P, quindi = + I non é uno zero divisore di V/I percio J C [
e dunque [ = 2J C ol = 27 'I quindi 2/ C I cioé z € (I : I) da cui la
tesl.

Notiamo inoltre che se R ¢ un dominio integro con campo dei quozienti K e
I é un suo ideale non nullo, abbiamo le seguenti relazioni di inclusione:

RC(I:I)cI

Solitamente 7! non ¢ un sottoanello di K e quindi (I : 1) C I
In generale si ha che:

Proposizione 18 Sia R un dominio con campo dei quozienti K e sia I un
suo ideale non nullo. Allora

(1) Se I ¢ proprio ed invertibile, allora I~' non ¢ un sottoanello di K ;

(2) Se I ¢ radicale e I™* ¢ un anello, allora I™* = (I : I).

DIMOSTRAZIONE.
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(1) Supponiamo per assurdo che I~! sia un sottoanello di K.
Sia M un ideale massimale di R contenente [ e sia S := R — M, allora
(I7Y)g = (IRy) ™" Infatti consideriamo 7 € (I"!)4 allora

dovex € ["tes €S =R— M. Siay € IRy, allora §j =
1€l ere R— M. Quindi

con

S s

percid & € (IRy) ™" e dunque (I71) g C (IRy) "
D’altraparte € vera anche 'altra inclusione, infatti sia z = g e (I RM)_I,
allora per ogni y € IRy, Ty € Rys. Scelto § = % € I R);, abbiamo che
A ]
T =——="— € Ry,
yl oy
Quindi y € R— M e zi € R e dunque z € ™!, percio 7 € (I"!)g e
(I"Hs2 (IRy)™"
Per arrivare all’assurdo, notiamo che per la Proposizione 9 pag. 15,
IRy, é invertibile, in piu, essendo R,; locale, é principale, cioé esiste
a € I tale che aR); = IR);. Inoltre
1 _
- It = (IRy)™".

Infatti poiché aR); = IRy, per ogni % € IRy, esiste k € R tale che
% = “—ﬁk Quindi o

_/d_ = _— € RM
apo

da cui L € (IRy)~". Ma
1 -1
oha (IRw)

e cio & assurdo perché /! & un anello e quindi anche Ig L

(2) Poiché (I : I) C I™', dobbiamo verificare solo laltra inclusione.
Sia u € I™!, allora u? € I™! e quindi (ul)* = (u*I)I C RI C I.
Passando ai radicali

ul € Vul =/(ul)2 CVI=1I.

Percio u € (I : I) da cui la tesi.
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Proposizione 19 Se P ¢ un ideale primo in un dominio R tale che P!
non & un anello, allora P ¢é divisoriale.

DIMOSTRAZIONE. Poiché P C P,, basta verificare I’altra inclusione. Sia
x € P,, allora xP~! C R e quindi zP~'P C RP = P.
Poiché P~! non ¢ un anello, (P : P) C P~!, quindi PP~ € P, percio = € P.

Nel caso di anelli di valutazione, abbiamo dei risultati pit precisi.

Proposizione 20 Sia V' un anello di valutazione. Sia I un suo ideale non
nullo. Le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(i) I ¢ un sottoanello di K;
(i) I é un ideale primo non invertibile di V.

Corollario 4 Se P ¢ un ideale primo non invertibile in un anello di valu-
tazione V, allora P~' = Vp = (P : P).

Le dimostrazioni di questi due risultati sono conseguenza del Teorema 7 pag.
38, dimostrato nel Capitolo 3. (cfr. [5] Proposizione 3.1.4 pag. 37).

2.2 Ideali ramificati e non ramificati in anelli
di valutazione

Iniziamo con il ricordare la nozione di ideale P-primario, grazie alla quale
possiamo definire gli ideali primi ramificati.

Definizione 17 Un ideale proprio I di un anello R si dice primario se
xy € I = x €1 oppure y" € I per qualche intero positivo n.

Definizione 18 Un ideale proprio I di un anello R si dice P-primario se
¢ primario ed ¢ tale che VI = P.

Sia R un anello e I un suo ideale proprio. Notiamo che se VI = M con
M ideale massimale di R, allora I ¢ M-primario e in particolare M"™ ¢ M
primario per ogni n > 0.

Ma non é vero il viceversa cioé se I ¢ M-primario non € detto che I = M"
per qualche n.

Infatti consideriamo I = (z, y?) C K[z, y] e M = (x, y).

Allora M? = (2?, zy, y*) e M? C I C M, quindi, passando ai radicali, si ha
\/7 = M ma [ non é una potenza di M.
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Definizione 19 Un ideale primo P in un anello R ¢é detto ramificato se
esiste un ideale P-primario distinto da P; se P é ['unico ideale P-primario
di R, allora P e detto non ramificato.

Il prossimo risultato si occupa dell’insieme degli ideali primari di un anello
di valutazione.

Teorema 3 Sia V' un anello di valutazione e P un ideale primo non nullo
di V. Si hanno le sequenti proprieta:

(1) Se @ é P-primario e se x € V — P, allora Q = Qz;

(2) Sia S :={Qr}\cp linsieme degli ideali P-primari, allora
1. S ¢é chiuso moltiplicativamente;
2.5 2 {Pk}k:ﬁ
3. se P # P?, allora S = {Pk}zozl.

(3) Se P ¢ ramificato e Q # P & P-primario, allora (o, @x = Nhey QF;

(4) Py := N Qx ¢ un ideale primo di V' e non ci sono ideali primi di V
propriamente contenuti tra Py e P.

DIMOSTRAZIONE.

(1) Poiché z ¢ P, allora (z) 2 P = /Q 2 Q ed essendo (z) ¢ invertibile,
esiste un ideale I di V' tale che Q = Iz (cfr. [12] Teorema 7.2 pag. 70).

Poiché Ix C I, per concludere la dimostrazione basta verificare ’altra
inclusione. Sia a € I, allora ax € Ix e quindi a € [z. Infatti supponia-
mo per assurdo che a € Iz = (), allora esisterebbe un intero n tale che
2™ € Q quindi z € \/Q = P che ¢ contro l'ipotesi.

Percio Q = Ix = I quindi Q = [ ma I = Iz da cui segue che ) = Q.

(2) Procediamo con la dimostrazione dei tre sottopunti:

1. Siano Qq, @y € S, allora /Q1Q2 = V@, NVQ, = PN P = P.

Manca da verificare che ()1()2 € primario.

Siano zy € 1@, allora (zy) C @Q1Q),. Supponiamo che z € (1Qs,
allora x & P e per il punto (1), Q2 = Qz. Percio (zy) C Q102 =

Q1Q2x e dunque (y) C Q1Q2. Quindi y € Q1@ da cui la tesi.
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2. Essendo P primo, é anche P-primario quindi P € S ed essendo S
¢ chiuso moltiplicativamente, P* € S.

3. Poiché S D {Pk}, basta mostrare che ciascun ideale P-primario
() € una potenza di P.
Per la Proposizione 15 pag. 21, () contiene una potenza di P? e
quindi una potenza di P.
Sia k il minimo intero tale che Q D P*, allora esiste un elemento
y € PF1 tale che y € Q. Quindi (y) D Q ed essendo (y) prin-
cipale, esiste un ideale I di V' tale che ) = yI. Percio I C P,
quindi Q = yI C Py C P*, da cui la tesi.

(3) Poiché @ é un ideale P-primario, {Qk} C S, quindi N Q* 2 N Q.
Ma per la Proposizione 15 pag. 21, ciascun (), contiene una potenza
di @ e quindi e vera anche I'altra inclusione.

(4) Se P non ¢ ramificato, allora Py = P ¢ un ideale primo di V. Conside-
riamo P ramificato, allora Py = (Qx = [ Q" e quindi P, ¢ un ideale
primo di V.

Ora supponiamo per assurdo che esista un ideale primo P di V tale
che Py, ¢ P C P. Poiché P ¢ propriamente contenuto in P, per la
Proposizione 15 pag. 21, P C P, che & una contraddizione.

Nel Capitolo 3, in particolare nel Teorema 12 pag. 47, vedremo come questo
Teorema possa essere esteso al caso dei domini di Priifer.

Intanto caratteriziamo gli ideali primi ramificati nel caso di anelli di valu-
tazione.

Proposizione 21 Sia V un anello di valutazione e P un suo ideale primo.
Le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(i) P é ramificato;
(ii) Esiste un ideale I di R, I # P tale che /I = P;
(iii) P ¢ il radicale di un ideale principale;

(vi) P non ¢ l'unione dell’insieme degli ideali primi di V' propriamente
contenuti in P;

(v) Esiste un ideale primo Q di V' propriamente contenuto in P tale che non
esistono ideali primi di V propriamente contenuti tra () e P.
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DIMOSTRAZIONE. (i)=-(ii) Segue dalla definizione di ramificato.

(ii)=(iii) Poiché P = /I D I, esiste un elemento z € P — I, percid
I C (z) C P. La tesi si ottiene passando ai radicali.

(iii)=(iv) Poich¢ P = +/(z), x € P. Per concludere basta mostrare che
x ¢ P; per ogni P; ideale primo di V' propriamente contenuto in P.
Supponiamo per assurdo che esista i tale che x € P;, allora (x) C P;, quindi

P-V@CVR-P

e cio é assurdo in quanto P, C P.
(iv)=(v) Ovvio.

(v)=(ii) Siaz € P — @, allora \/(x) = P. Se P # (x), allora segue la tesi
considerando I := (). Se invece P = (x), allora consideriamo I := (z?). In
tal caso abbiamo /(22) = P e P # (2?), da cui la tesi.

(ii)=(i) Per ipotesi sappiamo che esiste un ideale I di R con I # P e
VI = P. Vogliamo dimostrare che P ¢ ramificato, dunque che esiste un
ideale P-primario diverso da P.

Localizziamo in P, allora abbiamo che

VIRp =VIRp = PRp

dunque il radicale di IRp ¢ un ideale massimale, percio IRp # PRp é
PRp - primario. Quindi I C IRp N R & primario e IRp N R # P da cui la
tesi.

2.3 Anelli di valutazione discreta e anelli di
valutazione fortemente discreta

Definizione 20 Un anello di valutazione V é un anello di valutazione
discreta se ogni ideale primo ramificato di V non & idempotente.

V e un anello di valutazione fortemente discreta se ogni ideale primo
non nullo di V' é non idempotente.

Chiaramente un anello di valutazione fortemente discreta, ¢ anche un anello
di valutazione discreta. Vedremo che queste nozioni coincidono nel caso
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di domini di valutazione di dimensione finita. Ricordiamo la definizione di
dimensione:

Definizione 21 La dimensione di un anello A é [’estremo superiore di
tutte le lunghezze delle sue catene di ideali prima.

Con il prossimo risultato, caratteriziamo i domini di valutazione discreta e
fortemente discreta.

Proposizione 22 Sia V un anello di valutazione. Allora:

(1) V e un anello di valutazione discreta se e solo se ogni ideale primario di
V' é potenza del suo radicale;

(2) V ¢ di valutazione fortemente discreta se e solo se V' ¢ di valutazione
discreta e vale la condizione della catena ascendente sugli ideali primi
di'V;

(3) Sia A un sopranello di V', allora

1. Se V é un anello di valutazione discreta anche A ¢é un anello di
valutazione discreta,

2. SeV e un anello di valutazione fortemente discreta anche A é un
anello di valutazione fortemente discreta.

DIMOSTRAZIONE.

(1) =) Poiché V ¢ un anello di valutazione discreta, ogni ideale primo P
ramificato ¢ non idempotente, cioé¢ P # P2. Quindi per il Teorema
3 pag. 27, l'insieme degli ideali P-primari coincide con l'insieme delle
potenze di P.
D’altraparte se P non é ramificato, & banalmente potenza del suo rad-
icale, essendo quest’ultimo P stesso.
<) Sia P un ideale primo ramificato, allora esiste un ideale primario
Q # P tale che /Q = P.
Essendo @ primario, Q = P* esiste k, ma P # @ quindi P # P* da
cui la tesi.

(2) =) Se V ¢ fortemente discreto, ¢ ovviamente anche discreto. Quindi
I'unica cosa che ci rimane da verificare ¢ che valga la condizione della
catena ascendente sugli ideali primi.
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Supponiamo per assurdo che cido non avvenga, allora V' ha una catena
di ideali primi che non stabilizza:

PcCcRhRcC..CPB,C...

Sia P :=J,,~q Pn- Ovviamente P, C P, per ogni n > 0 e quindi per la
Proposizione 21 pag. 28, P non ¢ ramificato.

Poiché P? ¢ P-primario e P ¢ il suo radicale, P = P2, cio¢ P ¢ idem-
potente che ¢ assurdo.

<) Dato che gli ideali primi in V' verificano la condizione della catena
ascendente, F':= {@ € Spec (V) tali che Q C P} ¢ finito.

Siano Q1, @2, ..., Q, elementi di F, allora Q; C Q> C ... C Q, C P
quindi per la Proposizione 21 pag. 28, P ¢ ramificato. Dunque, essendo

V un anello di valutazione discreta, P # P2

(3) Essendo V un anello di valutazione, esiste un ideale primo P di V tale
che A = Vp. La tesi segue in modo ovvio ricordando che c¢’¢ una
corrispondenza biunivoca tra gli ideali primi di V' e quelli di Vp.

Poiché in dimensione finita vale la condizione della catena ascendente sugli
ideali primi, abbiamo il seguente risultato:

Proposizione 23 Sia V' un anello di valutazione di dimensione finita, allora
le sequenti affermazioni sono equaivalenti:

(i) V e un anello di valutazione discreta;

(ii) V ¢ un anello di valutazione fortemente discreta.

Ci occupiamo principalmente del caso in cui V' sia un dominio di dimensione
1.

Teorema 4 Sia V un dominio locale di dimensione 1 con ideale massi-
male M. Sia inolte V' noetheriano. Allora le sequenti affermazioni sono
equivalenti:

(i) V e un anello di valutazione discreta;
(ii) V é integralmente chiuso;

(iii) M ¢é un ideale principale;
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(iv) M ¢ un ideale principale e ogni ideale non nullo di V' é una potenza di
I;

(v) Esiste un elementot € V tale che ogni idele non nullo di' V' é della forma
(tk), con k > 0;

(vi) Esiste un elemento t € V tale che per ogni x € V, x = ut® con u €
U(V) ek >0 e tale scrittura é unica.

DIMOSTRAZIONE. (i)=-(ii) Segue dalla Proposizione 14 pag. 19.

(ii)=(iii) Sia = un elemento di M non nullo, allora poiché per ipotesi V' ha
dimensione 1, \/(:1:_) = M, inoltre essendo V' noetheriano, esiste un intero
positivo n tale che M™ C (z) (cfr. [1], Corollario 7.16 pag. 126).
Supponiamo n minimale, quindi M™ C (z) e M™ ' ¢ (z). Dunque esiste
ye M eyd (x), quindi yM C M" M = M" C (z).

Percio posto z := y/x € Qz (V) si ha zM C V. D’altraparte zM ¢ M
altrimenti, poiché M ¢é un gruppo additivo finitamente generato, z sarebbe
intero (Proposizione 1 pag. 7), quindi y/x € V e dunque y € (x) che &
assurdo.

Percio zM C V e zM ¢ M percido zM =V da cui M = 27V, cioé¢ M
principale.

(iii)=(vi) Poiché V' ¢ locale, se x € V — M si ha la tesi, infatti « ¢ inveribile.
Quindi possiamo assumere x € M.

Sia M = (t), allora un elemento x € M ¢ della forma = = y;t. Ora se y; ¢ un
elemento invertibile di V, si ha la tesi, altrimenti scriviamo y; = yst. Se y, €
un elemento invertibile di V' si ha la tesi, altrimenti si procede come sopra. In
questo modo otteniamo che per ogni intero positivo n, = y,t" = y, 1y .
Se per assurdo y,.1 non fosse invertibile, allora (z) C (y1) C (y2) C ... ma,
essendo V' noetheriano, la catena stabilizza, quindi esiste un intero n tale che
(Yn) = (Yns1), dunque y,, = uy,+1 con u invertibile.

Quindi x = y,t" = uy,t""! da cui ut = 1, cioé esiste un intero n tale che
Ynt1 = v & invertibile e dunque z = vt" .

Inoltre la scrittura é unica perché se per assurdo ce ne fossero due, avremmo
che o = ut™ = vt™ con u, v elementi invertibili in V, quindi wo='t"™ = 1
OVVEro 4 = v € n.= M.

(vi)=(v) Siax € I, allora esiste un intero m tale che x = ut™ con u elemento
invertibile di V. Sia k :=min{m | ut™ € I}, allora I = (t*).
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(v)=(iv) Abbiamo che M = (t) quindi ogni ideale ¢ della forma M* con
k> 0.

(iv)=-(iii) Ovvio.

(iv)=(i) Per ipotesi, ogni ideale ¢ della forma I = M*, quindi vI = vV M* =
M. Percio ogni ideale ¢ potenza del suo radicale e dunque V' é un anello di
valutazione discreta.

Proposizione 24 Per un anello di valutazione V', le sequenti affermazioni
sono equivalenti:

(i) V' & un anello di valutazione discreta e dim (V') = 1;
(ii) V e un anello di valutazione fortemente discreta e dim (V') = 1;
(iii) V' e noetheriano.

DIMOSTRAZIONE. (i)=-(ii) Poiché¢ V' ha dimensione 1, I'unica catena di
ideali primi possibile ¢ (0) C M, dove M ¢ l'unico ideale massimale di V.
Quindi V' ¢é un anello di valutazione discreta e gli ideali primi di V' soddis-
fano la condizione della catena ascendente cioé V' € un anello di valutazione
fortemente discreta.

(ii)=-(i) Segue banalmente dal fatto che un anello di valutazione fortemente
discreto € discreto.

(ii)=-(iii) L’insieme degli ideali propri di V' & {Mk}k21 dove M ¢é l'unico
ideale massimale di V.

Inoltre, essendo V fortemente discreto, M # M?, perciod esiste un elemento
r € M — M? e dunque M? C (z) € M. Quindi M = () da cui la tesi.

(iii)=(ii) Poiché V' ¢ noetheriano, ogni ideale ¢ finitamente generato ed ¢é
inoltre principale essendo V' di valutazione. Dunque V' ha dimensione 1.

Sia P un ideale primo di V, allora P = (z) e P? = (2?).

Supponiamo per assurdo che P = P?  allora () = (2?). In particolare,
r € (2?), quindi esiste un elemento A € V tale che x = Az?, ma cio significa
che 1 = Az, ovvero x é invertibile. Ma poiché P ¢ un ideale primo proprio,
siamo giunti ad una contraddizione.

Definizione 22 Un anello di valutazione discreta di dimensione 1 ¢ detto

DVR.
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Con i prossimi risultati caratteriziamo i DVR.

Proposizione 25 Per un dominio V, le sequenti affermazioni sono equiva-
lents:

(i) V éun DVR;
(ii) V é un dominio a ideali principali locale;
(iii) V' e noetheriano, locale, integralmente chiuso e di dimensione 1.

DIMOSTRAZIONE. (i)=-(iii) Ovvio.

(iii)=-(ii) Poiché in un anello noetheriano di dimensione 1 ogni ideale &
principale, si ha la tesi.

(ii)=-(i) Essendo V' ¢ un dominio a ideali principali, V' ¢ di dimensione 1 ed
é noetheriano. Inoltre, poiché I'unico ideale massimale M é principale, per il
Teorema 4 pag. 31, V ¢ un anello di valutazione discreta.

Proposizione 26 Sia V un dominio locale con M ideale massimale. Allora
le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(i) V é un DVR;
(ii) Ogni ideale frazionario I di V' é inveribile.

DIMOSTRAZIONE. (i)=-(ii) Per il Teorema 4 pag. 31, M = (x). Sia [
un ideale frazionario non nullo di V/, allora esiste un elemento y € V' tale che
yl CV ed essendo yI é un ideale di V, esiste un intero r tale che yI = (z").
Ma y € V, quindi esiste s tale che y = ux®, percido I = (z"~%) & principale e
dunque é invertibile.

(ii)=-(i) Poiché ogni ideale I di V' ¢ invertibile, ¢ finitamente generato e
dunque V' € noetheriano.

Per concludere, verifichiamo che ogni ideale é potenza di M. Procediamo per
assurdo. Sia X I'insieme degli ideali non nulli di V' che non sono potenze di M,
allora per la noetherianita di V, esiste un elemento J massimale in 3. Quindi
J # M e poiché M ¢ massimale, J C M dunque JM~t Cc MM~! = A.
D’altraparte poiche Mt D A, JM~' C JA = J. In particolare JM~! C J,
infatti se per assurdo si avesse 'ugualianza, allora J = JM e, per il Lemma
di Nakajama, si avrebbe J = 0 che é una contraddizione.

Quindi, essendo J ¢ massimale in 3, JM ! & ¥ dunque esiste un intero k
tale che JM ™' = M* da cui J = M**! che é I’assurdo cercato.
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Capitolo 3

Domini di Prufer

Questo capitolo é dedicato allo studio dei domini di Priifer. Analiziamo le
principali proprieta dei loro sopranelli e introduciamo il concetto di ideale
ramificato vedendo come questo ¢ legato ai domini di Priifer discreti.
Utilizziamo in fine, i vari risultati per studiare la divisorialita degli ideali.

3.1 Proprieta dei domini di Priifer

Definizione 23 Un dominio R si dice un dominio di Priifer se ogni ideale
non nullo (frazionario) finitamente generato, & invertibile.

Osservazione 5 Poiché in un un dominio di Priifer gli ideali invertibili sono
finitamente generati, le nozione di ideale invertibile e di ideale finitamente
generato coincidono.

Proposizione 27 Un dominio di Bézout é un dominio di Priifer

DIMOSTRAZIONE. L’enunciato segue dal fatto che in un dominio di
Bézout ogni ideale finitamente generato ¢ principale e quindi ¢ invertibile.

Abbiamo quindi le seguenti implicazioni:

Valutazione

(8
PID = Bézout

4

Priifer
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dove con PID si intende un dominio a ideali principali.
In un dominio locale le frecce si invertono:

Proposizione 28 In un dominio locale R, le sequenti affermazioni sono
equivalenti:

(i) R ¢ un dominio di valutazione;

(ii) R ¢ un dominio di Bézout;

(iii) R e un dominio di Prifer.
DIMOSTRAZIONE. (i)=-(ii)= (iii) Ovvio.

(iii)=(i) Sia F' := (a, b) con a, b € R—{0}, allora F' ¢ un ideale finitamente
generato di R quindi, poiché R ¢ di Priifer, F' ¢ invertibile inoltre ¢ anche
principale perché R é locale. Percio F' é generato da a oppure da b e quindi
aR O bR oppure aR C bR, cioé R é un dominio di valutazione.

Il prossimo risultato stabilisce un legame tra i domini di Priifer e gli anelli di
valutazione:

Teorema 5 Sia R un dominio. Le sequenti affermazioni sono equivalenti:
(i) R ¢ un dominio di Priifer;

(ii) Rp & un dominio di valutazione per ogni ideale primo P di R;

(iii) Rps € un dominio di valutazione per ogni ideale massimale M di R.

DIMOSTRAZIONE.

(i)=-(ii) Sia J un ideale di Rp finitamente generato, allora J = IRp con [
ideale di R finitamente generato. Poiché I ¢é invertibile e Rp ¢ un dominio
locale, J ¢ un ideale principale, quindi Rp ¢ un dominio di Bézout e dunque
¢ un dominio di valutazione.

(ii)=-(iii) Ovvio.
(iii)=(i) Sia I un ideale finitamente generato di R, allora IR, ¢ un ide-

ale finitamente generato e, poiché R, ¢ di valutazione, IR); ¢ un ideale
principale. Ma, essendo R), locale, I R); € invertibile e quindi / invertibile.
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3.2 Sopranelli di domini di Priifer

In questa sezione, ci occupiamo dei sopranelli di domini di Priifer. Vedi-
amo subito che questi sono rappresentabili come intersezione di localizzazioni
effettuate rispetto ad un particolare insieme di ideali primi del dominio.

Teorema 6 Sia T un sopranello di un dominio di Priifer R e sia I' l’insieme
degli ideali primi P di R tali che PT C T. Allora

(1) Se @ ¢ un ideale primo proprio di T e P := Q N R, allora Rp =Ty e
QQ =PRpNT;

(2) Se P ¢é un ideale primo non nullo di R, allora P € I se e solo se Rp 2 T.
Inoltre risulta T' = (\pep Rp;

(3) Se I ¢ unideale di T eI :=1NR allora I =1IT;
(4) {PT}per ¢ linsieme degli ideali primi di T .
DIMOSTRAZIONE.

(1) E’ chiaro che Rp C Ty, quindi basta mostrare l’altra inclusione.
Supponiamo per assurdo che esista un elemento x € Ty — Rp, allora
r=a/bdoveaeT eb&qQ.

Inoltre Rp ¢ di valutazione, quindi 2! = b/a € PRp, con b € P. Ma
questo ¢é assurdo perché bZ Q e P=Q N R.

Inoltre essendo Rp e Ty anelli locali uguali, hanno lo stesso ideale
massimale. Quindi PRp = QTy, dacui PRpNT = QToNT = Q, cioé
la tesi.

(2) Dimostriamo le due implicazioni:
=) Poich¢ PT C T, esiste un ideale massimale M di T tale che
PT C M equindi P C M NR.
Infatti, se per assurdo esistesse z € P — (M N R), allora poiché = € R,
x ¢ M. Max=2x1€TP C M che é assurdo.
Quindi Rp O Rynr = Ty 2 T da cui la tesi.
<) Essendo Rp 2 T' e PRp un ideale proprio di Rp, PT'C PRp C Rp
e quindi PT C T. Infattise per assurdo PT =T, alloral € PT' C PRp
cosa non possibile perché PRp # Rp.

Inoltre poiché T' = ﬂMeMaX(T) Ty 2 Nper Be, T = (per Re-

ovvio che I D IT, quindi basta verificare ’altra inclusione.
3) K ioche I D IT di b fi I’al lusi B
Sia { M)}, ., l'insieme degli ideali massimali di 7', allora I = (,c, [Ty, -
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Posto Py := M, N R, allora, dal punto (1), per ogni A € A, Ty, = Rp,
quindi [Ty, = IRp,. B
Inoltre I C T C Ty, :_RPA, quindi se € IRp,, © = a/v, dove
vER—B\ec’z:a/uelgRpA cona € Rewu € R— P,. Dunque
a=au € INR=1e percio

a a

r=—=—§¢ [RpA = [TRP/\ = ]TTM)\
voouv

dunque ITy;, = ITT);, per ogni A € A da cui [ = IT.

(4) Sia @ un ideale primo di 7', allora per il punto (3), @ = PT con
P = @ N R. Inoltre, poiche P = QN R, Rp = Ty 2 T, quindi
P eT. Daltronde P € I"se e solo se Rp 2 T e l'ideale PRpNT =
(PRpNTNR)T = PT ¢ un ideale primo.

Corollario 5 Sia R un dominio di Priifer con campo dei quozienti K e T
un suo sopranello locale, allora T = Rp.

DIMOSTRAZIONE. Basta scegliere P := N N R dove N é l'unico ideale
massimale di 7. Infatti in questo modo, per il Teorema 6 pag. 37, si ha
Rp =Ty =T, da cui la tesi.

Corollario 6 Sia R un dominio di Prifer con campo dei quozienti K e T
un suo sopranello, allora T é un dominio di Priifer.

DIMOSTRAZIONE. Poiché per ogni ideale massimale M di R, si ha R C T C
Ty C K, allora T); € un sopranello locale di R quindi per il Corollario 5,
Ty = Rp con P ideale primo di R. Ma essendo R un dominio di Priifer, per
il Teorema 5 pag. 36, Rp ¢ un anello di valutazione, quindi 7, ¢ un anello
di valutazione, da cui la tesi.

Sia R un dominio di Priifer con campo dei quozienti K e I un suo ideale,
usando la convenzione che se { Mz} ¢ un insieme vuoto di ideali primi di R
allora K := (] Ry, cercheremo di capire quando I ~1 ¢ un sottoanello di K
e ne stabiliremo una rappresentazione concreta.

Teorema 7 Sia R un dominio di Priifer e I un suo ideale non nullo.

Sia {P.} Uinsieme degli ideali primi minimali su I e {Mg} Uinsieme degli
idealt massimali di R che non contengono I. Allora

(1) I 2N Re. N (N Ray);
(2) I ¢ un sottoanello di K se e solo se I™* =\ Rp, N (N Ru,)-
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DIMOSTRAZIONE.

(1) Sia w € N Rp, N (N Ru,) € sia a € I, allora dobbiamo verificare che
au € R, ovvero che per ogni ideale massimale M di R, ua € Ry;.
Poiché per ogni Mg, u € Ry, allora ua € Ry, per ogni Mg.

Dunque rimane da verificare che per ogni ideale massimale NNV, conte-
nente I, ua € Ry,

Fissato v, esiste un « tale che I C P, C N,. Inoltre, poiché¢ u € Rp,,
u=r/scons€ R—P,erecR.

Supponiamo per assurdo che a/s € Ry, . Allora, poiché Ry, ¢ di
valutazione, s/a € Ry,. Quindi

s="2¢cPRy NR=P,
a

e cio ¢ assurdo, dunque a/s € Ry, e quindi ua =r? € Ry, .

(2) =) Siau € I"' e ag € I — Mg per ogni Mg, allora uag € R e quindi
u € Ry, per ogni Mg, quindi 171 C () Ry,
Rimane da verificare che per ogni ideale primo minimale P,, I~! C Rp,
oppure, equivalentemente, P,/~' C ™! (Teorema 6 pag. 37).
Supponiamo per assurdo che esista un primo minimale P, su I tale che
P, ' =171 allora

I"' =P, 01" C (Pl 1)R_Pa
dunque se (P,I71) r_p, © Rp, arriviamo all’assurdo.

Se z € (Pa]_l)R_Pa, allora esiste s € R — P, tale che zs € P, I~
Inoltre se J := IRp, N R, allora si verifica facilmente che, essendo 11
un anello, esiste un intero positivo n tale che (zs)" € JI™! e, quindi
2" e (JIT) g p . Ma

(J]_l)R—Pa = (JRp,) (]_I)R_Pa C (IRp,) (Rp, : IRp,) C Rp,

quindi 2" € Rp, e, poiché Rp, ¢ di valutazione, ¢ anche integralmente
chiuso e dunque z € Rp_, da cui (Paf_l)R_Pa C Rp,.
<) E’ ovvio, infatti intersezione di anelli ¢ ancora un anello.

Corollario 7 Se M ¢ un ideale massimale in un dominio di Prifer R, allora
M ¢ invertibile oppure M~ = R.

DIMOSTRAZIONE. Se M non ¢ invertibile, allora M C MM~' C R,
quindi M = MM~ percio M~! = (M : M) ¢ un anello e dunque per il
Teorema 7 pag. 38, M~! = R.
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Corollario 8 Sia M un ideale massimale in un dominio di Priifer R, allora
R=(M:M).

DiMOSTRAZIONE. Per il Corollario 7, ci limitiamo a studiare il caso in
cui M ¢ inveribile oppure M~! = R.
Se M ¢ un ideale massimale invertibile, allora per il Corollario 1 pag. 13,
R = (M :M). Se, invece, M~! = R, ripercorrendo la dimostrazione del
Corollario 7, si ha la tesi.

Cerchiamo altre condizioni che ci permettano di stabilire quando l'inverso di
un ideale € un anello. Dato un dominio di Priifer R, dividiamo il suo spettro
in tre insiemi disgiunti:

e S :={P € Spec(R) tale che P ¢ invertibile};
e Sy :={P € Max (R) tale che P non ¢ invertibile e PRp ¢ invertibile};
e S3:={P € Spec(R) tale che P & S; U Sy}.

Quindi
Spec (R) = Sl U SQ U Sg

Lemma 1 Se I, J sono due ideali comassimali di un dominio R, allora
InJ)y ' =1't+J"

DIMOSTRAZIONE. E’ ovvio che (I N.J)™' D I"' + J~'. Quindi per mostrare
il Lemma, basta verificare ’altra inclusione.

Poiché I, J sono comassimali, esistea € [ eb € J cona+b=1.

Siaue (INJ)™", allora

e uaJ Cu(INJ)C R=uaec J Y
e ubl Cu(INJ)C R=ubel
Quindiu=u-1=wu(a+b) =ua+ube€ J '+ I dacuila tesi.

Teorema 8 Sia I un ideale radicale di un dominio di Priifer R con campo dei
quozienti K e sia { P, } l'insieme degli ideali primi minimali su I. Assumiamo
() P. irredundante, cioé tale che per ogni 3, ﬂa#ﬁ Ps & Pg. Allora le sequenti
affermazioni sono equivalenti:

(i) I ¢ un sottoanello di K;

(ii) {Pa} C S5 U Ss.
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DIMOSTRAZIONE. (i)=-(ii) Supponiamo per assurdo che esista 7 tale che
P,e Sy esiaJ= ﬁa?,£7 P,. Per ipotesi J  P,, quindi I = J N P, e dunque,
per il Lemma 1 pag. 40, [t = J~ ! + Pv_l.

Poich¢ P, € Sy, P, ¢ invertibile dunque 1 = "  pu; dove p; € P, e
u; € P !, inoltre P, ¢ finitamente generato quindi P, = (p1, ..., pa) €
percio Pt = (1/p;) R.

Ora u; € P I quindi per ogni i, esiste un r; € R tale che u; = r;/p;. Percio

1= Zpiui = sz‘—z = Z"%
i=1 - P 3

Senza perdita di generalita, possiamo assumere che ry € P, e, per arrivare
all’assurdo, mostriamo che u? & J~1 + P = 11 infatti cio contraddice il
fatto che I=' & un anello e u; € I~

Se per assurdo che uf € I™', allora ui = a+ > dovea € J'e = € P
Quindi

2 2,7

T U

1= 1p1:u3p1:ap1+s€J_1
D1 /ﬁl

e scelta b € J — P,, allora rib € p1 R C P,, che ¢ una contraddizione.

(ii)=-(i) Sia {Mps} l'insieme degli ideali massimali di R che non contengono
I, allora per il Teorema 7 pag. 38, ¢ sufficiente provare che I=* C (| Rp,) N
(ﬂ RMB) :

Sia u € I™" e ag € I — Mg per ogni 3 allora uag € R, quindi I~' C () Ry,
Percio manca da verificare che 1! C (| Rp, .

Fissato P, € {P,}, ci sono due casi possibili:

1. P, € S, allora posto J := ﬁoqé7 P,siha 7' = J '+ P{l e, poiché
P, ¢ un ideale massimale non invertibile, P;' = R, da cui [=' = J~ .
Inoltre J € P, quindi I' = J~! C Rp, .

2. P, € S3, allora P,Ry non ¢ invertibile con N ideale massimale di R
contenente P,. Inoltre
IRN - P’yRN
infatti poiché P, ¢ minimale su /, I C P, e quindi /Ry C P,Ry. D’al-
traparte P, Ry ¢ minimale su IRy infatti se non lo fosse, esisterebbe
HRy tale che P_Ry D HRy D IRy e quindi P, D H D [ che va
contro la minimalita di P,.

In pit, essendo I un ideale radicale, IRy = VIRy = /IRy e dunque

IRy = ){PRwy € Spec(Ry) | PRy ¢ minimale su IRy} = P,Ry.
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Quindi dal Corollario 4 pag. 26, I™' C (I"Y), v € (BRy:IRy) =
(Ry : P,Ry) = RP,.

Grazie al Teorema 8 appena dimostrato, possiamo vedere alcune proprieta
degli ideali primi non invertibili in un dominio di Priifer.

Proposizione 29 Sia R un dominio div Priifer con campo dei quozienti K e
sia P un suo ideale primo non invertibile. Allora:

(1) P~ ¢ un sottoanello di K;
(2) P~ =(P:P);
(3) P ¢ un ideale primo di P7*.
DIMOSTRAZIONE.
(1) Poiché P € Sy N Ss, la tesi segue dal Teorema 8 pag. 40.

(2) Essendo P un ideale primo, P ¢ un ideale radicale inoltre per (1), P!
¢ un anello, quindi per la Proposizione 18 pag. 24, P~' = (P : P).

(3) Poiché P ¢ un ideale proprio di (P : P), P(P: P)C (P: P).
Ma (P : P) ¢ un sopranello di R, quindi dal Teorema 6 pag. 37

Spec ((P: P)) = Spec (P™') ={Q (P : P) con Q(P: P) C (P: P)}.
percio P (P : P) = P ¢ un ideale primo di P71
Abbiamo visto con la Proposizione 18 pag. 24 che se un ideale I & invertibile

in un dominio, allora 7~! non ¢ un anello. Percio se P ¢ un ideale primo in
un dominio di Priifer, abbiamo che

P~ ¢ un anello < P non ¢ invertibile.
Inoltre in un dominio di Priifer, ogni ideale primo invertibile ¢ massimale:

Teorema 9 Sia P un ideale primo invertibile in un dominio di Priifer R,
allora P é massimale.
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DIMOSTRAZIONE. Basta verificare che se P € un primo non massimale, allora
non ¢ invertibile.

Sia P un primo non massimale contenuto in un ideale massimale M e sia
V= Ry e PV :=PRy. Allorase P # M, PV # MV.

Poiché P non é massimale, Vp = (PV : PV) DV, dunque P non é invertibile
in V' e percio non ¢ invertibile in R.

Quindi tutte le volte che consideriamo ideali primi non massimali P di un
dominio di Priifer, abbiamo che questi sono non invertibili e quindi P~! ¢ un
anello.

Corollario 9 Siano Py, P», ..., P, ideali primi non nulli e non massimali
in un dominio di Prifer R. Se J = P\Py...P,, allora (J:J)= (R:J).

DIMOSTRAZIONE. Poiché i P, sono ideali primi non massimali in un
dominio di Priifer per ogni ¢ = 1, ...n, non sono invertibili. Quindi {P;} C
So U Ss.

Inoltre J é un ideale radicale, infatti VJ=+/PP. P, =PP.. P = J,
dunque, dal Teorema 7 pag. 38, dal Teorema 8 pag. 40 e dalla Proposizione
18 pag. 24, J~t = (J : J) da cui la tesi.

3.2.1 Trasformato di Nagata

Sia R un dominio integro con campo dei quozienti K e sia I un suo ideale
non nullo, si possono definire i seguenti sopranelli di R:

LT () = Upsy (R 17);
2. Q) :={u€ K | per ogni a € I, ua™® € R con n(a) € N}.
Si hanno le seguenti relazioni di inclusione:
RC(I:DHCcr'tcraca).

Definizione 24 Sia R un dominio integro e I un suo ideale T (I) & detto
trasformato di Nagata.

Osserviamo che € () é una variante del trasformato di Nagata e che se I ¢
un ideale invertibile allora

TH=J®r:m=Jr:n"=Jam"

e quindi



Lemma 2 Sia I un ideale invertibile di un anello R. Se P ¢é un ideale primo
di R, allora le sequenti affermazioni sono equivalenti:

() ICP
(ii) PT(I)=T()

DIMOSTRAZIONE. (i)=-(ii) Poiché T (I) D PT (I), basta verificare 1’al-
tra inclusione. Essendo [ ¢é invertibile, IT (I) = T (1), inoltre I C P, percio
T (I) C PT (I). Da cui la tesi.

(ii)=-(i) I trasformato di Nagata T (I) & un anello, quindi 1 € T'(I). Percio

1= z": Pisi
=1

con p; € Pes; € T(I), quindi esiste un intero positivo m tale che s;,I™ C R
perognii=1, ...n. Siax € [, allora

r=1-2= Zpisix = Zpi(six) CcCP
i=1 i=1
Dunque I™ C P ed essendo P primo, I C P.

Con il prossimo Teorema troviamo una relazione che lega T (I) con Q (I). In
particolare questi due oggetti algebrici coincidono nelle ipotesi in cui I € un
ideale non nullo finitamente generato dell’anello R.

Teorema 10 Sia R un dominio integro e I un suo ideale non nullo. Allora
st hanno le sequenti proprieta:

(1) Q(I) = NRp con P che varia nell’insieme degli ideali primi che non
contengono I;

(2) Q) = Naes (@) = Naer T ((a);
(3) Sel é finitamente generato, allora Q2 (1) =T (I) =(,e; T ((a)) = Rp

con P che varia nell’insieme degli ideali primi che non contengono I.

DIMOSTRAZIONE.
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1. Sia P un ideale primo di R che non contiene I e sia u € 2 ([), allora
esiste un elemento a € I — P e un intero positivo n che dipende da a,
tale che ua™ € R. Percido u € Rp.

Per 'altra inclusione, consideriamo u € (| Rp con P 2 I, allora

a
u=—-cona€ Rese R—P.
S

Posto J := (R :g uR), mostriamo che per ogni ideale primo P non
contenuto in I, J € P e che I C +/J. Infatti, in questo modo fissata
a €l a"€+J2DJquindia" € J:= (R:puR) dunque a"u € R e
percio u € Q(I).

Sia P un ideale primo non contenente in I, allora esiste un elemento
x € I — P, inoltre essendo P primo, poich¢ x € Pe s & P, xs ¢ P.
D’altaparte zs € J, infatti

a:s-uR:x/é%R:xaRCR

Quindi zs ¢ un elemento che sta in J ma non in P e dunque J  P.
Inoltre per ogni primo minimale @) di J, I C @, altrimenti si avrebbe
J ¢ @ che é una contraddizione. Quindi I C ﬂQeSpeC(R) Q =+/J, che

é quello che volevamo mostrare.
2. Ovvia.

3. Essendo [ finitamente generato, si ha Q(I) = T'(I) e dunque la tesi
segue dai due punti precedenti.

Nella prossima Proposizione, utiliziamo il trasformato di Nagata per sta-
bilire quando un ideale massimale M di un dominio di Priifer é invertibile in

(M : M).

Proposizione 30 Per un ideale massimale non nullo M in un dominio di
Priifer R le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(i) MtcT (M)
(ii) M ¢ un ideale massimale invertibile in (M : M).

DIMOSTRAZIONE. Per il Corollario 8 pag.8, R = (M : M).
(i)=(ii) Supponiamo per assurdo che M non sia invertibile in (M : M),
allora, essendo massimale M ' = (M : M) = R. Quindi, procedendo per
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induzione, per ogni intero naturale n, M~ = R da cui R = T (M), che &
contro l'ipotesi di partenza.

(ii)=(i) Poiché¢ M ¢ un ideale massimale invertibile in (M : M), M~! non
¢ un anello e percio M~! C T (M).

Questo risultato puo essere esteso al caso pitl generale degli ideali primi:

Teorema 11 Per un ideale primo non nullo P in un dominio di Priifer R
le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(i) Pt cT(P)
(ii) P ¢ un ideale massimale invertibile in (P : P)

DIMOSTRAZIONE. Per la Proposizione 30, possiamo assumere P un ide-
ale primo non massimale, quindi P ¢ non invertibile in R e percio per la
Proposizione 29 pag. 42, P~' = (P : P).

(i)=-(ii) Per la proposizione 29 pag. 42, P ¢ un ideale primo di (P : P) =
Pt

Supponiamo per assurdo che P non sia invertibile in P!, allora anche P~2
sara non invertibile in P! e dunque P~2 ¢ un anello. Ma

(P':P)=(R:P?) =P
Quindi (P71 : P) ¢ un anello. Questo implica che
(P':P)=(P:P)=pP"
Dunque P~! = P2 e, procedendo per induzione, per ogni intero positivo n
P~! = P quindi P~! = T (P) che ¢ assurdo.
Percio P ¢ invertibile in P~! = (P : P) che ¢ un dominio di Priifer, e poiché

in un dominio di Priifer un ideale invertibile ¢ massimale, P & un ideale
massimale di (P : P).

(ii)=(i) In generale abbiamo che P~' C (P~!: P), ma P~! ¢ un anello
mentre (P~!: P) non lo ¢, essendo questo I'inverso di P in (P : P). Quindi
Pltc(P':P)=(R:P):P)=(R:P))=P*CT(P)

da cui la tesi.
L’importanza di questo Teorema emergera nel paragrafo 3.5 pag. 50, in
quanto lo utilizzeremo per stabilire quando un ideale primo non nullo e non

massimale in un dominio di Priifer ¢ divisoriale e nel prossimo capitolo in cui
verra utilizzato per caratterizzare i domini di Dedekind generalizzati.
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3.3 Ideali ramificati nei domini di Prifer

In questa parte, ci occuperemo degli ideali ramificati nei domini di Priifer.
Iniziamo studiando 'insieme dei suoi ideali primari.

Teorema 12 Sia R un dominio di Priifer e P un ideale primo non nullo di
R. Si hanno le sequenti proprieta:

(1) Se @ ¢ P-primario e x € R— P allora Q = Q [Q + (z)];
(2) Sia S :={Qx},\cp dove Qy sono ideali P-primari. Allora

1. S ¢é chiuso moltiplicativamente;
k1%,

2. SO {P*} "

3. Se P # P2, allora S = {Pk}zozl.

(3) Se P ¢ ramificato e Q # P ¢ P-primario, allora (o, @ = Nhey QF

(4) Py := (Qx €& un ideale primo di R e non ci sono ideali primi di R
propriamente contenuti tra Py e P.

DIMOSTRAZIONE.

(1) Per mostrare che @ = Q [Q + (x)] basta verificare che per ogni ideale
massimale M di R, QRy = (Q* + Q (x)) Ry
Se Q € M allora QRy = Ry = Q?Ryr e quindi si ha la tesi. Percio
possiamo assumere Q C M. Allora /QRy = VQRy = PRy quindi
QRy; ¢ PRy~ primario.
Essendo x € R — P, x ¢ PRy, e poiché Ry, di valutazione, dal Teo-
rema 3 pag. 27, QRy = QxR e poiché Q O Q2% si ha QRy =
[@Q*+Q (2)] R

(2) Procediamo con la dimostrazione dei tre sottopunti:

1. Siano Ql, Qg < S, allora QlRM . QQRM = QngRM e PRM—
primario (Teorema 3 pag. 27). Inoltre poiché v/Q:Q, = /Q, N
VQy = P, Q1Qy ¢ P-primario (cfr. [12] Lemma 23.1 pag. 288).

2. Ovvio.

3. Poiché P # P?, PRp # P2Rp. Inoltre P? = P2RpN R ¢ primario,
quindi {P*Rp}, ¢ I'insieme degli ideali PRp-primari di Rp ¢
percio

k o0 ] >
{P RpN R}k:1 - {P }kzl

¢ I'insieme degli ideali P-primari di R.
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(3) Poiché Q)\ = Q)\Rp N R,

ﬂQAZ mQARPﬂR:kaRPmR:ﬂQk
k=1 k=1

AEA AEA

da culi la tesi.

(4) Segue dal Teorema 3 pag. 27 passando a Rp.

Osserviamo che il Teorema 12 ¢ ’analogo nei domini di Priifer del Teorema
3 pag. 27, visto per gli anelli di valutazione.
Ci occupiamo ora di caratterizzare gli ideali ramificati nei domini di Priifer.

Proposizione 31 Sia R un dominio di Prifer e P un suo ideale primo. Le
sequenti affermazioni sono equivalenti:

(i) P ¢ ramificato;
(ii) Esiste un ideale I di R, I # P tale che /I = P;
(iii) P ¢é il primo minimale di un ideale principale;

(iv) P non é l'unione dell’insieme degli ideali primi di R propriamente
contenuti in P;

(v) Esiste un ideale primo @ di' V' propriamente contenuto in P tale che non
esistono ideali primi di V propriamente contenuti tra () e P.

DIMOSTRAZIONE. (i)<(iv) P non ¢ l'unione dell'insieme degli ideali
primi di V' propriamente contenuti in P se e solo se PRp non ¢ l'unione
dell’insieme degli ideali primi di Rp propriamente contenuti in PRp se e solo
se PRp é ramificato se e solo se P ¢ ramificato.

(i)<(v) Esiste un ideale primo @ di V propriamente contenuto in P tale
che non esistono ideali primi di V' propriamente contenuti tra () e P se e solo

se questa condizione vale anche per PRp e cid avviene se e solo se PRp ¢
ramificato.

(i)=-(ii) Ovvio.
(ii)=-(iii) Ovvio.
(iii)=-(iv) Sia (z) 'ideale principale di cui P ¢ il primo minimale, allora non
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esiste nessun ideale primo di R propriamente contenuto in P, contenente x.
Dunque P non ¢ 'unione dell’insieme degli ideali primi di R propriamente
contenuti in P.

3.4 Domini di Priufer discreti e fortemente dis-
creti

In questa sezione ci occupiamo dei domini di Priifer discreti e fortemente
discreti, vedendo che la loro definizione ¢ del tutto analoga a quella data per
gli anelli di valutazione e che, anche in questo caso, le due nozioni coincidono
nel caso di domini di dimensione finita.

Definizione 25 Un dominio di Prifer R si dice dominto di Priifer dis-
creto se ciascun ideale primo ramificato di R é non idempotente.

St dice, invece dominio di Priifer fortemente discreto se ciascun ideale
primo non nullo di R non é idempotente.

Per prima cosa vediamo come queste definizioni siano riconducibili agli anelli
di valutazione.

Proposizione 32 Sia R un dominio di Prifer. Allora

(1) R ¢ un dominio di Priifer discreto se e solo se per ogni ideale primo P
di R, Rp ¢ un anello di valutazione discreta;

(2) R ¢ un dominio di Priifer fortemente discreto se e solo se per ogni ideale
primo P di R, Rp é un anello di valutazione fortemente discreta.

DIMOSTRAZIONE. In entrambi i casi la dimostrazione segue dalla cor-
rispondenza tra gli ideali primi di R e gli ideali primi di Rp.

Osservazione 6 Notiamo che poiché Rp ¢ di valutazione

1. R ¢ un dominio di Priifer discreto se e solo se ciascun ideale primario
di Rp é potenza del suo radicale;

2. R ¢ un dominio di Priifer fortemente discreto se e solo se Rp ¢ un anello
di valutazione discreta e gli ideali primi di Rp soddisfano I'ipotesi della
catena ascendente.

Proposizione 33 Sopranelli di domini di Priifer fortemente discreti, sono
domini di Priifer fortemente discreti.
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DIMOSTRAZIONE. Per il Teorema 6 pag. 37, Rp = Ty dove M ¢é un
ideale primo in T e P := M N R é un ideale primo in R. Quindi, poiché R
¢ un dominio di Priifer fortemente discreto, Rp ¢ un anello di valutazione
fortemente discreta per ogni ideale primo P di V |, quindi per ogni ideale
massimale M di T, Ty, ¢ un anello di valutazione fortemente discreta e percio
T ¢ un dominio di Priifer fortemente discreto.

Proposizione 34 Per un dominio un dominio di Prifer R di dimensione
finita, sono equivalenti le sequenti affermazioni:

(i) R ¢ un dominio di Priifer discreto;

(ii) R ¢ un dominio di Priifer fortemente discreto.

DIMOSTRAZIONE. Segue dal fatto che Rp ¢ un anello di valutazione e,
in dimensione finita, la nozione di anello di valutazione discreta coincide con
quella di anello di valutazione fortemente discreta.

3.5 Ideali divisoriali nei domini di Priufer

Ci occupiamo ora di capire quando un ideale primo in un dominio di Priifer
é un ideale divisoriale. Con il prossimo Teorema riduciamo il nostro studio
agli ideali primi non massimali.

Teorema 13 Sia M un ideale massimale di un dominio di Prifer R, allora
le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(i) M ¢ divisoriale;
(ii) M™ ¢ divisoriale per ogni intero positivo n;
(iii) M ¢ finitamente generato;
(iv) M ¢ invertibile.
DIMOSTRAZIONE. (iv)<(iii) Ovvio.
(iii)=-(ii) Poiché M é finitamente generato, lo & anche M™ da cui la tesi.

(ii)=-(i) Ovvio.

(i)=(iv) Supponiamo per assurdo che M non sia invertibile, allora per il-
Corollario 7 pag. 39, M~! = R, ovvero M non ¢ divisoriale che ¢ contro
Iipotesi.
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Sia P un ideale primo di un anello di Priifer R con campo dei quozienti K.
Sappiamo che in generale abbiamo le seguenti inclusioni:

RCP'CT(P)

Inoltre se P ¢ un ideale primo non massimale e non nullo, abbiamo visto che
P ¢ non invertibile (Teorema 9 pag. 42) e quindi che P~! ¢ un sottoanello di
K, dunque

Pl=(P:P)=RpnN (ﬂ RMQ)

dove {M,} ¢ l'insieme degli ideali massimali di R che non contengono P
(Teorema 7 pag.38). Percio abbiamo anche che

RgP’lgS::Km(ﬂRMQ>

Vogliamo mostrare ora che se Pt # T(P) e se P71 # S, allora P ¢
divisoriale.

Teorema 14 Sia P un ideale primo non nullo e non massimale in un do-
minio di Prifer R con campo dei quozienti K e sia {M,} Uinsieme degli
ideali massimali di R che non contengono P. Se P~* C T (P), allora P ¢
divisoriale.

DIMOSTRAZIONE. Per il Teorema 11 pag. 46, P ¢ un ideale massimale
invertibile in (P : P) = P~!. Inoltre, poiché P, = (R: P~') e R C P71,

PvC(Pfl:P*l):((P:P):(P:P)):(P:P(P:P)):(P:P):P*1

Dunque P C P, C P~!', ma P, ¢ un ideale proprio di P~! ¢ P ¢ un ideale
massimale in P!, quindi P = P,.

Per verificare che se P # S, allora P ¢é divisoriale, abbiamo bisogno di alcuni
risultati:

Proposizione 35 Sia P un ideale primo in un dominio di Priifer R e sia
{M,} Uinsieme degli ideali massimali di R che non contengono P. Sia,
inoltre, Q) un ideale primo di R tale che Q C P e R := Rgo N ([ Rus,)-

Se esiste un ideale I di R finitamente generato, tale che I C P e I € M,
per ogni o, allora R' € Rp.
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DIMOSTRAZIONE. Possiamo scegliere I & () e poiché I é finitamente
generato, T'(I) = Q (1) = () Rp,, con Py ideali primi di R non contenenti I.
Percio

T(I)C Ron (ﬂRMa> -y
Inoltre, essendo [ un ideale finitamente generato in un dominio di Priifer, I
¢ invertible e poiché I C P, PT (I) = T (I). Quindi per il Teorema 6 pag.
37, T(I)Z Rp e percid R’ Z Rp.

Proposizione 36 Sia P un ideale primo non nullo in un dominio di Priifer
R e sia {M,} Uinsieme degli ideali massimali di R che non contengono P.
Allora le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(i) NBum. € Rp;

(i) FEsiste I, ideale finitamente generato di R contenuto in P, tale che per
ogni o, I € M.

DIMOSTRAZIONE. (i)=-(ii) Sia w un elemento in () Ry, — Rp, allora
u=a/bcona€ Rebée€ R. Posto I := (bR :g aR), allora essendo aR e bR
finitamente generati, I ¢ finitamente generato (cfr. [12] Proposizione 25.4 (3)
pag. 314).

Inoltre, fissato o, u =a/b=c/dcond & M, ec€ R, quindid € [ ed & M,
percio I < M,,.
Infine I C P, infatti sia x € I, allora zaR C bR e quindi za € bR, percio

b
T € (E)RQPRPHR:P
da cui la tesi.

(ii)=(i) Segue dalla Proposizione 35 pag. 51.

Proposizione 37 Sia P un ideale primo non massimale e non nullo di un
dominio di Priifer R con campo dei quozienti K. Sia inoltre {My} l'in-
sieme degli ideali massimali di R che non contengono P. Allora le sequenti
affermazioni sono equivalenti:

(i) P c Kn(NRu,);

(ii) FEsiste un ideale I di R finitamente generato, tale che I C P e I € M,
per ogni o

(iii) N Ry, € Rp.
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DIMOSTRAZIONE. Poiché P ¢ un ideale primo non massimale, P~! ¢ un
anello e dunque P~' = Rp N (Ryz,).

(ii)<(iii) Segue dalla Proposizione 36 pag. 52.

(i)=(iii) Supponiamo per assurdo che [ Ry, C Rp, allora

P =(\Ru, 2K (ﬂRMa)

che é contro l'ipotesi.
(iii)=(i) Dall'ipotesi segue che RpN(() Rar,) # () Ras, e quindi Rp N () Rar,) C

() Rz, Dunque
RpN <mRMa> C mRMa NK

da cul la tesi.

Abbiamo ora tutti gli strumenti necessari per poter dimostrare che se P! #
S:=KnN(Ru,), allora P ¢é divisoriale.

Proposizione 38 Sia P un ideale primo non massimale e non nullo di un
dominio di Priifer R con campo dei quozienti K. Sia inoltre {M,} l'insieme
degli ideali massimali di R che non contengono P. Se P~ C K N (N Ra,),
allora P ¢é diwvisoriale.

DIMOSTRAZIONE. Per verificare che P ¢ divisoriale, basta mostrare che
P ¢ intersezione di ideali finitamente generati in quanto questi, in un dominio
di Priifer, sono divisoriali e intersezione di ideali divisoriali, & un ideale divi-
soriale.
Per la Proposizione 37 pag. 52, esiste I ideale finitamente generato di R tale
che I C Pel ¢ M, per ogni a. Posto

S::ﬂ{(I, r) tale che r € R — P}

Vogliamo dimostrare che P = S.

Fissata a € R — P, se M € {M,}, allora Ry = (I, a) Ryy = PRy, mentre
se M & {M,}, allora PRy, C aRy = (I, a) Ry

Percio P C (I, a) Ryr = (I, a). Per l'altra inclusione basta mostrare che
sex ¢ P, allorax ¢&S.

Poiché P ¢ un ideale primo non massimale di R, per ogni ideale massimale
M contenente P, S C M. Se esiste un ideale massimale M contenente P tale
che x ¢ M | allora si ha la tesi. Quindi consideriamo il caso in cui z € M — P
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con P C M e M ideale massimale.
Abbiamo che

T & (x2) Ry = (zQ, I) Ry
e dunque z ¢ (22, I) 2 S. Da cui la tesi.

Corollario 10 Sia P un ideale primo non massimale e non nullo di un
dominio di Priifer R con campo dei quozienti K. Sia inoltre {M,} l'insieme
degli ideali massimali di R che non contengono P. Allora si hanno le sequenti
proprieta:

(1) Se P Z|JM,, allora P ¢ divisoriale;
(2) Se P ¢ il radicale di un ideale invertibile, allora P ¢é divisoriale.

DIMOSTRAZIONE.

(1) Sia a € P —|JM,, l'ideale I := (a) ¢ finitamente generato e inoltre
ICPeld M, perognia. Qundi P~' C KN (N Ru,) e dunque P
¢ divisoriale.

(2) Sia I Iideale invertibile di cui P ¢ il radicale, allora P =+/I D I. Sono
possibili due casi:

1. Se I € {M,}, allora come a prima P~' C K N ([ Ry, ) e quindi
P ¢ divisoriale.

2. Se I € {M,}, allora I & massimale dunque v/I = I, ma /I = P,
quindi / = P che ¢ invertibile e percio per il Teorema 13 pag. 50,
I ¢ divisoriale.

Abbiamo trovato delle condizioni affinché un ideale primo in un dominio di
Priifer, sia divisoriale. Ora troveremo delle condizioni nel caso di potenze di
ideali primi.

Lemma 3 Sia P un ideale primo in un dominio di Prifer R. Allora

:ﬂ(p

n=1

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo che

(R:T (P ( L:JRP">:

(R:P")) =

n=1 n=1

(P")
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Proposizione 39 Sia P un ideale primo in un dominio di Priifer R e sia
Py =, P". Allora le seguenti affermazioni sono equivalenti:

(1) P™ e divisoriale per ogni intero positivo n;
(i) (R:T(P)) =h.
DIMOSTRAZIONE. (i)=-(ii) Segue dal Lemma 3, infatti abbiamo che
(R:T(P))=()(P"),=(P"=F
n=1 n=1
(ii)=-(i) Distinguiamo tre casi:

1. P ¢ un ideale massimale di R.
Notiamo che P~! # R, infatti se per assurdo P~! = R, allora P™" =
R per ogni n. Quindi R = T (P) e dunque si arriverebbe ad una
contraddizione osservando che (R : T (P)) = R # P,.
Percio poiché P ¢ massimale e P! # R, P ¢ invertibile e quindi P" &
divisoriale.

2. P ¢ un ideale primo non massimale di R e P~! =T (P).
Sotto queste ipotesi, abbiamo che

ﬁpn =P=(R:T(P))=(R:P"):=P,

Ma cio implica che P, € P™ per ogni n e quindi, poich¢ P* C P,
P, C P. Tuttavia é sempre verificata ’altra inclusione, percio P = P,.
Dunque Py =(),—, P" = P, quindi P C P" per ogni n e percio P = P™.
Ma, essendo P divisoriale, lo & anche P™.

3. P ¢ un ideale primo non massimale di R e P~' C T (P).
Sotto queste ipotesi, sappiamo che

e P71 ¢ un sopranello di R;
e P ¢é un ideale divisoriale;

e P ¢ un ideale massimale invertibile in (P : P) = P!
Quindi abbiamo che
(P, =@R:(R:P))=(R:((R:P): P ")) =(R: (P":P" 1)) =
=(R: (PP Y PY)=((R:P"): (P :P"))=(P:P")
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Sia z € (P"),, allora zP~™ C P, quindi zP~"P"! C pp*! = p»
da cui zP~! C P" e poiché P" é un ideale di P!, z € P", dunque
P" D P e quindi P" ¢é divisoriale.

Notiamo che nella dimostrazione del punto (3) della Proposizione 39 , non si
utilizza l'ipotesi che Py = (R : T' (P)). Quindi abbiamo il seguente corollario:

Corollario 11 Se P ¢ un ideale primo non massimale in un dominio di
Priifer R tale che P~' C T (P), allora P™ ¢ divisoriale.

Proposizione 40 Sia P un ideale primo in un un dominio di Prifer R. Le
sequenti affermazioni sono equivalenti:

(1) P™ é un ideale divisoriale per ogni intero positivo n;
(ii) P? ¢ un ideale divisoriale.
DIMOSTRAZIONE. (i)=-(ii) E’ ovvia.

(ii)=-(i) Distinguiamo tre casi:

1. P é un ideale massimale di R.
Osserviamo che P é finitamente generato, infatti se non lo fosse P non
sarebbe invertibile, quindi P~! = R e percio P~! = P2 = R. Ma
cio implicherebbe che (P?), = (R: P~2?) = (R: R) # P?, che ¢é contro
I'ipotesi di P? divisoriale.
Quindi P ¢é invertibile e dunque, essendo massimale, P™ divisoriale.

2. P ¢ un ideale primo non massimale di R e P~ # T (P).
Poiché P? ¢ divisoriale, per la Proposizione 39 pag. 55, Py = PN P? =
(R:T(P)). Percio P2=(R: P ')=P,.
Osserviamo che P D P? = P, e quindi P = P,. Percio P = P, = P? e
dunque P = P" = P,, cioé la tesi.

3. P & un ideale primo non massimale di R e P~ C T (P).
In questo caso la tesi segue dal Corollario 11 pag. 56.

Teorema 15 Per un ideale primo P in un dominio di Priifer R, sono equi-
valenti le sequenti affermazioni:

(i) P™ é divisoriale per ognin > 1;

(i) (R:T(P)) =2 P
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(iii) P? ¢ diwvisoriale;
(iv) P~ C T (P) oppure P ¢ un ideale divisoriale idempotente.
DIMOSTRAZIONE. (i)« (ii)< (iii) Ovvio.
-1

(i)=(iv) Se P~! = T (P), allora per ogni intero positivo n, P™" = P~ ! e
quindi per ogni n si ha

pr=rP"),=(R:P")=(R:P")=P,=P
da cui la tesi ponendo n = 2.

(iv)=-(iii) Distinguiamo due casi:

1. P é un ideale massimale di R.
Se P = P? ¢ divisoriale, si ha la tesi mentre se P~1 C T (P), allora P ¢é
finitamente generato infatti se per assuro P non lo fosse, non sarebbe
neanche invertibile e quindi P! = R, da cui P™" = R.
Percio T'(P) = U, (R: P*) = |, P~ = R che & contro l'ipotesi.
Dunque P ¢ finitamente generato e quindi, essendo P massimale, P"
divisoriale per ogni n da cui la tesi.

2. P ¢ un ideale primo non massimale di R.
Se P = P? ¢ divisoriale allora anche P? ¢ divisoriale mentre se P~! C T (P),
la tesi segue dal Corollario 11 pag. 56.

Per finire, analiziamo il caso in cui P ¢ un ideale primo non idempotente di
un dominio di Priifer.

Teorema 16 Sia R un dominio di Priifer e P un ideale primo non idempo-
tente di R. Allora le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(i) P =P, ¢ P24 (P?),;
(i) RCP'=T(P) e (R:T(P)) = P;
(iii) P = (P"), per ognin > 1.

DIMOSTRAZIONE. (iii)=-(i) Poiché P = (P"), per ogni intero positivo
n, P = P,. Manca da verificare che P? # (P?),. Supponiamo per assurdo
che valga I'ugualianza, allora, poiché P = (P™) , si avrebbe P? = P che
contraddice il fatto che P sia non idempotente.

o7



(i)=(ii) Poiché P & un ideale divisoriale, R C P~'. Inoltre dal Teorema 15
pag. 56, P~' =T (P), quindi (R: T (P))=(R: P ')=P,=P.

(ii)=(iii) Essendo P~ =T (P), (R: P) = J(R: P") e poiché in generale
si ha (R: P) C (R: P"), abbiamo (R: P") = (R: P) quindi P~' = P™™.
Percio

(P"),=(R:P")=(R:P )= (R:T(P)=P

da cul la tesi.

Osservazione 7 Un ideale primo P che soddisfa le tre condizioni equivalenti
del Teorema 16 pag. 57, non puo essere un ideale massimale. Infatti se per
assurdo lo fosse, dalla condizione (1) di tale Teorema, P sarebbe un ideale
divisoriale e quindi per il Teorema 13 pag. 50, anche P" sarebbe un ideale
divisoriale per ogni intero positivo n. Dunque P? sarebbe un ideale divisoriale
e cio contraddice la condizione (1) stessa del Teorema 16.
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Capitolo 4

Domini di Dedekind generalizzati

Nei capitoli precedenti abbiamo sviluppato diversi concetti con lo scopo di
conoscerne meglio le strutture trattate. Tutto questo ci serve per introdurre i
domini di Dedekind generalizzati e vedere che questi si possono caratterizzare
mediante gli ideali divisoriali.

Prima di fare cio, pero, abbiamo bisogno di analizzare alcune proprieta dei
domini di Dedekind generalizzati e quindi di introdurre il concetto di ideale
traccia, anello generalizzato di frazioni, ideale stabile, f-dominio e f-dominio.

4.1 Domini di Dedekind

Per prima cosa definiamo e caratteriziamo i domini di Dedekind.

Definizione 26 Un dominio D si dice un dominio di Dedekind se é
Noetheriano, integralmente chiuso e di dimensione 1.

Con il prossimo risultato, caratteriziamo i domini di Dedekind.

Proposizione 41 Per un dominio D, le sequenti affermazioni sono equiva-
lents:

(i) D é un dominio di Dedekind;
(ii) D ¢ noetheriano e Dp ¢ un DVR per ogni ideale primo P di R;
(iii) D é noetheriano e Dy & un DVR per ogni ideale massimale M di R;

(iv) Ogni ideale frazionario non nullo di D é invertibile.
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DIMOSTRAZIONE. (i)« (ii) Segue dalla Proposizione 25 pag. 34 ricor-
dando che se Dp ¢ integralmente chiuso, allora lo ¢ anche D.

(ii)=(iii) Ovvio.

(iii)=(iv) Chiaramente ogni ideale frazionario I ¢ finitamente generato in
quanto D é noetheriano. Inoltre D), ¢ un anello di valutazione discreta per
ogni ideale massimale M di D quindi, per il Teorema 5 pag. 36, D ¢ un
dominio di Priifer, quindi I é invertibile.

(iv)=(ii) Sia [ un ideale di D. Allora questo é invertibile, quindi per la
Proposizione 9 pag. 15, I é finitamente generato e I Dp € invertibile per ogni
ideale primo P di D. Quindi D é noetheriano e, per la Proposizione 26 pag.
34, Dp é un anello di valutazione discreta.

Il prossimo Corollario segue immediatamente dalla Proposizione 12 pag. 17.

Corollario 12 Ogni ideale in un dominio di Dedekind é divisoriale.

Notiamo che poiché in un dominio di Dedekind ogni ideale ¢ invertibile, si
ha che
Dedekind = Priifer.

Percio considerando le implicazioni gia viste, abbiamo le seguenti inclusioni:

Bézout = Priifer

1 )
PID = Dedekind

Dalla definizione segue subito che un dominio di Bézout noetheriano ¢ un PID
e che un dominio di Priifer noetheriano ¢ un dominio di Dedekind. Tuttavia,
in generale, nessuna implicazione si inverte, infatti

e Bézout # PID e quindi Priifer & Dedekind; infatti basta considerare
un anello di valutazione non discreta il quale ¢ un dominio di Bézout
ma non ¢ un dominio ad ideali principali in quanto 'ideale massimale
non ¢é principale.
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e Dedekind # PID e dunque Priifer # Bézout; in questo caso basta
considerare Z [\/—_5] che, essendo la chiusura integrale di Z in @(\/—_5),
¢ un dominio di Dedekind. Ma non é un dominio a ideali principali
perché l'ideale (2, 1+ \/5) non ¢ principale altrimenti sarebbe generato
da un elemento di norma 2 che non é possibile avere. Osserviamo,
inoltre, che Z [\/—_5] non é neanche un dominio a fattorizzazione unica,

infatti 6 = 3-2 = (1+v/=5) (1 — V-5).

Quindi non tutti i domini di Dedekind sono domini a fattorizzazione unica,
ma gli ideali dei domini di Dedekind si fattorizzano in modo unico come
prodotto di ideali primi:

Proposizione 42 [n un dominio di Dedekind D ogni ideale non nullo possiede
una fattorizzazione unica come prodotto di ideali primi.

DIMOSTRAZIONE. Poiché D ¢ un dominio di Dedekind & noetheriano,
percio ogni ideale I di D ha una decomposizione primaria (cfr. [1] Teorema
7.13 pag.126) e poiché ogni decomposizione primaria puo essere ricondotta
ad una minimale, possiamo scrivere

dove Q1, ..., @, sono ideali primi di D tali che v/Q; # \/Q; per ogni i # j.
Abbiamo inoltre, che D ha dimensione 1, quindi ogni ideale primo non nullo
¢ massimale e percio per ogni i, \/Q; = M, con M; ideali massimali di D,
dunque per ogni ¢ # j, M; # M; da cui M; + M; = D. Da questo segue che

V&G = V@ + @ = VD=1

e quindi che Q;4+@Q); = D e si verifica facilmente per induzione che ci6 implica

che I = QlQZQn

Inoltre i (); sono univocamente determinati perché ciascun (); ¢ una compo-
nente primaria isolata e sappiamo che queste sono univocamente determinate
da D (cfr. [1] Corollario 4.11 pag.87).

4.2 Domini di Dedekind generalizzati
Definizione 27 Un dominio R si dice un dominio di Dedekind gene-

ralizzato se ¢ un dominio di Priifer fortemente discreto e ogni ideale non
nullo di R ha un numero finito di ideali primi minimali.
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Per caratterizzare i domini di Dedekind generalizzatie, abbiamo bisogno di
dare la definizione di ‘spettro noetheriano’ di un anello e di vederne alcune
caratterizzazioni.

Definizione 28 Sia A un anello e E C A un suo sottoinsieme. La varieta
associata ad E ¢ l'insieme di tutti gli ideali primi di A che contengono E.
Questa viene denotata con V (E), quindi

V(E):={P € Spec(A) | P2 E}

Sia A un anello, siano E, F,, F, sottoinsiemi di A e siano [ e J ideali arbitrari
di A, allora é facile mostrare che V (FE) verifica le seguenti proprieta:

1. se By C Es, allora V (Ey) CV (Ey);

2. V(B) =V ((E) =V (VE);

3V (Ui B) = Ny V (B2

4. (0) = Spec(A) e V ({1}) =

5. V(INJ) =V (LJ) =V (I)AV(J).

Definizione 29 Sia A un anello e E C A un suo sottoinsieme. La topologia
la cui famiglia di chiusi é data da {V (E) | E C A} ¢ detta topologia di
Zariskz.

Definizione 30 Un dominio R ha spettro (primo) noetheriano se i sot-
toinsiemi chiusi dello spettro di R nella topologia di Zariski soddisfano la
condizione della catena discendente.

E’ noto che sono equivalenti le seguenti affermazioni:
(i) Lo spettro di R ¢ noetheriano;

(ii) Ogni sottoinsieme aperto dello spettro di R & quasi compatto, cioé ogni
ricoprimento dello spettro di R ammette un sottoricoprimento finito.

(iii) R soddisfa la condizione della catena ascendante sugli ideali primi e
ciascun ideale proprio ha un numero finito di ideali primi minimali.

(cfr. [2], Capitolo 2, Sezione 4 Proposizione 9, Corollario 2 della Proposizione
14, Proposizione 11, 10 e 8(i)).
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Teorema 17 Sia R un anello commutativo, allora le sequenti affermazioni
sono equivalenti:

(i) R ha spettro noetheriano;

(i) Per ogni ideale I di R, VT = +/(a1, ..., an) con a; € I;
(iii) Per ogni ideale primo P di R, P =+/P = \/(ay, ..., a,) con a; € P.

DIMOSTRAZIONE. (i)=-(ii) Sia X := Spec(R) e sia I un ideale di R.
Essendo U := X — V (I) il complementare di un chiuso nella topologia di
Zariski, é un aperto e dunque U & un sottoinsieme quasi compatto in X. Ora

I =, {a}, quindi

V(I):V<Ua> =V (a)

a€l ael

Percio

U=X-V()=X-(V(a)=JX-V(a))

a€el ael

Dunque essendo quest’ultimo quasi compatto, ne possiamo considerare un
sottoricoprimento finito. Percio U = X — N,V (a;) = X =V (Ja;) =
X -V ((ay, ... a,)). Quindi

V() =V ((a)=V (a1, .. an))

da cui segue la tesi.

(ii)=-(i) Sia U un sottoinsieme aperto di X. Allora esiste un ideale I di R
tale che U = X — V (1), quindi {X —V ((a)) | a € I} & una ricopritura di
aperti di U.

Ma per ipotesi VI = /(a1 ... a,), quindi U = X —J, (X -V ((a;))) e

percio U é quasi compatto.
(ii)=-(iii) Ovvio.

(iii)=-(ii) Supponiamo per assurdo che esista J, ideale di R, tale che per
ogni sottoinsieme finito S di J si ha che v/J # /(5).

Poiché S C J, (S) C J e percio /(S) C v/J. Dunque stiamo assumendo che
tale inclusione sia stretta. Sia

Y= {I ideale di R | per ogni S C I sottoinsieme finito, 1/ (S) C \/f}
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allora ¥ ¢ non vuoto e inoltre poiché ogni catena C' := {I,},., in ¥ ha
un maggiorante (I := |J__, I..), per il Lemma di Zorn, esiste un elemento
massimale P € X.

Dunque P non ¢ un ideale primo di R e percio esistono a, b € R — P tali che
ab € P. Siano J; := (P, a) e Jy := (P, ), questi contengono P quindi Jj,
Jy & 3.

Percio esistono F ed F; sottoinsiemi finiti di J; e Jy tali che \/(Fy) = +/(J1)

(Fg) = (Jg) Ma

VIide = I = = V)V (F) = (F) (F).

Notiamo che per ogni z € (F)) e per ogni y € (Fy), zy € P. Quindi

(Fl) (FQ) g P [SARV J1J2 \/ F1 FQ C \/_
D’altraparte P C Jy, Jo, quindi J;J, D P? e percid v/J1J; D VP2 = /P.

Dunque
VP =/ Iy = (F) (F)

Ma FiF; é un insieme finito, quindi P ¢ ¥ e cio é 'assurdo cercato.

aEA

Osserviamo che

Proposizione 43 Sia T un sopranello di un dominio di Prifer R. Allora
se lo spettro di R é northeriano allora anche lo spettro di T é noetheriano.

DIMOSTRAZIONE. Sia () un ideale primo di 7', allora per il Teorema 6
pag. 37, esiste un ideale primo P di R, tale che Q) = PT.
Ma poiché lo spettro di R ¢ noetheriano, P = v/J dove J & un ideale fini-
tamente generato, quindi PT = \/jT C \/j\/T C \/J_T C PT Percio
Q = PT = +/JT ¢ il radicale di un ideale finitamente generato, da cui la
tesi.

A questo punto possiamo caratterizzare i domini di Dedekind generalizzati.

Proposizione 44 Sia R un dominio. Allora le sequenti affermazioni sono
equivalenti:

(i) R ¢ un dominio di Dedekind generalizzato;

(ii) R é un dominio di Priifer fortemente discreto con spettro noetheriano.

DIMOSTRAZIONE. Segue in modo ovvio dal fatto che lo spettro di R ¢
noetheriano se e solo se R soddisfa la condizione della catena ascendente
sugli ideali primi e ogni ideale proprio ha un numero finito di ideali primi
minimali.
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Proposizione 45 Un sopranello T di un dominio di Dedekind generalizzato
R é un dominio di Dedekind generalizzato.

DIMOSTRAZIONE. Poiché R ¢ un dominio di Dedekind generalizzato, R
¢ un dominio di Priifer fortemente discreto e ha spettro noetheriano. Ma i
sopranelli di anelli di Priifer fortemente discreti continuano ad essere anelli
di Priifer fortemente discreti e inoltre se R ha spettro noetheriano, anche i
suoi sopranelli hanno spettro noetheriano e quindi si ha la tesi.

Il prossimo risultato evidenzia alcune proprieta degli ideali primi nei domini
di Dedekind generalizzati.

Proposizione 46 Sia D un dominio Dedekind generalizzato. Allora valgono
le sequenti proprieta

(1) Se M ¢ un ideale massimale di D, allora M é invertibile;
(2) Ogni ideale primo non nullo P di D ¢ divisoriale;

(3) Per ogni ideale primo P di D esiste un ideale I finitamente generato

contenuto in P, tale che per ogni ideale M massimale di D contenente
I, M D P;

(4) 1l prodotto finito di ideali primi non nulli e non massimali é divisoriale.

DIMOSTRAZIONE.

(1) Essendo D un dominio di Dedekind generalizzato, D ha lo spettro noethe-
riano, quindi esiste un ideale finitamente generato J tale he M =
VM = +/J, percio esiste un intero positivo k tale che

J=JDyND=M'DynD=MF

infatti /JDy = VJDy = M Dy, & massimale e dunque JDy; & M Dy
primario.

Inoltre poiché D ¢ fortemente discreto, M # M? e dunque M ¢é inver-
tibile.

(2) Poiché D ¢ un dominio di Dedekind generalizzto, lo spettro primo ¢
noetheriano, quindi esiste un ideale I finitamente generato tale che
P =+/I. Ma D ¢ un dominio di Priifer, quindi I & un ideale invertibile
e percio, per il Corollario 10 pag. 54, P ¢ divisoriale.
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(3) Poiché lo spettro primo di D & noetheriano, esiste un ideale I finitamente
generato tale che P = /I, quindi P D I.
Sia M un ideale massimale di D contenente I allora v/M D /I e quindi
M 2O P, da cui la tesi.

(4) Per prima cosa, mostriamo che P? ¢ divisoriale. Poiché per il punto (2),
I'enunciato ¢ verificato per P = P?, possiamo supporre P # P2,
Se P! # T (P), allora per il Corollario 11 pag. 56, P" ¢ divisoriale
per ogni intero positivo n e quindi P? ¢ divisoriale.
Se, invece P~! = T (P), allora posto Py = [ P, si ha

Dpn (ﬂ DMa) =P ' =T(P)=Dp,nN (ﬂ DMQ>

dove {M,} & l'insieme degli ideali massimali di D che non contengono
P. Per il punto (3), esiste un ideale I di D finitamente generato tale
che I C Pel € M, per ogni a. Quindi per la Proposizione 35 pag.
51, Dp, N ((YDum,) € Dp mentre Dp N ([ Dy, ) € Dp, dunque

DpN (ﬂ DMa> £ Dp, N (ﬂ DMa>

che ¢ una contraddizione, quindi nei domini di Dedekind generalizzati
non si puo verificare il caso in cui P! =T (P) e P # P2

E dunque conclusa la dimostrazione per P2. Dobbiamo ora verificare
il caso del prodotto di primi distinti. Consideriamo P{* P> ... Pt con
P; primi divisoriali distinti.

Senza perdita di generalita, possiamo assumere che P; siano a due
a due comassimali. Inoltre P? ¢ divisoriale per ogni i, quindi per

7

la Proposizione 40 pag. 56, P/ ¢ divisoriale per ogni i e dunque

Pl Py ... Pi» = (', P & divisoriale.
Poiché in un dominio di Dedekind ogni ideale ¢ invertibile, si ha il seguente
Corollario:
Corollario 13 Se R ¢ un dominio di Dedekind, allora R é un dominio di

Dedekind generalizzato.

Introducendo la nozione di quasi dominio di Dedekind, anello la cui lo-
calizzazione su ciascun ideale massimale ¢ un anello di valutazione discreta
di dimensione 1, si ha la seguente Proposizione:
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Proposizione 47 Per un dominio R, le sequenti affermazioni sono equiva-
lents:

(i) R é un dominio di Dedekind;
(ii) R ¢ un dominio di Dedekind generalizzato di dimensione 1;

(iii) R é un dominio di Dedekind generalizzato e un quasi dominio di Dedekind.

DIMOSTRAZIONE. (i)=-(ii) Segue dal Corollario 13 pag. 66.

(ii)=-(iii) Poiché R ¢ un dominio di Dedekind generalizzato, R ¢ un dominio
di Priifer fortemente discreto, quindi Rp € un anello di valutazione fortemente
discreto. Inoltre la dimensione di R ¢ 1, quindi per la Proposizione 24 pag.
33 si ha la tesi.

(ii)=-(i) Segue dal Teorema 37.2 [12] pag. 443.

4.2.1 Ideali traccia

In questa sezione, dopo aver definito il concetto di ‘traccia’ e di ‘ideale trac-
cia’, ci occupiamo di studiare alcune proprieta, dette proprieta della traccia
tramite le quali caratterizzeremo i domini di Dedekind generalizzati.

Definizione 31 In un dominio integro R, la traccia di un R-modulo uni-
tario M, denotata con 7 (M), ¢é l'ideale generato da

{f(m) | f € Hom (M, R) em € M}

Definizione 32 Un ideale I di un dominio integro R é un ideale traccia
o anche ideale forte se ¢ la traccia di un qualche R-modulo M.

Tramite le prossime Proposizioni, riusciremo a caratterizzare gli ideali trac-
cia.

Proposizione 48 Sia I un ideale frazionario di un dominio integro R, allora
T(I)=1I"".

DIMOSTRAZIONE. Assumiamo I # (0) e consideriamo f € Hom (I, R) e
a€l,a#0. Allora f(a)/a € I7'. Siabe I ede R— {0} tale che dI C R,
allora

fb)eRr

(f(a)) o flab) _ flab)d _ f(abd) _ f(b) Ad _
a ad ad ad

a
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quindi f (a) = (f (a)/a)a € [T7' e dunque 7 (I) C [T,
Per Daltra inclusione, consideriamo a € I, a # 0, u € I~ e 'applicazione

f:I—R
t — tu
allora f € Hom (I, R) e au = f (a) € 7 (I), da cui la tesi.
Proposizione 49 Sia R un dominio integro e M un R-modulo, allora
(M) = (r (M) : 7 (M))

DIMOSTRAZIONE. Sappiamo che 7 (M) ™" D (7 (M) : 7 (M)), quindi bas-
ta verificare l'altra inclusione.
Siawe (M) " esiaae (M), alloraa=>f;(m;) con f; € Hom (M, R)
e m; € M, quindi

ua = Z wf; (m;) € R.

Poiché f; € Hom (M, R), fi(m) € 7 (M) con m € M e quindi uf; (m) é un
elemento di 7 (M)~' 7 (M) C R dunque

ufi : M — R

m — uf; (m)

ed & un omomorfismo. Percio ua € 7 (M) e dunque poiché a € 7 (M),
we (r(M):7(M)) da cui la tesi.

Osservazione 8 Notiamo subito che da queste due proposizioni, ricaviamo
che se I ¢ un ideale frazionario di un dominio integro R, allora

(R:1I7Y) = (117" 117Y)

Utilizzando questi due risultati, possiamo dimostrare la seguente Propo-
sizione:

Proposizione 50 Sia [ un ideale di un dominio integro R. Allora sequenti
affermazioni sono equivalenti:

(1) I ¢ un ideale traccia;
(ii) Esiste un qualche ideale non nullo J di R tale che [ = J (R : J);
(i) (R:1)=({:1).
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DIMOSTRAZIONE. (i)=(ii) Poiché I ¢ un ideale traccia, esiste un R-
modulo M tale che 7 (M) = I. Ma per la Proposizione 48 pag. 67, 7 (M) =
MM, quindi I = MM~ = M (R : M) da cui la tesi.

(ii)=(iii) Dall’osservazione 8, (R:JJ™ ') = (JJ~':JJ™'), e poiché I =
J(R:J)=JJ Vsiha (R:1)=(I: ).

(iii)=(i) Poiché¢ (R:I) = (I :1), allora (R:I)I = (I :1)I = I, quindi
7(I) =1, da cui la tesi.

Corollario 14 Sia I un ideale di un dominio integro R. Allora sequenti
affermazioni sono equivalenti:

(1) I ¢ un ideale traccia;
(ii) 7 (1) = I;
(i) I=1(R:1).

DIMOSTRAZIONE. (i)=-(ii) Segue facilmente dalla dimostrazione della Propo-
sizione 50 pag. 68.

(ii)=(i) Ovvio.

(i)ye()r()=I<Il'=IsI(R:1)=1.

Definizione 33 Un dominio integro R soddisfa la proprieta della traccia
se ogni ideale traccia diverso da R é un ideale primo. In tal caso, R si chiama
un TP-dominio.

Come diretta conseguenza della definizione abbiamo il seguente risultato:

Proposizione 51 Per un dominio integro R, sono equivalenti le sequenti
affermazioni:

(i) R ¢ un TP-dominio;
(ii) I77' = R oppure II™' ¢ un ideale primo di R per ogni ideale I di R.

Osserviamo, quindi che tutti i domini di Dedekind sono TP-domini in quan-
to ogni ideale frazionario ¢ invertibile. Inoltre poiché anche gli anelli di
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valutazione sono TP-domini (cfr. [5], Proposizione 4.2.1 pag.72), si sono stu-
diate diverse condizioni legate alla proprieta della traccia. In particolare W.
Heinzer e 1. Papick (cfr. [15]), ne hanno fatto un grande uso introducendo il
concetto di ideale traccia e di dominio con la proprieta della traccia radicale.

Definizione 34 Si dice che un dominio integro R soddisfa la proprieta
della traccia radicale se ogni ideale traccia é radicale. In tal caso R si
chiama un RTP-dominio.

Nel caso di un dominio di Priifer che soddisfa I'ipotesi della catena ascendente
sugli ideali primi, si ha il seguente risultato (cfr. [9] Teorema 4 pag. 6):

Teorema 18 Per un dominio di Priifer R che soddisfa l'ipotesi della catena
ascendente sugli idealt primi, le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(i) R ¢é un RTP-dominio;

(ii) R ha spettro noetheriano.

Quindi, poiché un dominio di Priifer soddisfa la condizione della catena
ascendente sugli ideali primi, si ha il seguente Teorema:

Teorema 19 Per un dominio D, sono equivalenti le sequenti affermazioni:
(i) D é un dominio di Dedekind generalizzato;

(ii) D ¢é un dominio di Prifer fortemente discreto con la RTP-proprieta.

Percio un dominio di Dedekind generalizzato ¢ un RTP-dominio. Inoltre

Proposizione 52 Per un dominio di Dedekind generalizzato D, le sequenti
affermazioni sono equivalenti:

(i) J ¢é un ideale traccia;

(ii) J = Py... P, con P; ideali primi non nulli e non massimali di D.
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DIMOSTRAZIONE. (i)=-(ii) Poiché un dominio di Dedekind generalizzato
¢ un RTP-dominio, J = +/J, inoltre ogni ideale ha un numero finito di
ideali primi minimali, sia quindi J = P; ... P, con P; ideali primi minimali.
Supponiamo per assurdo che esista un ¢ tale che P; ¢ un ideale massimale di
D. A meno diriordinare i P;, possiamo supporre che P; sia l'ideale massimale.
Allora, per la Proposizione 46 pag. 65, questo € invertibile. Quindi essendo
J un ideale traccia, J = J(R:J) = P,...P,, che ¢ una contraddizione.
Quindi P; non possono essere massimali.

(ii)=(i) Segue dal Corollario 9 pag. 43.

Osservazione 9 Per la Proposizione 46 pag. 65, in un dominio di Dedekind
generalizzato ogni ideale traccia, essendo il prodotto di ideali primi non nulli
e non massimali, € un ideale divisoriale.

4.2.2 f-proprieta e fif-proprieta

Introduciamo in questa sezione la f-proprieta e fif-proprieta, proprieta di
separazione grazie alle quali si puo dare un’altra caratterizzazione dei domini
di Dedekind generalizzati.

Definizione 35 Si dice che R ¢ un dominio con la §-proprieta o anche
uno f-dominio se per ogni Ay, Ay sottoinsiemi distinti dell’insieme degli
tdeali masstmali di R, st ha

() Bu# () Ru

MeA, MeAs

Si dice, inoltre che R é un dominio con la §f-proprieta o anche uno -
dominio se ogni sopranello di R ha la §-proprieta.

Caratteriziamo gli g-domini di Priifer.

Proposizione 53 Per un dominio di Priifer R le sequenti affermazioni sono
equivalenti:

(i) R soddisfa la §-proprieta;

(ii) Per ogni ideale massimale M, di R, (YRy € Ra, dove M wvaria in
Maz(R)—{M.,};

(iii) Per ogni ideale massimale M di R, esiste un ideale I finitamente gene-
rato tale che M é l'unico ideale massimale di R contenente I.
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DIMOSTRAZIONE. (i)=-(ii) Supponiamo per assurdo che esista un ideale
massimale M, di R tale che (YRy; C Ryy,. Allora (Y Ry = ((VRa) N R,

che é la contraddizione cercata.

(ii)=(i) Siano A; e A, due sottoinsiemi distinti dell’insieme degli ideali mas-
simali di R, allora esiste M, € A; — Ay C Max (R) e dunque ﬂMeAQ Ry €
RMQ. Ma mM€A1 RM Q RMa € quindi nM€A2 RM 7& ﬂM€A1 RM

(ii)=(iii) Segue dalla Proposizione 36 pag. 52.

(iii)=-(i) Supponiamo che A; e A, siano due sottoinsiemi distinti dell’in-
sieme degli ideali massimali di R e che P € A; — A, allora esiste un ideale
finitamente generato tale che I C P e I € M per ogni M € A,. Quindi, per

la Proposizione 36 pag. 52, (y;en, Bar # Nasen, B

Proposizione 54 Se R un dominio di Priifer tale che ogni suo ideale mas-
simale M ¢ il radicale di un ideale finitamente generato I, allora R ha la
t-proprieta.

DIMOSTRAZIONE. Per la Proposizione 36 pag. 52, se P ¢ un ideale
primo non nullo di R e {M,} ¢ I'insieme degli ideali massimali di R che non
contengono P allora esiste un ideale I finitamente generato tale che I C P e
I & M, seesolose )Ry, £ Rp.

Consideriamo P = M, allora P = /I D I con I finitamente generato e
I & M, perché se per assurdo [ fosse contenuto in M,,, passando ai radicali
si otterrebbe M C M, che é una contraddizione.

Quindi ( Ry, € Rp e percid R soddisfa la §-proprieta per la Proposizione
53 paf. 71.

Osservazione 10 Se un dominio di Priifer ha spettro noetheriano per il Teo-
rema 17 pag. 63, ogni ideale massimale ¢ il radicale di un ideale finitamente
generato, quindi é uno f-dominio.

Corollario 15 Un dominio di Dedekind generalizzato R ha la §-proprieta.

Si possono caratterizzare gli §f-domini di Priifer nel modo seguente:

Proposizione 55 Per un dominio di Prifer R sono equivalenti le sequenti
affermazioni:

(1) Ogni ideale primo P di R é il radicale di un ideale finitamente generato;
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(ii) R ha spettro noetheriano;

(iii) R soddisfa la condizione della catena ascendente sugli ideali primi e
ciascun sopranello di R ha la §-proprieta;

(iv) R soddisfa la condizione della catena ascendente sugli ideali primi ed é
uno ff-dominio;

(V) R soddisfa la condizione della catena ascendente sugli ideali primi e ogni
ideale finitamente generato di R ha un numero finito di ideali primi
manimals.

DIMOSTRAZIONE. (i)<(ii) Segue dal Teorema 17 pag. 63.

(ii)=-(iii) Poiché R ha spettro noetheriano, R soddisfa la condizione della
catena ascendente sugli ideali primi. Inoltre per la Proposizione 43 pag.
64, ogni sopranello di R ha spettro noetheriano quindi da quanto detto
nell’Osservazione 10, R ha la f-proprieta.

(iii)< (iv) Ovvio.

(ii)=(v) Poiché R ha spettro noetheriano, R soddisfa la condizione della
catena ascendente sugli ideali primi e ogni ideale proprio ha un numero finito
di ideali primi minimali. Si ha dunque la tesi.

(iii)=(v) Segue dalla Proposizione 3 pag. 287 cfr. [13].
A questo punto possiamo caratterizzare i domini di Dedekind generalizzati:

Teorema 20 Sia R un dominio di Priifer e T un suo sopranello. Allora le
sequenti affermaziont sono equivalenti:

(i) R ¢ un dominio di Dedekind generalizzato;
(ii) Ogni ideale massimale di T' é invertibile;
(iii) R ¢ un dominio di Prifer fortemente discreto ed é uno §-dominio.

DIMOSTRAZIONE. (i)=-(ii) Segue dal fatto che un sopranello in un
dominio di Dedekind generalizzato ¢ un dominio di Dedekind generalizzato.

(ii)=-(iii) Per ogni ideale primo P di R, PRp ¢ massimale ¢ quindi inverti-
bile. Dunque P # P? e percio R ¢ un dominio di Priifer fortemente discreto.
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Inoltre poiché ogni ideale massimale M di T' ¢ invertibile per la Proposizione
54 pag. 72, T soddisfa la §-proprieta e quindi R é un ff-dominio.

(iii)=-(i) Poiché¢ R ¢ un dominio di Priifer fortemente discreto, soddisfa la
condizione della catena ascendente sugli ideali primi. Inoltre essendo R uno
ffi-dominio, ogni sopranello ha la f-proprieta. La tesi segue dalla Proposizione
ob pag. 72.

4.2.3 Anelli generalizzati di frazioni

Definizione 36 Un sistema moltiplicativo di ideali di un dominio R é
una famiglia non vuota F di ideali tali che se I, J sono elementi di F, allora
anche I.J ¢ un elemento di F.

Definizione 37 Un sistema moltiplicativo di ideali F ¢é detto sistema lo-
calizzante di R se:

(L1) F ¢ saturo, ovvero se I € F e J & un ideale di R tale che J 2 I, allora
JeF;

(L2) Sel e F eJ éun ideale di R tale che (J :gp xR) € F per ogni x € I,
allora J € F.

Assumiamo che tutti i sistemi localizzanti siano non banali, cioé che siano
non vuoti ed inoltre (0) ¢ F.

Definizione 38 Un sistema localizzante F ¢ un sistema moltiplicativo
finitamente generato (rispettivamente sistema moltiplicativo princi-
pale) se per ogni ideale I € F, esiste un ideale J € F finitamente generato
(rispettivamente principale), tale che J & contenuto in I.

Definizione 39 Se F ¢ un sistema moltiplicativo di ideali in un dominio R,
si dice che R :=J{(R: J) tale che J € F} ¢l anello generalizzato di
frazioni di R rispetto a F.

Notiamo che se S ¢ una parte moltiplicativa, allora F = {(s) | s € S} ¢ un
sistema moltiplicativo e Rr = Rg. Questo é il motivo per cui Rr é detto
anello generalizzato di frazioni.

Esempio 1 Vediamo alcuni sistemi localizzanti:
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(a) Sia R un dominio integro e T' un sopranello di R. L’insieme cosi definito
F(T):={I ]I ideale di R tale che IT =T}
é un sistema localizzante di R, infatti:

(L1) Si verifica immediatamente.

(L2) Abbiamo che T = (J:g 2R)T C (JT :r 2T) per ogni € I.
Quindi essendo T un anello, 1 € (JT :p 2T) da cui 2T C JT per
ogni x € I, dunque IT C JT. Ma, poiché I'T =T, JI' =T da
cui la tesi.

Notiamo subito che F (T) ¢ finitamente generato.

Non tutti i sistemi localizzanti sono finitamente generati:
(b) Sia V un anello di valutazione, consideriamo
F(P}):={I|IidealediV e P CIconP =P}
é un sistema localizzante, infatti:

(L1) Si verifica subito.

(L2) Abbiamo che (J :g xR) 2O P per ogni « € I se e solo se xP C J
per ogni z € I ovvero IP C J. Ma I € F(P?), quindi P* C J,
da cui la tesi.

Tuttavia F (P?) non ¢ un sistema localizzante finitamente generato,
perché se lo fosse, poiché P € F (P?), dovrebbe esistere un ideale
J C P finitamente generato tale che J € F (P?). Ma cio significherebbe
che J = P e, per il Lemma di Nakayama, cio contraddice il fatto che

P=P2cP#(0)

Si ¢ dimostrato (cfr. [8] Teorema 1.3) che in un dominio di Priifer un
sistema di ideali F & finitamente generato se e solo se F = F (Rz).

(c) Sia V un anello di valutazione, consideriamo
F(Pr):={l]|1idealediV e P C I}

¢ un sistema localizzante se e solo se P = P2

Infatti se F (P;) ¢ un sistema localizzante, poché P € F (Py), anche
P? € F(Pr) dacui P = P2 L’altra implicazione viene da quanto detto
in (b).
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(d) Sia R un dominio integro e P un ideale primo di R. L’insieme cosi
definito
F(P):={I|Iidealedi Rel < P}

é un sistema localizzante, infatti:

(L1) Si verifica banalmente.

(L2) Supponiamo per assurdo che J ¢ F (P), allora J C P e quindi
per ogni elemento o € (J : zR), axrR C J C P, per ogni = € I.
Ma poiché I € F(P), I £ P, quindi x ¢ P e dunque o € P. Ma
cio significa che (J : xR) C P che ¢ assurdo in quanto (J : zR) €
F(P).

Inoltre ¢ semplice verificare che Rrpy = Rp.

Vogliamo generalizzare quanto detto nell’Esempio 1 (d). Consideriamo i
seguenti risultati la cui dimostrazione ¢ una semplice verifica:

Lemma 4 L’intersezione di una famiglia di sistemi localizzanti di un dato
dominio integro, é un sistema localizzante.

Lemma 5 Se F' e F” sono due sistemi localizzanti tali che F' C F", allora
Rz C Rgn.

Abbiamo il seguente risultato:

Proposizione 56 Sia A un sottoinsieme non vuoto di ideali primi di un
dominio integro R e sia F := F (A) := (\pep F (P). Allora

(1) F é un sistema localizzante di R;

(2) Rr= ﬂPEA Rp.
DIMOSTRAZIONE.

(1) Poiché F (P) ¢ un sistema localizzante per ogni ideale primo P di R,
allora dal Lemma 4 anche F é un sistema localizzante.

(2) Essendo F C F(P) per ogni ideale primo P € A, dal Lemma 5 si ha
Ry C Rypy = Rp. Rimane da verificare I’altra inclusione.
Sia x € [\pep Rp, allora per ogni ideale primo P € A, esiste un
elemento s € R — P dipendente da P, tale che zs € R. Quindi
s € (R:gzR) e percid (R:gxzR) € P per ogni P € A e dunque
(R:roR) € (pep F (P) = F da cui v € Ry.
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Notiamo che (pcp F (P) = {1 | I ideale di R tale che I Z P per ogni P € A}
e inoltre Rr = (pcp Re = Usqp (R J).

Si ¢ dimostrato un risultato piu generale di quello della Proposizione 56:
se F = (NpeaFa con F, = {Fo | a € A} famiglia non vuota di sistemi
localizzanti di un dominio R, allora Rz = (,c4 Rz,

Possiamo ora caratterizzare i domini di Dedekind generalizzati.

Teorema 21 Per un dominio di Prifer R, le sequenti affermazioni sono
equivalenti:

(i) R ¢ un dominio di Dedekind generalizzato;
(ii) Cliascun sistema localizzante di ideali ¢ finitamente generato;

(iii) Per ciascun sistema localizzante di ideali F di R, F = F (Rg) =
{ICR|IRs=Rys}.

DIMOSTRAZIONE. (i)=-(iii) Per semplicita di notazione, poniamo 7' =
Rz. Poiché F(T) C F, per concludere la dimostrazione basta verificare
I’altra inclusione.

Supponiamo per assurdo che esista I € F tale che IT # T e sia M un ideale
massimale di T" tale che IT C M. Posto P := M N R € Spec(R), essendo
R un dominio di Dedekind generalizzato, esiste un ideale J di R finitamente
generato tale che P = v/.J. Inoltre poiché I C P e I € F, essendo F saturo,
PeF.
Per concludere basta mostrare che J € F, infatti in questo modo poiché
T:=Rr=U{(R:J) | JeF}, (R:J) CT e essendo J invertibile, 1 €
R=J(R:J)CJT C PT = M che ¢é assurdo.
Poiché P = /J, JT ¢ M-primario e poiché M # M?, per Teorema 12 pag.
47, JT = M™ = P"T per qualche intero positivo n.
Sia J := a1R+ ...+ a,R con a; € R, allora per ogni elemento x di P",
r=ay1+...+ayy, cony; € T. Sia I; € F tale che y;I; C R per ogni i = 1,
onesial:=1I...1, alloral € Fexl CJequindi I C (J:gzR) ed
essendo F saturo, (J :g xR) € F per ogni x € P". Ma P" € F e F é un
sistema localizzante, dunque J € F.

(iii) = (ii) Ovvio.
(ii)=-(i) Per ogni sottoinsieme A dell'insieme degli ideali primi di R, il sis-

tema localizzante F (A) ¢ finitamente generato, e quindi R ha spettro noethe-
riano (cfr. [8], Teorema 2.6).
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Dunque per concludere basta verificare che R sia un dominio di Priifer forte-
mente discreto, cioé che per ogni ideale primo P di R, P # P2.
Supponiamo per assurdo che P = P?, sia M un ideale massimale di R con-
tenente P, V := Ry, Q := PV e sia F*(Q) l'insieme degli ideali di V
contenenti Q; allora poiché Q@ = @Q?, per quando nell’Esempio 1 (c) a pag.
74, F* (Q) é un sistema localizzante di V' che non ¢ finitamente generato.
L’insieme di ideali F := {I C R | IV € F*(Q)} ¢ un sistema localizzante,
quindi ¢ finitamente generato. Dunque anche F* () é finitamente generato,
che ¢ assurdo.

Teorema 22 Sia R un dominio di Dedekind generalizzato e sia T := Rz,
un sopranello di R, con A un sottoinsieme non vuoto dell’insieme degli ideals
primi di R. Si hanno le sequenti proprieta:

(1) T é un dominio di Dedekind generalizzato;

(2) {PT} con P massimale in A, é linsieme degli ideali massimali di T .

DIMOSTRAZIONE.

(1) Segue dal fatto che T' ¢ un sopranello di un dominio di Dedekind gene-
ralizzato.

(2) F(A) = {I|I¢Z P perogni Pe A}, ma per il Teorema 21 pag. 77,
FA) ={ICR|IT=T}, quindi IT # T se e solo se esiste un
elemento P € A tale che I C P. Percio, per il Teorema 6 pag. 37,
Spec(T) = {QT | @ C P per qualche P € A}. Ma poiché lo spettro
di R ¢ noetheriano e A ¢ un sottoinsieme di Spec(R), gli ideali primi
soddisfano la condizione della catena ascendente e percido A ha elemeti
massimali. Quindi Max(T) = {PT | P é massimale in A}.

Notiamo che per la Proposizione 29 pag. 42, in un dominio di Priifer R se
J = Py...P, con P, ideali primi non nulli e non massimali, allora (J : J) =
(R:J). Sia A l'insieme degli ideali massimali di R che non contengono .J
con la notazione ora introdotta, abbiamo che

(JJ) :(R2J>:ﬁRpiﬂR_7:(A)

i=1
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4.2.4 Ideali divisoriali nei domini di Dedekind genera-
lizzati

In questa sezione, dopo aver definito il concetto di ‘ideale stabile’ e averne vis-
to le principali proprieta, caratterizziamo i domini di Dedekind generalizzati
per mezzo degli ideali divisoriali.

Definizione 40 Un ideale I di un anello commutativo unitario R si dice
stabile se ¢ invertibile in (I : I). Inoltre se ciascun ideale non nullo di R é
stabile, allora R é detto stabile.

Teorema 23 Per un dominio di Prifer R le sequenti affermazioni sono
equivalenti:

(i) R é un dominio di Dedekind generalizzato;
(ii) Ogni ideale primo non nullo di R ¢é stabile;

(iii) Ogni ideale primo non nullo di R ¢ divisoriale e ogni ideale divisoriale

di R ¢ stabile.

DIMOSTRAZIONE. (i)=-(iii) Poiché R ¢ un dominio di Dedekind genera-
lizzato, ogni ideale primo non nullo ¢ divisoriale, quindi per concludere basta
verificare che R sia stabile.

Sia I un ideale divisoriale, allora se I ¢ invertibile, (I : [) =1 (R:I)= R da
cui la tesi. Percio possiamo assumere I non invertibile.

Poiché H := I (R: 1) ¢é un ideale traccia, per la Proposizione 52 pag. 70,
H = P,... P, con P; primi non nulli e non massimali, inoltre essendo I ¢
divisoriale, (H : H) = (I : I) =();_; Rp, N Rx(x) con A che denota I'insieme
degli ideali massimali che non contengono H.

Posto T':= (H : H), T & un sopranello di R quindi ¢ un dominio di Dedekind
generalizzato, percid per il Teorema 22 pag. 78, P71 ¢ un ideale mas-
simale di 7', quindi ¢ invertibile in 7" per ogni ¢ = 1, ..., n. Dunque
H:=I1(R:I)= P, ...P,éinvertibile in T cioé I & invertibile in 7" quindi &
stabile.

(iii)=(ii) Ovvio.
(ii)=(i) Sia N un ideale massimale di un sopranello T di R e sia P := NNR,
allora poiché P ¢ un ideale primo di R, P ¢ stabile e quindi invertibile in

(P: P). Inoltre (P: P) C (PT: PT)= (N : N) quindi N = PT ¢ invertibi-
lein (N : N). Percio N ¢ invertibile in 7" perché se non fosse cosi, si avrebbe
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(N:N)=(T:N)=T che ¢ assurdo.
Dunque ciascun ideale massimale di T ¢ invertibile e percio, per la Propo-
sizione 20 pag. 73, R ¢ un dominio di Dedekind generalizzato.

Quindi ogni dominio di Priifer stabile ¢ un dominio di Dedekind generalizzato.
Inoltre poiché in un dominio di Dedekind generalizzato ogni ideale divisoriale
¢ stabile, si ha il seguente teorema:

Teorema 24 Sia R un dominio di Prifer in cui ogni ideale non nullo é
divisoriale, allora sono equivalenti le sequenti affermazioni:

(i) R ¢ stabile;
(ii) R é un dominio di Dedekind generalizzato.

Esempio 2 Esistono domini di Dedekind generalizzati che non sono stabili.
Sia R := Z+ XQI[X]] e poniamo P := XQ[[X]], allora essendo R della forma
D + XF[X] con F un campo, X un’indeterminata su F' e D un dominio di
Dedekind generalizzato, R ¢ un dominio di Dedekind generalizzato (cfr. [9]
Corollario 5 pag.8).

Ogni ideale di R é comparabile con P e gli ideali massimali di R sono tut-
ti del tipo pR con p intero primo. Consideriamo l'ideale I di R generato

dall’insieme .
{ (—) X con p intero primo}
p

poiché I non ¢ invertibile, I non & principale e (I : I) = R, dunque I non &
stabile.

Verifichimo che I non ¢é principale. Supponiamo per assurdo che lo sia, allora
questo é generato da un elemento f € I, quindi

f= (L>X—|—9X2
P1.--DPn

con z € Z, g € Q[X]] e p1, ..., pn primi distinti. Dunque per ogni intero p
si ha 1/pX = h,f per un opportuno h, € R.
Se h, = z, + g,X con z, € Z e g, € Q[[X]], allora

1 2pZ
P Pr---Pn

ma questo significa che p divide p; ...p, che é assurdo perché p # p;...p,.
Quindi I non ¢ principale.
Ci rimane da verificare che (I : I) = R. Per ogni intero primo p, abbiamo
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IR,z = (1/p) XR,r. Ora se ¢ ¢ un intero primo diverso da p, allora 1/q
¢ invertibile in Ryr e cosi (1/q) XR,p = XRyr C (1/p) XR,yp. Quindi [ &
localmente principale, percio

(I:1)= m {(IRygr : IR,R) | p intero primo} = ﬂ {R,r | p intero primo} = R.

Notiamo che l'ideale I non ¢ divisoriale, quindi I C P infatti ad esempio,
(1/p*) X € P — I, ed inoltre I, = P. Infatti, poiché I non ¢ invertibile, si
dimostra che I (R:I)=Pe (I,: 1,) =(P: P)=Q[X]] .

Essendo P divisoriale, I C I, C P, quindi

IQ[X]] = P = LQ[IX]| =1, (I, : I,) = I,

Con tutti gli strumenti fino ad ora raccolti, possiamo finalmente caratteriz-
zare i domini di Dedekind generalizzati tramite gli ideali divisoriali.

Teorema 25 Per un dominio R le sequenti affermazioni sono equivalenti:
(i) R é un dominio di Dedekind generalizzato;

(ii) R é un dominio di Prifer fortemente discreto e ogni prodotto finito di
tdeali primi non nulli e divisoriale;

(iii) R ¢ un dominio di Prifer e un ideale I di R ¢ divisoriale se e solo se
I=JQ:...Q, con J ideale frazionario invertibile e {Q;};_, collezione

non banale di ideali primi a due a due comassimali se n > 1.

DIMOSTRAZIONE. (i)=-(iii) Poich¢ R ¢ un dominio di Dedekind genera-
lizzato, R ¢ un dominio di Priifer.
Se I = JQ1...Q, con J ideale frazionario invertibile e {Q;}!_, collezione
non banale di ideali primi a due a due comassimali se n > 1, allora [ ¢ un
ideale divisoriale.
Supponiamo I un ideale divisoriale di R. Se I é invertibile, consideriamo un
ideale massimale M di R che, essendo R un dominio di Dedekind generaliz-
zato, é invertibile. In questo modo, I = JM con J = I (R: M) da cui la
tesi.
Possiamo quindi assumere [ non invertibile e consideriamo l'ideale traccia
H :=I(R:I). Notiamo che essendi I divisoriale, ({ : I) = (H : H). Poni-
amo T :=([:1)=(H:H).
Per I'Osservazione 9 pag. 71, H é divisoriale e dunque per il Teorema 23
pag. 79, H ¢ stabile e quindi ¢ invertibile in 7. Ma anche I ¢ divisoriale,
dunque invertibile in T'. Percio esistono Jp, .J5 ideali frazionari invertibili in
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R tali che H = J,T e I = J5T e quindi si ha la tesi ponendo I = JH con
J=(R:J)Js.

(iii)=(ii)Chiaramente ogni prodotto finito di ideali primi non nulli ¢ diviso-
riale, quindi rimane da verificare che R sia un dominio di Priifer fortemente
discreto.

Sia P un ideale primo di R, allora P é divisoriale. Notiamo che se P € un
ideale massimale di R allora P ¢ invertibile e quindi non idempotente, da cui
la tesi.

Possiamo dunque assumere P un ideale primo non massimale di R, allora
per il Corollario 9 pag. 43, (R: P) = (P : P).

Siape P—{0}esial :=p(R:P)=p(P:P). Poich¢ I ¢ divisoriale,
I = JQ:...Q,, con J invertibile e (); ideali primi comassimali se n > 1,
inoltre essendo I non invertibile, possiamo assumere (); non massimali per
ognii. Posto H :=Q...Qp,allora(R: P)=(P:P)=(:1)=(H:H)=
(R:H)equindi P=H =Qy...Q, = I[J ' =p(P:P)(R:J) ¢ stabile
dunque P # P2

(ii)=-(i) Per ogni ideale P primo non nullo di R, P" ¢ divisoriale con n > 0.
Inoltre poiché R ¢ un dominio di Priifer fortemente discreto, P # P? quindi
per il Teorema 15 pag. 56, (R: P) C T (P). Percio per il Teorema 11 pag.
46, P é stabile e dunque R ¢ un dominio di Dedekind generalizzato.
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