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Sintesi

Scopo di questa tesi è lo studio di metodi e l’implementazione di algoritmi

che rendano veloce la moltiplicazione fra interi molto grandi.

Quando ci sediamo di fronte ad un computer, per gioco o per lavoro,

diventa tutto più piacevole se ad esempio il caricamento di una pagina inter-

net o l’esecuzione di un programma è veloce; il risultato dell’operazione non

cambierebbe anche se dovessimo aspettare qualche secondo in più guardando

il monitor, ma di fatto tutto sarebbe più efficiente se accompagnato dalla

rapidità.

Veniamo alla moltiplicazione fra interi: quando si ha a che fare con numeri

di decine, migliaia o addirittura milioni di cifre decimali non è cos̀ı banale

operare con essi, ad esempio moltiplicarli, anche se in linea teorica il prodotto

in colonna che tutti conosciamo, il ‘metodo classico’, ci porterebbe dopo

settimane o forse anni di conti al risultato corretto.

Si sfruttano allora nuovi metodi per la moltiplicazione diversi da quello

classico che velocizzino l’operazione stessa.

Infatti, per moltiplicare due interi di n cifre ciascuno utilizzando il me-

todo classico sono necessarie al più O(n2) operazioni bit, mentre le strate-

gie che vedremo faranno scendere la complessità prima a O(n1.59) e poi a

O(n log n log log n) operazioni bit, ossia moltiplicheremo più velocemente.

Questa utilizzata è la notazione O-grande, introdotta da Paul Bachmann

nel 1894 e resa poi popolare da Edmund Landau negli anni seguenti.

Se f e g sono funzioni definite in N a valori in R, la formula f(n) =

O(g(n)) significa che esiste una costante C tale che |f(n)| ≤ C|g(n)| ∀n ∈

N, e quando in una formula troviamo O(g(n)) allora questo rappresenta una
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funzione f(n) che verifica l’eguaglianza scritta.

Seguendo [1, 2], in tutto il nostro studio lavoreremo con polinomi a coef-

ficienti in un anello commutativo unitario R. Adatteremo gli algoritmi per la

moltiplicazione polinomiale alla moltiplicazione di numeri interi utilizzando

polinomi a coefficienti interi.

Pertanto nella discussione degli algoritmi e nell’analisi della loro comples-

sità dovremo specificare se parliamo di operazioni bit o di operazioni eseguite

nell’anello, nozioni definite dettagliatamente in [15].

Dato un numero intero di n cifre decimali c1c2 · · · cn, dove ci indica l’i-

esima cifra, e pertanto 0 ≤ ci < 10, possiamo associargli il polinomio di grado

n− 1 il cui coefficiente del termine di grado i è cn−i.

Viceversa, dato un polinomio f(x) di grado n − 1, l’intero di n cifre ad

esso associato è f(10).

Se n e m sono due interi con lo stesso numero di cifre, il nostro scopo

è moltiplicarli velocemente. Consideriamo i polinomi f(x) e g(x) ad essi

associati, applichiamo a questi uno dei metodi per la moltiplicazione veloce

ottenendo il polinomio prodotto h(x) = f(x)g(x) di grado deg(h) = deg(f)+

deg(g), e da qui n ·m = h(10).

Come vedremo in 1.3, calcolare h(10) può essere tutt’altro che banale, ad

esempio se il suo grado è 220.

Sfruttiamo allora un procedimento basato sulle divisioni con il resto per

10 (o per 10k se lavoriamo in base 10k) che permette di ricostruire l’intero

associato al polinomio, e che riassumiamo nel seguente algoritmo:

� Input : Il polinomio f =
∑

0≤i<n fix
i ∈ Z[x]

� Output : L’intero m associato al polinomio
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1. IF n = 1 RETURN m = f0

2. FOR 0 ≤ i < n− 1 DO fi+1 = fi+1 + fi/10, fi = fi%10�

3. RETURN m = fn−1fn−2 . . . f1f0

Il primo metodo analizzato per la moltiplicazione polinomiale è quello

classico, il meno efficiente ma il più intuitivo.

Tale metodo ha complessità quadratica, ossia saranno necessarie al più

O(n2) operazioni nell’anello per moltiplicare due polinomi di grado minore

di n.

Analizzeremo l’implemetazione in Linguaggio C di due strategie per mol-

tiplicare polinomi a coefficienti interi in senso classico e li confronteremo sulla

base dei programmi sviluppati, i Programmi A.1 e A.2.

Tutti gli algoritmi sono stati scritti in Linguaggio C, compilati ed eseguiti

su un Notebook PC Asus CDC, processore Pentium 4, CPU 2.80 GHz, RAM

512 MB, HD 60 GB, sistema operativo Windows XP Home Edition, sempre

alimentato a corrente e mai a batteria. É chiaro che compilando ed eseguendo

gli stessi programmi su un computer con processore e memoria differenti si

ottengono risultati diversi da quelli registrati.

Riportiamo un grafico per ogni metodo in cui riassumiamo tali risultati;

in questo, come nei successivi grafici, in ascissa è il grado di ciascuno dei due

polinomi da moltiplicare, che è la potenza di 2, 2i con i = 15, 16, 17, 18, 19, 20,

mentre nelle ordinate è il numero di secondi che il programma ha impiegato

(o impiegherebbe) per la moltiplicazione.

�Con la notazione a/b si intende il quoziente nella divisione di a per b e con la notazione

a%b si intende il resto.
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I dati riportati sul primo metodo non sono stati effettivamente cronome-

trati ma calcolati stimando il numero di secondi necessario per eseguire una

singola operazione, come spiegato nel dettaglio in 1.4.

I polinomi sono stati costruiti in maniera random, lavorando in base 100

e generando in modo casuale tra 0 e 99 ciascuno dei coefficienti. Il tempo

impiegato da questa operazione non è stato considerato.

Diciamo inoltre che ogni programma, tranne il Programma A.1, è stato

eseguito per 10 volte, e il numero di secondi riportato nel grafico è una media

dei tempi registrati nelle 10 esecuzioni.

Figura 1: Primo Metodo per la Moltiplicazione in Senso Classico

Il secondo metodo, il Programma A.2, è molto più veloce del primo, e

la differenza principale sta nel fatto che nel primo programma sono stati
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concatenati 3 cicli for per il calcolo dei coefficienti del polinomio prodotto,

mentre nel secondo programma solamente due.

Un’analisi più dettagliata è data in 1.4.

Figura 2: Secondo Metodo per la Moltiplicazione in Senso Classico

Nel Capitolo 2 basandoci su [1, 2, 3, 33] descriviamo l’algoritmo ricorsivo

di Karatsuba, primo innovativo metodo che lavora su polinomi a coefficienti

in un anello il cui grado è una potenza di 2 e fa scendere il costo della

moltiplicazione a O(n1.59) operazioni nell’anello.

Per capire l’idea alla base di questo metodo basta osservare che, per

esempio, moltiplicare

(ax + b)(cx + d) = acx2 + (ad + bc)x + bd
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richiede quattro moltiplicazioni ac, ad, bc, bd e una addizione ad + bc, ma si

può ottenere più velocemente lo stesso risultato. Infatti se si calcolano ac, bd

e u = (a + b)(c + d), allora ad + bc = u− ac− bd e sono state necessarie tre

moltiplicazioni e quattro fra addizioni e sottrazioni.

In questo modo sembra che il numero delle operazioni sia aumentato a

sette, ma osservando che l’addizione e la sottrazione sono più veloci della mol-

tiplicazione e applicando ricorsivamente questo procedimento si diminuisce il

tempo totale necessario per la moltiplicazione di partenza dei due polinomi.

Vediamo l’algoritmo associato a tale metodo:

� Input: f, g ∈ R[x] di grado minore di n, n potenza di 2

� Output: fg ∈ R[x]

1. IF n = 1 RETURN f · g ∈ R

2. f = F1x
n/2 + F0 e g = G1x

n/2 + G0 con F0, F1, G0, G1 ∈ R[x]

di grado minore di n/2

3. Applica ricorsivamente lo stesso metodo per calcolare i

prodotti F0G0, F1G1, (F0 + F1)(G0 + G1)

4. RETURN

F1G1x
n + ((F0 + F1)(G0 + G1)− F0G0 − F1G1)x

n/2 + F0G0

Teorema 2.2.2. Sia n una potenza di 2. L’algoritmo di Karatsuba per la

moltiplicazione di polinomi di grado minore di n su un anello può essere fatto

con al più 9nlog 3 o O(n1.59) operazioni dell’anello.
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Teorema 2.2.3. Sia n una potenza di 2. Utilizzando l’algortimo di Kara-

tsuba, la moltiplicazione di interi di al più n cifre può essere fatta con al più

O(n1.59) operazioni bit.

I risultati ottenuti con l’implementazione in Linguaggio C di tale meto-

do (decisamente più veloce dei due precedenti) sono riportati nel seguente

grafico:

Figura 2.3: Moltiplicazione con il Metodo di Karatsuba in Linguaggio C

Confrontiamo quanto ottenuto con il metodo di Karatsuba implementato

in Linguaggio C con il tempo utilizzato da GP/PARI CALCULATOR Ver-

sione 2.2.8, un software che nei suoi programmi sorgenti implementa proprio

questo stesso algoritmo per la moltiplicazione.
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Anche in PARI gli interi da moltiplicare sono stati generati in maniera

casuale, e sono stati registrati i tempi medi ottenuti con 10 esecuzioni.

Figura 2.4: Moltiplicazione in PARI GP

Osserviamo, ad esempio, che se n = 219, ossia se moltiplichiamo due

polinomi di grado minore di 219, il programma implementato in Linguaggio

C con il metodo di Karatsuba è circa 270 mila volte più veloce del programma

in Linguaggio C basato sul primo metodo classico, circa 6 volte più veloce

del programma in C sul secondo metodo classico, e circa 2 volte più veloce

dell’algoritmo di Karatsuba implementato nei sorgenti di PARI.

Nel Capitolo 3 introduciamo la Trasformata di Fourier Discreta (DFT )

e la sua efficiente implementazione, la trasformata di Fourier Veloce (FFT ).
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Daremo la nozione di Convoluzione Veloce, basata su FFT , a partire

dalla quale riusciremo a moltiplicare due polinomi a coefficienti in un anello

R di grado minore di n con al più O(n log n) operazioni in R.

Per far ciò sarà necessario che R contenga radici primitive n-esime del-

l’unità.

Il nostro studio fa riferimento a [1, 2, 4, 5, 6, 17].

Definizione 3.2.3. L’applicazione

DFTω : Rn −→ Rn

f 7−→
(
f(1), f(ω), f(ω2), . . . , f(ωn−1)

)
che associa al polinomio f il vettore il cui elemento di posto i è f(ωi−1) si

dice trasformata di Fourier discreta di f e si scrive DFTω(f).

Definizione 3.2.4. La Convoluzione di due polinomi f =
∑

0≤i<n fix
i e

g =
∑

0≤j<n gjx
j ∈ R[x] è il polinomio

h = f ∗n g =
∑

0≤k<n

hkx
k ∈ R[x]

dove

hk =
∑

i+j≡k mod n

figj per 0 ≤ k < n.

Sappiamo che un polinomio di grado m è univocamente determinato dal

valore che assume in m + 1 interi. Di conseguenza, per ottenere il prodotto

h(x) = f(x)g(x) di due polinomi f e g di grado n− 1, è sufficiente calcolare

h in 2n−1 punti distinti ωk, calcolando quindi f(ωk) ·g(ωk), e useremo FFT

per interpolare.

L’idea che sta alla base dei metodi di moltiplicazione di interi via FFT

consiste nello scegliere come punti ωk le radici complesse dell’unità.
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Descriviamo allora l’algoritmo che consente di calcolare DFT in un ge-

nerico anello R, come analizzato in 3.3:

� Input :

– n = 2k ∈ N con k ∈ N

– f =
∑

0≤i<n fix
i ∈ R[x]

– Le potenze 1, ω, ω2, . . . , ωn−1 di una radice primitiva

n-esima dell’unità ω ∈ R

� Output : DFTω(f) = (f(1), f(ω), . . . , f(ωn−1)) ∈ Rn

1. IF n = 1 RETURN f0

2. r0 =
∑

0≤j<n/2(fj + fj+n/2)x
j, r∗1 =

∑
0≤j<n/2(fj − fj+n/2)ω

jxj

3. Attraverso una chiamata ricorsiva calcola r0 e r∗1

nelle potenze di ω2

4. RETURN

(r0(1), r∗1(1), r0(ω
2), r∗1(ω

2), . . . , r0(ω
n−2), r∗1(ω

n−2))

Teorema 3.3.2. Sia n una potenza di 2 e ω ∈ R una radice primitiva n-

esima dell’unità. Allora l’algoritmo appena descritto calcola correttamente

DFTω usando al più n log n addizioni in R e al più n
2

log n moltiplicazioni

per una potenza di ω, per un totale di 3n
2

log n operazioni nell’anello.

In 3.4 studiamo l’algoritmo di Convoluzione Veloce che utilizza FFT per

calcolare il prodotto di due polinomi a coefficienti in R:
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� Input :

– n = 2k ∈ N con k ∈ N

– f, g ∈ R[x] di grado minore di n

– Una radice primitiva n-esima dell’unità ω ∈ R

� Output : f ∗ g ∈ R[x]

1. Calcola le potenze ω2, . . . , ωn−1

2. α = DFTω(f), β = DFTω(g)

3. γ = α · β (prodotto componente per componente)

4. RETURN DFT−1
ω (γ) = 1

n
DFTω−1(γ)

Teorema 3.4.2. Sia R un anello che supporta FFT , n = 2k per qualche k ∈

N. Allora la convoluzione in R[x]/ 〈xn − 1〉 coincide con la moltiplicazione di

polinomi f, g ∈ R[x] tali che deg(fg) < n e può essere fatta utilizzando al più

3n log n addizioni in R, al più 3
2
n log n + n− 2 moltiplicazioni per potenze di

ω, n moltiplicazioni in R e n divisioni per n, per un totale di 9
2
n log n+O(n)

operazioni nell’anello.

Corollario 3.4.2. Se R supporta FFT , allora i polinomi di grado minore di

n in R[x] possono essere moltiplicati con al più 18n log n + O(n) operazioni

in R.

Fino ad ora abbiamo descritto l’algoritmo di moltiplicazione utilizzando

la Trasformata di Fourier Veloce in un generico anello R e utilizzando ω ∈ R

radice dell’unità.
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Come vedremo in 3.4.1, per moltiplicare numeri interi, e dunque polinomi

a coefficienti interi, lavoreremo in C con radici complesse dell’unità, seguendo

l’idea di Xavier Gourdon e Pascal Sebah in [4].

Il programma che consente di moltiplicare polinomi a coefficienti interi,

il Programma B.4, è stato implementato in Linguaggio C++, perchè ques-

to mette a disposizione delle librerie che definiscono i numeri complessi e

permettono di operare con essi.

Tale programma mostra come questo metodo sia il più veloce tra quelli

implementati al computer per la moltiplicazione fra polinomi.

I numeri di secondi necessari per moltiplicare numeri a 2k cifre, k =

15, . . . , 20, sono riportati nel seguente grafico:

Figura 3.5: Moltiplicazione di polinomi a coefficienti interi via FFT
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Osserviamo che se i polinomi che moltiplichiamo hanno grado minore di

216 allora il programma in Linguaggio C basato sul metodo di Karatsuba è 2

volte più veloce del programma in Linguaggio C++ che implementa FFT ,

se hanno grado 217 il distacco è minore ma Karatsuba è ancora circa 1.3 volte

più veloce, mentre se i polinomi hanno grado 218 la situazione si capovolge e

il programma su FFT diventa circa 1.2 volte più veloce del programma su

Karatsuba.

La differenza nella velocità di esecuzione dei due pogrammi è evidente

per polinomi di grado 220: il programma su FFT è circa 3 volte più veloce

del programma su Karatsuba.

Nel Capitolo 4 basandoci su [1, 2, 4, 25], trattiamo solo da un punto di

vista teorico il metodo di Schönhage e Strassen, ancora basato sulla Tra-

sformata di Fourier Veloce e sul calcolo della Convoluzione Negaciclica, cos̀ı

come definita in [2].

Abbiamo visto nel Capitolo 3 che per moltiplicare polinomi a coefficienti

in un anello R di grado minore di n utilizzando il metodo basato su FFT , è

necessario che R sia tale da contenere radici primitive n-esime dell’unità.

L’idea di Schönhage e Strassen è superare questo ostacolo lavorando nel-

l’anello quoziente R[x]/ 〈xn + 1〉 in cui ω = x mod (xn + 1) è una radice

primitiva 2n-esima dell’unità.

In questo lavoro mostreremo che moltiplicare due polinomi il cui prodotto

ha grado al più n modulo xn +1 richiede al più O(n log n log log n) operazioni

nell’anello.

Illustriamo l’algoritmo associato:
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� Input: f, g ∈ R[x] di grado minore di n = 2k, con R anello

commutativo tale che 2 è una unità in R

� Output: h ∈ R[x] tale che fg ≡ h (mod xn + 1)

1. IF k ≤ 2 DO

� Calcola fg utilizzando il metodo classico o con

l’algoritmo di Karatsuba

� RETURN fg (mod xn + 1)

2. � m = 2bk/2c, t = n/m

� f ′, g′ ∈ R[x, y] con degx(f
′), degx(g

′) < m tali che

f = f ′(x, xm), g = g′(x, xm)

3. � D = R[x]/ 〈xn + 1〉

� IF t = 2m THEN η = x (mod x2m + 1) ELSE

η = x2 (mod x2m + 1)

(η è radice 2t-esima primitiva dell’unità)

� Siano f ∗ = f ′ (mod x2m + 1), g∗ = g′ (mod x2m + 1)

� Calcola h∗ ∈ D[y] con l’algoritmo di Convoluzione

Veloce con ω = η2, in modo che f ∗(ηy)g∗(ηy) ≡ h∗(ηy)

(mod yt − 1) utilizzando ricorsivamente

l’algoritmo di convoluzione negaciclica per le

moltiplicazioni in D
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4. � Sia h′ ∈ R[x, y] con degx(h
′) < 2m tale che h∗ ≡ h′ (mod x2m+

1)

� h = h′(x, xm) (mod xn + 1)

5. RETURN h

Teorema 4.1.2. L’algoritmo descritto calcola la Convoluzione Negaciclica

Veloce usando al più 9
2
n log n log log n + O(n log n) operazioni in R.

Riassumiamo nella seguente tabella la complessità degli algortimi studiati

e applicati alla moltiplicazione di interi con meno di n cifre, con n potenza

di 2:

Metodo Complessità

Classico 2n2

Karatsuba O(n1.59)

FFT O(n log n(log log n)2)

Schönhage e Strassen basato su FFT O(n log n log log n)

Tabella 4.1: Algoritmi per la moltiplicazione veloce fra interi con meno di n

cifre e loro complessità

Alla luce di quanto studiato ci chiediamo: si riuscirà a costruire un

algoritmo per la moltiplicazione di interi di complessità lineare?

Concludiamo il nostro lavoro con due Appendici; nella prima riportiamo

una breve storia del Calcolo Automatico in cui rivediamo le invenzioni e

le idee che passo dopo passo hanno portato ai moderni computer ([7, 8, 9,

10, 11, 12, 13, 14]), e nella seconda trascriviamo i sorgenti dei programmi

sviluppati.
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