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;G6V<@=@J���DE;R?Gn3F�p.F.?RH.J.:�M@M@JW.p	�P:�M@M[:�=@: .JI\E;cH#;c<@<@?R;rp.F8��:�=N<>?r<>JI�?rH.J#JVDEDE;Gn3JVF.J�
 ]���
M@J !RMJ�:�=@JVDE:�F�<O;c<@?BM[Js;Ip.F��\���7y�~*y ~G����y@�Gz �����2*.:Pp.FlDE:�<>?*H.?ZH.JCx	y�zWy�{}|'~g�*�r�t���
� �O������y�� ;' .6WJI��;GF.H)?36WJO�3M@:<#;G=>;�<O;GDB:�F�<>:}: � JVF���;GMJ��;c<O;H�c�);c6W6W: JWDBDE;Gn3JWF)J)H.:�6W6W:V��;�Y*JV<cT
H.:�n3=@;GH#;c<@:EH):�JS��?GF���J���?GD8�?3F.:�F�<@J`JW6 <@:�;c<@=@?.2957F #�p.:�MN<>?A��;GM@?lJ`H.p.:BDB:�<>?*H.JS�?3M.-
M@?3F.? :�M@M[:�=@:	��?3F.M[JWH.:�=>;c<@JK��?GD8.6V:�DB:�F�<O;c=@JjJWF =�;�<@<>JjJV6,Yc;GF�<O;cn3n3JW?hH.J�p)F$DE:�<>?*H.? H.J
M@?3n36VJs; !Q�2*.:LF.?3FI=[J��2*.JV:�H.:'JVF =+?3=[D ;Gq�JW?3F)J�;,.=@JV?3=@J*M@p.6V6�� JWDBD ;cn3JWF.: D ; 6V?}M[Yc;GF�<>;Gn3n3JV?
!8��?3M[<@JV<>p)JV<>?�H#;c6W6s;�DE;GF���;GF.q�;�H.JjJWF�=+?3=@DE;Gq�JV?3F.J�MJ#;Gq�Js;G6VJ�6W?4��;c6WJG�2*.:EJWF�Y3:<��:E6�� �@~g�*�
~*��� �O������y�� =+?3=@F)JWMJ��:�H.:�<[<O;Gn36VJs;c<>;GDB:�F�<>:c2��+��;G6V<@=>;:#;G=N<>:�6�� :�MN<>=@;Gq�JV?3F.:�H.:�6W6W:�=[:�n3JV?3F.J
F.:�6V6�� �@~g�*�P~*���7�O���/��y�� !R?G<[<>:�F*pf<O;Zn3=>;Gq�JW:r;Ip.F���?GF���;c<@:�F#;cDE:�F�<@?ZH.:�n36VJ	�@~g�*�������f��z%JW6
#*p.;G6W:QF.:6��:�M@M[JV<>;��2*.:�#�p.:�MN<>J M[Js;GF)?�5�:�F ��?GF.F.:�M[M@JG�:�=��2*��I=>;?�.=@:�M@:�F�<>;GF.?�JV635�?3=@H)?
H.:�6V6s;t=@:�n3JW?GF.:rM[<@:�M@M@;)2

��?3DB:RM@J�YG:�H.=JT JWF�M@:�n3p.J4<>?��#J9=[JWM@p)6V<O;�<>J�H.J�#�p.:�M[<@? DE:�<>?*H.?Z=@:�6s;c<@JVY*J9;GJ���?3F���J�H.J
.p.H.H.JVF.n�; F)?3F M@?GF.? M[?fH.H)JWM�=�;?��:�F�<@J H#;�#�p.:�M[<@?�.p.F�<>?�H)J%Y*JWMN<O;BDE:�F�<@=@:QJW6��\���7y�~*y
~G����y@�Gz ���(=@JW:�MJ��: ; :�MN<>=>;c=@=@:l=@:�n3JW?GF.JQ5�:�F ��?3F.F.:�M@M@: :h=[:�F.H.:lDB?36V<@?:.J�\ ;Gn3:�Y3?36V:
JW6 ��;G6I��?36V?ZH.:�6V6���;G=@:�;Z:QH.:�60�:�=@JVDE:�<>=[?BH):�6W6V:E��;�Y*JV<2TBH.:�nG=>;GH#;�<>:G21(S��;'�.6VJ���;cq�JW?GF.:rJWF�-
<>:�nG=>;c<>;lH.:�JjH.p.:E;G6Wn3?G=@JV<@DEJ%=@JV:�M���:E;GH\?gY�Y*Js;G=[:EM[Js;l;G6S.=[?�5.6W:�D ;�H.:�6W6W;�DE;GF���;GF.q�;
H.J JVF =+?3=@DE;Gq�JW?3F.JXMJ#;Gq�Js;G6VJ�6W?4��;G6VJ�F.:�6��\���7y�~*y�~G����y@�Gz �����2*.:I;8#*p):�6W6V? H.:�6W6W;BM���;G=[M>;
��?3F.F):�M@M[JW?3F):P<@=>;IJ&.J��):�6��2*.:RH.:�6VJWF.:�;GF.?IJ�5�?3=@H)J�H.:�6V6W:,��;�YfJ4<2TIF.:�69DE:�<>?*H.?IH.J |'~g�*�
�t��� �O������y��#2

�
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5tDE:�<>?*H.JLH.JLM[?3n36WJW; � <@=>;GDBJV<@:�#;G=@;GDE:�<>=[JLM[<O;�<>JWMN<>JI��JL:�6���;GF#;G6VJWM[J�H.:�6W6�� JWMN<>?3nG=>;GDBD ;��
JWF.H.J4Y*JWH.p#;cF.? p.F#; M[?3n36VJs;E?c<@<>JVD ;c6W:E�:�=,5.JVF#;G=@JVq�q�;G=@:Q6�� JWDBD ;GnGJWF.:rJVF DE?*H.?��2*):In36WJ
?3n3n3:�<@<>JG=@JWM@;G6V<@JWF.?�JWFRF.:�=[?UM[pQp)F.?UM.=+?3F.H.? 5.JW;GF���?)2{(�; )=@?4��:�H)p.=>;CH.J3:�M[<>=@;Gq�JV?3F.:jH.:�6W6W:
��;�Y*JV<2T�H.:�n3=>;cH#;c<>:IJVF JWDBD ;GnGJWF.J�;	��?G6W?3=[J��"#�p.J�.=@?��?3MN<O; ��M[JS5#;GM@;�M[p\p)F#; <>:6��F.J���;
H.J ��;G6I��?36V?BH):�6W6W;BM[?3n36VJs;I?G<@<@JWDE;G6W:��:�=U6W;%5)JWF#;G=[JWq�q�;Gq�JW?3F.:R:PM@J�M[Y*JV6Wp��.;E;c<[<>=@;gYG:�=[M@?
M@p��<��:�M[M@J4Y3:tDE;GF.JI�?36W;Gq�JV?3F.J#H.:�6W6V:rJWDBD ;GnGJWF.JbJWF)JWq�JW;G6WJ A

•
e����%��������_��+����� ���*�/�+�h�/&i&\!. ��/�%�j�%�*�'a3!#��!#���'�%��a3�����b"�l����	

•
	I���%!.��+����!.���+�����

D p.:�MN<>? DE:�<>?*H.? !�JW6Y.J�\$M[:�D9.6WJI��: :�JV6K.JI\$p.M>;c<@?R�:�=I6s; M@:�n3DB:�F�<O;Gq�JW?3F):
H.JXp)F&��JVDEDE;Gn3JVF.:LJWF8��p.J�M@J�H.:�YG?3F.?IJVF.H.JVY*JVH.p#;G=[:U?3nGn3:�<[<>J���=+?G=@DB:}?uMN<>=[p)<@<@p.=@:c2
mfJs;

f(x, y)
6�� JWDBD ;cn3JWF.:PJWF)JWq�JW;G6W:u:EM[Js;

g(x, y)
6�� JWDBDE;Gn3JWF):u?G<[<>:�F�p)<>;hH.?'�?

6s;�5.JWF#;c=@JWq�q�;Gq�JW?3F):'�%;G6W6V?3=>;�6�� :6#�p#;cq�JW?GF.: H.:�6W6O��?��:�=@;c<>?G=@:BM@?3n36VJs;�! H#;�<O; H#;c6W6s;
M@:�n3p.:�F�<@:/=+?3=[Dtp.6s;.A

g(x, y) =















0 f(x, y) < T

1 f(x, y) ≥ T

H.?gY3:Z8 !IJW6�Yc;G6V?3=@:QH.J�M[?3n36WJW;���;c6���?G6s;c<@? M@:<��?3F)H.?h6O�T;c6Wn3?3=[JV<@DE?ZH.:�MJ��=[JV<[<>?�F.:�6
#;G=@;Gn3=>;H=+?Z])2V1G2V132

• 
 !.�`�*�/�+����!.���+����� �h- �%�������+!

�}?��? 6s;A5.JVF#;G=[JWq�q�;Gq�JV?3F.:�!�MN<O;c<>; ��?3MN<>=[p.JV<>; p.F&� JWDBD ;GnGJWF.:BF.?3F H.:
>#F.JV<@JVYc; Z
6s;	.=[:�M@:�F.q�;hH.J�.J �f:�6`JVM@?36W;c<>J ?hH.JS)J��6��?36W:B;G=[:�:ZF.?3F\=@JV6W:�Yc;GF�<@J�F.:�6V6W?�M[<@p.H.JV?
H.:�6`H):�n3=@;GH.?��&*.; =@:�M[?hF):6��:�M@M@;G=@JV?lp)F p)6V<>:�=@JV?3=@:tJVF�<>:�=NY3:�F�<@?hM[p.6W6V:tJWDBDE;Gn3JWF)J
5.JWF.;G=@JV:G2*mfJ1!UMN<O;'5)JW6WJ4<>?RJWF9��JW;GMJ��p.F#;uJVDEDE;Gn3JVF.:'p.FEF�p.DE:�=@?tDBJWF)JWDB?rH.JW.J �f:�6

o



H.J4��p.J*p.F&��;G=@:�;}H.:<5�5#; :�M[M@:�=@:F��?3M[<@JV<>p)JV<O; �:�= :�M@M[:�=@:Q��?3F.M[JWH.:�=>;c<>;Uq�?GF#;}H.:�n3=>;H-
H#;c<>;)2�mf?GF.? M[<>;c<>:Q#�p.JVF.H.J*:�6VJWDBJWF#;c<@:`<>p)<[<>:'6V:';G=[:�:C;�Y3:�F�<@J#;GD9.JW:�q�q�;}JWF =+:�=@JV?3=@:
;G6W6V?�� �To���H.:�6	H.:�nG=>;GH.?A��?3D9.6W:�M@M[JVY3?h<>=@?gYc;c<@? H.?��? 6s;�5.JWF#;c=@JWq�q�;Gq�JW?3F):EJVF
?3n3F.J9JVDEDE;Gn3JVF.:G2���:�=V�?G<@:�=C:<;�:�<[<>p#;G=[:/#�p.:�M[<>;�.p.6VJWq�JW; �)6O��JVDEDE;Gn3JVF.: !PMN<O;c<>;
.=@:<��:�H.:�F�<>:�DE:�F�<>: 6W;'5�:�6s;c<>;�A3;cHB?Gn3F.J@��?GD8�?3F.:�F�<@: ��?3F.F):�M@M@;uH.:�6W6�� JWDBDE;Gn3JWF):
5.JWF.;G=@JW;+!RM[<O;�<>?B;GM@M[:�n3F.;c<>?Bp.F�JWF�<>:�=@?%�?3M@J4<>JVYG?I:RJ&.J �f:�6"=+?3=@DE;GF�<>JX6s;tM[<@:�M[M>;
;G=@:�;M*.;GF.F.?(;GM@M[p.F�<>?iJV6�Yc;G6W?3=[:l;GM@M[:�n3F#;�<>?\;G6W6W; =[:�n3JV?3F.:�H.JC;' #;G=[<@:�F.:�F.q�;f2
�U:�6W6�� JWDBDE;Gn3JWF):L6s;'5�:�6W;c<O;uM[J&�?3M@M[?3F.?%��;G6I��?36W;G=@:U6W: H)JWDB:�F.M[JW?3F.J�H.J�?3nGF.J�;G=[:�; �
��?3F�<>;GF.H.?PJW6.F�p.DB:�=[?RH.J@.J �f:�6b;gYG:�F�<>Jb6W; M[<>:�M@M@;Ez ������z1�2*.:UJVF.H.J4YfJVH.p#;}6O�T;c=@:�;rH.J
;'�#;c=[<>:�F.:�F)q�;)2�mf:�n3p.: #*p)JWF.H.J96O��:�6WJVDEJVF#;Gq�JV?3F.:CH.:�J0)J �f:�69JVM@?36W;c<>J�:PH):�6W6V:rq�?3F):
;�Y3:�F�<@J#;GD9.JW:�q�q�;UJWF =+:�=@JW?G=@:	;GHIp.FtYc;G6W?G=@:�.=@:�M[<O;?5.JW6VJV<>? ��pf<>JW6VJWq�q�;GF.H)?Up.F.;,.=@??-
��:�H.p.=>; H)J�.p.6VJWq�Js;)2bK}6�<>:�=@DBJWF.:QH.:�6V6�� :�M[:6��p)q�JW?GF.:tH.:�6W6s;9.=@?4��:�H.p.=@; �XJV6�Yc;G6V?3=@:
H.Jb?3n3F.JW.p)F�<@?tJWFBp.F#; ��?3D9�?3F.:�F�<@:V��;GF���:�6W6W;c<O; !��?3MN<>?Pp.n3p#;G6V:};�� ��DB:�F�<>=[:
6W:R;G=[:�:RF.?3Fl:�6VJWDBJWF#;�<>: M@?3F.?9�?3M[<@:Pp)n3p#;G6VJ9;GH 132

• �
_����!)��������� ���*�'a3�����g�b����

57F$#�p.:�MN<>?,.;GM@M@;Gn3n3JV?};�Y�Y*JW:�F):�6s;CMJ��;GF.M[JW?3F.:	H.:�6V6�� JWDBD ;cn3JWF.:�6s;'5�:�6W;c<O;L:�.p.6VJV<O;
�:�=rJWF.H)JVY*JWH.p.;G=@:QJG.J �f:�6 =>;?�.=@:�M@:�F�<>;GF�<>JjJW635�?G=@H.?�H.:�6W6W;���;�Y*JV<cT :���;G6I��?36W;G=@:
JW6&�:�=[JWDB:�<@=@?IH.:�6W6W:}q�?3F.:PH.J�H):�n3=@;GH.?.2

•

�&i&(!. ����%�h_������g���"��a3! c��_��%�+��!#���g�

��:�= ?Gn3F.J�JVDEDE;Gn3JVF.:};���?36W?3=[J��4!rM[<>;c<O;���?GM[<>=[p.JV<>;tp.F#;ZF�p.?gYG;IJVDEDE;Gn3JVF.:UM[JWF�-
<>:�<>J���;(?G<[<>:�F�p)<>;iM@?gY*=>;' �?3F):�F.H.? ��<>=@;GDEJ4<>:�K,� � :��rA 6V?3n3JI��?��j6W:m��;�Y*JV<cT
H.:�nG=>;GH#;�<>:h<@=@?gYc;c<>:lF.:�JUM[JWF.n3?G6WJF��;GF#;G6VJ�2�(9:hq�?3F.:m��?3Dtp)F.J}; <>pf<@<>J J ��;GF.;G6WJ
M@?3F)? M[<>;c<>:E=>;' .=@:�M@:�F�<>;c<>: JVF ����"� ;GF��2*.:EM@:���?3=@=[JWM��?3F)H.?3F.?h;G6W6W; <>=@JI.6W:�<�-
<O;

(R, G, B) = (255, 255, 255)
?3M[M@Js; ;G6 ���+!#��a3� 2"(%;EM@?gY*=>;'��?3M[JWq�JV?3F.:tH):�J

	



��?36V?3=@JW.=[JWDE;G=@J)H@TQJVF =�;c<@<@Jb?3=@JVn3JWF.:C;c615)Js;GF���?u:UF.?3F ;c6�F):�=@?+�2*.:���?3=@=[JWMJ�?3F.H):
JWF�Y3:<��:Q;G6W6W;u<>=[J�.6V:�<@<>;

(R, G, B) = (0, 0, 0)
DE;I<>;G6W:rM���:�6V<O;Z=@:�F.H.: .J�\���?3D%-

.=@:�F.M@JI5.JW6VJ#:UJVDEDB:�H)Js;c<>;GDE:�F�<>:'JVF�<@:�=�.=@:�<O;'5.JV6WJ.6V:CJWDBD ;GnGJWF.J*H.Jb?3p)<J.p)<�2fmf?GF.?
M[<>;c<>:tY*JWM[p#;G6VJWq�q�;c<>:u;GF��2*.:I6V:tq�?GF.:IJWF ��p.J�M[J�M@?gY*=>;' �?3F)n3?3F.?�M@?G6W?�S���;GF#;G6VJBA
JW6 ��;GF.;G6W:iH):�6u=[?3M@M[? .J�\ JV6/��;GF#;G6V:iH.:�6QY3:�=@H.: H@T JV6/��?36W?G=@:  ��+!#����� ?3M[M@JW;

(R, G, B) = (255, 255, 0)
Z�JV6F��;GF.;G6W:�H.:�6L=@?3M[M@? .J�\ JW6K��;GF#;c6W:�H.:�6Q5.6Wp H@T

JW6 &(!. b�*���g! ��?3=[=@JWM��?GF.H.:�F�<@: ;
(R, G, B) = (255, 0, 255)

Z`JW6 ��;GF#;G6V:hH.:�6
Y3:�=@H.:�)J�\(JV6���;GF#;c6W:BH.:�6�5.6Wp\H@ThJV6 a���!.�%� ��JV?�!

(R, G, B) = (0, 255, 255)
2

�U?3FEM@?3F)?uM[<>;c<>: Y*JWM@p.;G6WJVq�q�;�<>:C6W:Cq�?GF.:}JVF8��p.JW��?3D9#;G=[JVYc;PJV6#H.:�nG=>;GH.?Q=@:�6s;c<@JVY3?
;hp.F(M@?36V?m��;GF#;G6V:G20�U:�6W6�� JWDBDE;Gn3JWF):/>#F#;c6W:%#�p.JWF.H)J	6V:Eq�?3F.:BF.:�=[: =>;?�.=@:�M@:�F�-
<O;GF)? 6���;G=[:�;%.J�\m.=@?'=+?GF.H#;EH):�6W6W;���;�Y*JV<2TBDE:�F�<>=@:QJ9<>=@:/��?36V?3=@J9M[?�.=@;E:�6V:�F���;c<>J
JWF.H)JVY*JWH.p.;GF.?Iq�?GF.:RH.J9H.:�nG=>;GH.?ZDB:�F.?ZH.:<.=@:�M@M[:G2

d�������� 
����%� �9�/�%�%!)��������� ���*�/�+! _��b ��/�+! �b���"�/&\!#���

(�?BMJ��?��?8!PJWF.H)JVY*JWH.p.;G=@: M[?36W?Zp.Fl?3n3nG:�<@<@?E?Zp.F.;E=@:�n3JW?GF.:rMJ��p.=>;BH.J9p.F&� JWDBD ;cn3JWF.:?�
��?3F p)F DB:�<>?*H.? �2*.: ;cH ?3n3F)J�J4<>:�=>;Gq�JW?3F.:LM[:�n3DB:�F�<@J�6O��?3nGn3:�<[<>?E.J�\EMJ��p.=@?��*6s;cMJ��JW;GF.H.?
6s;I=@:�n3JW?3F): .J�\�6Wp)DEJVF.?3M>;QF.:�6V6�� JWDBD ;GnGJWF.:CH.JVn3JV<>;G6W:UJWF.JVq�Js;c6W: 
 � � 
�o ��2

57FR#�p.:�MN<>?lDE?*H.? F)?3FR!IF.:6��:�M@M@;G=@JV?���?3F.?GMJ��:�=@:B;	.=@JV?3=@J%JW6�F�p.DE:�=@?�H.J�?Gn3n3:�<[<>J
H.:�6V6�� JWDBD ;GnGJWF.: �:�=CMJ��:�n36VJW:�=[:R;GH.:�n3p#;c<>;GDE:�F�<>:R6s;tM[?3n36WJW;)2

D p.J�H.J M[:�n3p.J4<>? M[J H.:�MJ��=@JVYG:I6���;G6WnG?3=@J4<>DB?B=[J���?3=@M[JVY3? p)<>JV6WJWq�q�;c<@? 
 � ��
 	 ���U�2*.:IM>;G=JT
;'�.6VJ���;�<>?Z;GH�?3n3F)J���;GF#;c6W:rH.J���?36W?3=[:G2

(�;RM@?3n36VJs; M[p.H.H.J4YfJVH.: 6�� JWDBD ;GnGJWF.:	JWFBH.p.: ��6s;cM@M@J
C0

:
C1

��?3nGn3:�<[<>?P:UM.=+?3F.H.?��`;G6
6WJVYG:�6V6W?ZH.J�n3=@JVn3JW?I<6��?GM@M@JW;

C0 = {0, 1, ..., t}
:

C1 = {t + 1, t + 2, ..., l − 1}
��H)?"YG:

l = 256
!UJW6bF�p.DE:�=@?QH.:�J�6WJ4Y3:�6V6WJ#H.J�n3=[JWn3JV?.2�mfJW;GF.?

σ2

W

�
σ2

B

:
σ2

T

=@JVMJ�:�<@<@JVYc;GDB:�F�<>:C6W;
YG;c=@Js;cF.q�;u=[:�M[JWH.p#; � � � ���*� � �@��z �����
	 �G{ ���G�X�O�E�
��6s;QYc;G=[Js;GF)q�;P<@=>;+��6s;GM[M@J,� ����� � �O��� �@��z �����
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	 �G{����G�X�O�E��:L6W;}YG;c=@Js;cF.q�;U<@?G<O;c6W:�� � y�� �Gz 	 �G{ ���G�X�O��� 23� F#;rM@?3n36VJs;}?c<@<>JVD ;c6W:�.p��r:�M[M@:�=@:
H.:�<@:�=@DBJWF.;c<O;IDBJWF.JVDEJVq�q�;cF.H.?up)F#;IH.:�6V6W:rM@:�n3p.:�F�<@J�=+p.F.q�JV?3F.J�H)J

t
A

λ =
σ2

B

σ2

W

η =
σ2

B

σ2

T

κ =
σ2

T

σ2

W

�}JW#*p):�M[<@: <@=@: =+p.F.q�JW?3F.J
η
! 6W; .J�\ZM[:�D9.6WJI��:G2���:�=���p)J�6W; M@?3nG6WJs; ?c<@<>JVD ;c6W:K! H.:
>#F.JV<>;

H#;�A

t = arg min
t∈G

η
��?3F

G = {0, 1, . . . , l − 1}
�N1��

H.?gY3:

σ2

T =
l−1
∑

i=0

(i − µT )2Pi µT =
l−1
∑

i=0

iPi

��S�

σ2

B = ω0ω1(µ1µ0)
2

�/] �

ω0 =

t
∑

i=0

Pi ω1 = 1 − ω0

� � �

µ1 =
µT − µt

1 − µ0

µ0 =
µt

ω0

��o�

µt =

t
∑

i=0

iPi Pi =
ni

n

� 	 �

H.?gY3:
ni

!IJW6�F�p.DB:�=[?�H.JG.J��):�6S��?3F 6VJVY3:�6W6V? H.J�n3=[JWn3JV?
i
:

n
!IJW6�F�p.DB:�=[?�<@?G<O;c6W:tH.J

.J �f:�69H):�6W6O��JVDEDE;Gn3JVF.:CH.:<>.F.JV<@?9��?3DB:
n =

∑l−1

i=0
ni

2)57F.?36V<@=@:
Pi

!P6W;$.=@?'5#;'5.JV6WJV<cTQH.J
?��<��?3=[=@:�F)q�;ZH.:�696VJVY3:�6W6V?tH.J9n3=[JWn3JV?

i
2

8%=@?gYc;c<O;Q6s;QM[?3n36VJs;Q?c<@<>JVD ;c6W:
t
F.:�6V6�� JWDBD ;cn3JWF.:�JWF.JVq�Js;c6W:'��6V:���6s;GM[M@J�H.J".=[?�5#;'5)JW6WJ4<2T

ω0

:
ω1

JWF.H.JI��;GF)?u6W: �?3=@q�JW?3F.J�H.J�;G=@:�;u?4�6��p #;c<O;tDB:�F�<@=@:
µ0

:
µ1

MN<>JWDE;GF.?PJX6VJVYG:�6W6VJ
DE:�H.J9H.J9n3=[JWn3JV?u=@:�6s;c<@JVYc;GDB:�F�<>: ;G6W6V:,��6W;GM@M[J

C0

:
C1

2

�



57F.?G6V<>=[:rM@J9H.:
>#F.JVMJ��: =�;c<[<>?3=[:rH.J9M@:<#;G=@;'5.JW6VJV<cT 
 � �

η = max
t∈G

η

�2*.:tM[<@JWDE;I6s;ZM@:6.;G=>;'5)JW6WJ4<2TIH.:�6W6W:E��6s;GM[M@J
C0

:
C1

H.:�6W6�� JWDBDE;Gn3JWF):V��JW?4!Q6W;95.JVDE?*H#;G6~-
JV<2TEH.:�6V6�� JWM[<@?3n3=@;GDEDE;)2#5760=�;c<@<@?3=@:tH)J�M@:<#;G=>;?5.JW6VJV<2T

η
!up.F#;�DEJVM@p.=@; JWF�Yc;G=[Js;GF�<>:/�:�=

<>=>;cM�=+?3=[D ;Gq�JW?3F)J ;��BF.J H.:�6V6s; MJ��;G6s; H)J�6WJ4Y3:�6V6WJ�H.J�nG=@JWnGJW?��1!Ip.F.J4Y3?4��;GDB:�F�<>:IH):�<>:�=@DBJ -
F#;c<O;ZF.:�6W6�� JWF�<@:�=[Yc;G6V6W?

0 ≤ η ≤ 1

:�H�!'p.nGp#;G6W:�; �,#�p#;GF.H)?r6�� JWDBD ;GnGJWF.:G*.; p.FtM@?G6W? 6VJVY3:�6W6V?UH.Jfn3=@JVn3JW? ��?3M[<>;GF�<>:LDB:�F�<>=[:
!Qp.nGp#;G6W:P;�1+#�p#;GF)H.?�*#;ZH.p.:QH.JWMN<>JVF�<@J�6WJ4Y3:�6W6WJXH.J9n3=@JVn3JW? � ��JV?�!E#�p#;GF)H.? 6O��JVDEDE;Gn3JVF.:
!E=�;?��JW6VDE:�F�<>: M[:6#;G=@;'5.JV6W:G2

KV�.6WJI��;GF)H.?R6s;rM@?3nG6WJs;
t
;G6W6O��JVM[<>?Gn3=>;GDBDE;UM@JbM[:6#;G=@;Q6W;R=[:�n3JV?3F.: .JI\8�2*.JW;G=>;rH#;c6W6s;

�?3=[q�JV?3F.:�H.JLJWDBDE;Gn3JWF):E=[JWDE;GF.:�F�<@:�:hM[pL#�p.:�M[< � p.64<>JWDE; M@JL=[J���;c6���?G6s;GF.? =@J���?3=@M[JVYc;H-
DE:�F�<@:

t
:

η
�@>#F��2*	�uJW6�.;G=>;GDB:�<@=@?ZH.J�M@:<#;G=@;'5.JW6VJV<cTtF.?3F =[JWM[p.6V<@J�D ;cn3n3JW?G=@: H.J � ����of2

57Ft<O;G6fDE?*H.?���;GHI?3nGF.JfJ4<>:�=>;Gq�JW?3F.:?�cM[J)M[p.H.H.J4YfJVH.:'6W;V#;G=N<>:'H)J)JWDBDE;Gn3JWF):S��?3F.M[JWH.:�=>;c<>;
JWF H)p.:V��6s;GM[M@J A*?Gn3n3:�<[<>?P:UM.=+?3F.H.?)2 (�;R=@J���?3=@M[JW?3F): !U=@JI�:�<>p)<>;E>#F �2*��}F.:�M@M[p.F�?3n3n3:�<@<@?
.p���.JI\h:�M@M[:�=@:uM@:�nGDE:�F�<>;c<>?)2"(S� p.F.JW?GF.:QH):�n36VJ9?3n3n3:�<@<>J�=[JW6W:�Yc;c<>J9;cH ?3n3F)J%J4<>:�=>;Gq�JW?3F.:
:P6W;��?3=[q�JV?3F.: H.J9M.=+?3F.H.?B=@JVD ;cF.:�F�<>:rM@;G=cTIJV6�=@JVM@p.64<O;c<@?+>#F#;G6V:E��JW?4!

fris = C0 ∪ C1 ∪ . . . ∪ fp

H.?gY3:
fp

!P6O��?Gn3n3:�<[<>?��2*.:P=@JVD ;cF.: H.?��?B;�Y3:�= M@:�n3DB:�F�<O;c<@?I<>p)<[<>J9n36VJ�;G64<>=@J/2
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F.:�J3��;GF#;c6WJ%AQXE7��bM@J�;?�.6WJI��;Z6W?3=[?EM[:6#;c=>;c<>;GDE:�F�<>:tJV6%M[:�n3p):�F�<>:I;c6Wn3?3=[JV<@DE?ZH.J%:�H.nG:
H.:�<@:6��<@JW?3F��:�=CJWDBD ;cn3JWF.J�;I6WJ4Y3:�6W6WJ�H.J9n3=[JWn3JV? 
�w �BA

•
e�&(���#���%�/�� AW��?GF�YG?36Wp)q�JW?GF.:uH.:�6W6O��JVDEDE;Gn3JVF.: n���?360>.6V<>=[? n�;cp.M@M[Js;GF.?	X � �"�����
�:�=C6WJWDBJV<>;G=@: JW6X=@p.DB?3=@:

•
� !#��a3���+�B�%�*�b b�!.���+�*���g�

∇G
p)<>JV6WJVq�q�;cF.H.?'6O�T;' .=@?3M[M@JVD ;Gq�JW?3F):`;G6W6V:�H.J ;X:�=@:�F4-

q�: >#F.J4<>:RH.:�6W6W:}H.:�=[JVYc;c<>: )=@JWDB:

•
^�&(-���������! ���*�� b�!.���+�*���g�

• � ��"�����+�����h�%�*�� b"!#�%���*���g�

• � �����O&\!	����&(!#��_��%-%-�"�*_�_��+���

• 
 ��"�*_��%���������� A�.=[?���:�H.p)=>;ZH.J�M@?Gn36WJW;$��?3FlJWMN<>:�=[:�M[J

�`J�\�JVF H.:�<@<O;cn36WJV?uM@JW;
G(x, y)

6O��?'�:�=>;c<@?3=@:UH.J�M@DB?*?G<c*.JVF.n�XR;Gp.M[M@JW;GF.?$5.JVH.JWDB:�F4-
M@JW?GF#;G6W: A

G(x, y) =
1

2πσ2
e−

x
2
+y

2

2σ2
��w�

��?3F
σ
MJ��:�64<>? H.;G6W6O��p)<@:�F�<>:RF.:�6W6O��JVF�<@:�=NYG;c6W6W?

(0, 1)
:QM[Js;

G � 6W;BH):�=@J4Yc;c<O;%.=@JVD ;IH.J3X
F.:�6V6s;tH.JV=@:�q�JW?3F): �

G � =
∂G

∂
� =

�
· ∇G

� ��

G � ! 6O��?'�:�=>;c<@?3=@:LH.J@��?3F�Y3?36Vp.q�JV?3F.:C: 6s;rH.JW=[:�q�JW?3F.: � H):�Y3:U:�M[M@:�=[:�#�p.:�6W6s; �:�=��:�F.H.J -
��?36W;G=@:r;c6W6�� :�H)n3:�.J��f:�6�2 D p.:�MN<O;IH.JV=@:�q�JW?3F): F.?3F	!rF.?c<O;I;$.=[JW?3=[J�DE;tM@:rF.: )p��IH#;G=[:
p.F#;$5.p.?GF#;IM[<>JVD ; 5#;GM@;c<O;tM[p.6W6W;QH.JV=@:�q�JW?3F): H.:�6V6W? �� ygy�� �*� �*�P�G{ ��~G�����#�FXI2 � M@M[Js;uM[:
n9!}6s;+=+p.F.q�JW?3F): JWF�<>:�F.M@J4<2TtH.:�6W6O��JVDEDE;Gn3JVF.:'�36W;uH.JV=@:�q�JW?3F): F.?3=[D ;G6V: ;G6�M@p.?%��?3F�<>?3=[F.?
!Q;?�.=@?GM@M@JVD ;�<O;tH#;�A

�
=

∇(G ∗ g)

|∇(G ∗ g)|

�/� �

1 �



Xr6WJ#:�H.n3: .J �f:�6�M@?GF.?uJW.p.F�<@JXH.JbDE;GM@M[JWDB?P6V?���;G6W:CF.:�6W6W;RH)JW=@:�q�JV?3F.: � H):�6W6O��?'�:�=>;H-
<>?3=[:

G � ��?3F�Y3?36Vp)<>?/��?3F 6O��JVDEDE;Gn3JVF.:,n.2 �}:�YG?3F.?$#�p.JVF.H.JbM@?*H.H.JVM�=�;G=[:U6W; ��?3F.H.JVq�JW?GF.: A

∂

∂
� G � ∗ g = 0

�N1 � �

�2*.:Q:<#�p.JVYc;G6V:R;Z=[J��2*.JV:�H.:�=@:E�2*.: A

∂2

∂
�

2
G ∗ g = 0

� 131��

��?3F.H)JWq�JV?3F.: �2*.:RY*JW:�F.:E�2*.Js;GDE;c<>;tF.?3F�- D ; �fJVD ;G6�M@p �.=@:�M@M[JW?3F�2
(S��;GD8)JW:�q�q�;tH.:�69n3=>;cH.JW:�F�<@:

|G � ∗ g| = |∇(G ∗ g)|
� 1"S�

��J}H�Tip.F#;iDBJWM@p)=>;\H):�6W6O�jJWD9�?3=N<O;GF)q�;\H):�6W6O��:�H.n3:c2K(S� JWF.M[:�=@JVDE:�F�<>?(H)J}p.F#;iH)?��.JW;
M@?3n36VJs;	��?GF(JWMN<>:�=@:�M[Jj:�6WJVDEJVF#; n36VJ�:�H.nG:��?���?hM[JWn3F.J >@��;�<>JVY*J�:BH@T�6Wp.?Gn3? ;c6`=@JWM[p.6V<>;c<>?
>#F#;G6V:r?3M@M[Js;Z6�� JWDBD ;GnGJWF.: 5.JVF#;G=@JW;uH.:�J0��?3F�<>?3=[F.J�2

KV�.6WJI��;c<@?:#�p.:�MN<>?i;c6Wn3?3=[JV<@DE? ;cJF��;GF.;G6WJLH.JQ��?36W?G=@:�H.:�6W6�� JWDBDE;Gn3JWF):EJVF.JWq�Js;G6V: M@J
M@JWF�<@:�<>JVq�q�;GF.? J�=[JWM@p)6V<O;�<>J�JVFhp.F"��p.F)J���;BJWDBD ;cn3JWF.:�5.JWF#;c=@Js;I?G<[<>:�F*pf<O;8�:�= M@?gY*=>;?��?H-
M@JWq�JW?3F): <>=>;cDEJ4<>: K�� � 6W?3n3JI��?.2

�  � � +.: $ :���� / : 5 +.' � - ),+./187'*:<8�� ' 34' +./�87:

XR=@;Gq�JV:t;G6��\���7y�~*yl~G����y@�Gz ���'��JV6W6Vp.M[<@=>;c<@? JWF�� JWn3p)=>;h1'�XM@J3!$�?G<>p)<@?	��;G6I��?36W;G=@:?�W�:�=
?3n3F.J���;GD9.JW?3F):K=+?G<>?Gn3=>;?=�;�<>?���6���;G=@:�; :CJW6 ��?3F�<>?3=[F.?RH.:�6V6W:Q��;gY*J4<2T H.:�n3=>;GH.;c<>:C:�MN<>=@;c<@<@:
F.:�6V6W:`F�p.?gYc; JVDEDE;Gn3JVF.: :`F.:�J)��;GF#;c6WJ3H.J'��?36V?3=@: A #�p.:�MN<>J�H#;c<@J�=>;'�)=@:�M[:�F�<O;cF.?}p.64<>:�=@JW?G=@J
#;G=>;cDE:�<>=@J`H)JWDB:�F.M[JW?3F#;c6WJ��:�=R6V?hMN<>p.H.JV?hH):�6jH.:�nG=>;GH.?)2957F #;G=N<>JI��?36W;G=@:?��JW6�F�p.DB:�=[?
<>?G<>;G6W: H.J1.J �f:�6�H.:�n3=>;GH.;c<>Jb<>=[?"Yc;c<@JbF.:�6V6W: JWDBD ;GnGJWF.JO�'*#;E=+?3=@F.J4<>?QJWF =+?3=[D ;cq�JW?GF.J.M@p)6W6W?
M[<O;�<>?9��?3F.M[:�=NYG;�<>JVYG?EnG6W?�5#;c6W:}H):�6���?GF���JV?.2
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� :�6W6O��JVDEDE;Gn3JVF.:�>#F#;G6V:S#�p.JWF.H)J�6W:`q�?GF.:jF.:�=[:,=@;'�.=[:�M[:�F�<O;GF)?}6���;G=[:�;Q.J�\E.=[?'=+?3F.H.;
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57F � JWnGp.=>;�]	!EDB?3MN<>=>;�<O;�6�� JWF�<>:�n3=>;cq�JW?GF.:tH.:�J,H)p.:ZDE:�<>?*H.JBA�F):�6W6O��JVDEDE;Gn3JVF.:RJWF�-
JWq�JW;G6W:LJV6#M@?36V?u=[JWM@p)6V<O;�<>?RH.:�6 � ��� y�~*yI~G� ��y@�Gz ���uY3:�=[=@:<5�5�:}JWF�<>:�=J.=[:�<O;�<>? ��?3DB:UJV6@��?3F4-
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H#;G6W6W;�)=@?4��:�H)p.=>;lH.Jux	y�zWy�{t|'~g�*�Z�t���7�O���/��y�� M@J,F.?G<>;m5�:�F.:8�2*.: JVF(=[:�;G64<2T�6W:9��;�Y[-
JV<2T M[?3F.? H.p.:��:�=��2*���F.:�6V6s; q�?GF#;:��:�F�<@=>;G6V:�M@?3F.?R.=[:�M[:�F�<>JQ=+?3=N<>J�Yc;G=[Js;Gq�JW?3F.J,F.:�6W6s;
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�Q���

57FI?3n3F�p.F#;}H):�6W6V:�JVDEDE;Gn3JVF.J���p)JfM[J)M@?GF.?R;'�.6VJ���;c<>J�:�F�<@=>;GD+5.J)n36VJ*;G6Wn3?G=@JV<@DEJO��M[:6��?GF.H.?
6W?�MJ�2*.:�D ;�H.J � JVn3p.=@;�S��9M@J`M[?3F.?��?G<@p)<>:t<@=>;G=[=@:ZDE;Gn3n3JV?3=@J%JWF =+?G=@DE;Gq�JV?3F.J%=@JWM��:�<@<@?
;9#�p.:�6W6W: �2*):QM���;c<@p.=@JVMJ��?GF.?EH.;GJ9=@JVM@p.64<O;c<@JXH.:�6W6W:rMN<>:�M@M@: .=[?���:�H.p.=[:u;?�.6WJI��;c<@: M@JVF.n3??-
6s;G=[DE:�F�<@:G2.57F�#;c=[<>JI��?36W;G=@:}M@J�M[?3F.?B?G<@<@:�F�p)<>:RDB?36V<@:�.JI\�JWF =+?3=[D ;cq�JW?GF.Jb=@:�6W;c<>J4Y3:R;G6V6W:
H.JVYG:�=@M[:8)=@?'=+?3F)H.JV<cT H.:�6V6W:I;G=[:�:ZH.:�n3=>;GH.;c<>:I:�YfJVH.:�F)q�Js;cF.H.?lq�?3F.:%�2*.:%.p)=Q;?�#;G=N<>:
-
F.:�F�<>J	;G6V6s;���;�Y*JV<cTlM[?3F.?���?3Dup.F�#�p.:�)J�\ JWF =@JV6WJW:�Y3?�:ZH.p.F�#�p.:EDE:�F.?lH.:�n3=@;GH#;c<@:G2�5
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