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1 Introduzione

Le biforcazioni subarmoniche sono state lungamente studiate in letteratura, e ormai sono
un argomento standard di molti testi classici [3], B.

Una formulazione intuitiva del problema puo essere la seguente. Immaginiamo il cilindro
C = {(z,y,2) € R® : 22+ y? = 1} nello spazio euclideo tridimensionale, e immaginiamo un
punto che si muova su C lungo la curva y(t) = (cos(w(Ao)(t + o)), sin(w(Ag)(t + to)), Ap) ad
altezza Ay e tempo iniziale ty fissati. Supponiamo che la velocita angolare cambi in modo
monotono al variare dell’altezza, e chiamiamo ag(t) = w(Ap)t 'angolo descritto da ~(¢). 1l

campo di velocita sul cilindro & costante ad altezza fissata, ossia é dato dal sistema

—~

é50:(")‘4)5 (1)
A=0,

rispetto all’angolo e all’altezza, e supponiamo che w(A) sia analitica. Chiamiamo J(t) =

(cos(w(Ag)(t+tg)),sin(w(Ag)(t +tg))), ovvero la proiezione di v sul piano z,y, e consideriamo

il cilindro C = {7} x R.
2
w(Ao) ?
2w

Figura 1: Traiettorie nel piano «,t al variare del dato iniziale.

Immaginiamo quindi di tagliare C ad altezza zero e T = T/(Ay) = 27 /w(Ap), e di incollarne



gli estremi ottenendo un toro come quello riportato in Figura 2. Quest’operazione & nota come

quoziente topologico del cilindro C, e denoteremo il toro ottenuto, con {7} x R/T(Ag)Z.

igura 2: Toro o enuto quozientando I’asse temporale rispetto a 0)2.
Fig 2: T ttenut tando I’ t 1 tto a T(Ao)Z

Se invece consideriamo il toro {7} xR /27Z, al variare di Ay alcune curve si richiudono e altre
riempiono densamente il toro: pin precisamente, le curve con w(Ag) = p/q € Q, i.e. quelle che
nel piano «,t hanno coefficiente angolare razionale, nel toro {7} x R/277Z sono ancora chiuse.

Torniamo al cilindro C e consideriamo una perturbazione nel campo di velocita ([Il), sia nella
direzione angolare sia in quella verticale, periodica di periodo 27 sia rispetto all’angolo che

rispetto al tempo. Scriviamo quindi

& =w(A) +eF(a, At + 1), @
A= eG(a, At + to),

dove le funzioni F, G sono analitiche nei loro argomenti e 27-periodiche in « e t

Chiaramente, senza ulteriori ipotesi sulla perturbazione, in generale le traiettorie corri-
spondenti alle curve che riempivano densamente {7} x R/27Z nel sistema imperturbato, non
sopravvivono alla perturbazione, mentre alcun delle altre persistono. Le traiettorie di periodo
T = 2mwq/p che sopravvivono alla perturbazione sono dette soluzioni subarmoniche di ordine

q/p-

Osserviamo che le tecniche usate consentono di studiare anche sistemi della forma

& =w(A) +eF(a,A et +1),

) (3)
A=eG(a, A e, t +tp),

'La sopravvivenza di orbite periodiche su C dipende dal dato iniziale ¢y scelto.



dove la perturbazione dipende analiticamente anche da €. Un simile problema emerge natu-
ralmente nello studio di sistemi unidimensionali, dissipativi, periodicamente forzati. In questo

caso si studia un’equazione a due parametri della forma
Z+g(x)+vyz=cf(x,t), zekR (4)

Quindi puod essere interessante studiare la regione dello spazio dei parametri €, in cui
possono comparire soluzioni subarmoniche, e determinare le curve di biforcazione che separano

la regione di esistenza da quella di non-esistenza (si veda la Figura 3) di tali soluzioni.

Figura 3: Insieme di esistenza (regione grigia) di soluzioni subarmoniche nel piano ¢, .

Poiché i calcoli per il sistema (B]) sono molto simili a quelli fatti per il sistema (), restrin-
geremo l'analisi solo a quest’ultimo caso per semplicita.

Ci domandiamo, quindi: quali sono le condizioni piu generali possibili affinché sopravviva
almeno una traiettoria periodica? E come determinare tale traiettoria?

Nel 1963 Melnikov [6] dimostro che la sopravvivenza di orbite periodiche ¢ legata agli zeri di
una funzione M (t(), oggi nota come funzione subarmonica di Melnikov. In particolare dimostro
che ad ogni zero semplice di M (tg) corrisponde una soluzione subarmonica: in questo caso il
problema si riduce a un problema di funzione implicita. D’altra parte, in linea di principio puo
accadere che la funzione di Melnikov sia identicamente nulla o abbia uno zero di ordine n > 1.

Nel primo caso si possono risolvere le equazioni del moto fino al primo ordine in ¢ e la soluzio-

ne - fino al prim’ordine - non dipende dalla scelta di ty. Definita un’opportuna generalizzazione



M (to) della funzione di Melnikov, se anche Mj () si annulla identicamente, si puod sviluppare
la soluzione fino al second’ordine e cosi via. Se M (tp) = 0, avremo una soluzione subarmonica
per ogni tq piccolo, mentre se ad un certo passo k si ha uno zero semplice, si pud procedere
in modo molto simile al caso classico per determinare soluzioni subarmoniche analitiche in e.
Gran parte della letteratura sulla teoria di Melnikov considera questo tipo di generalizzazione.

Il caso in cui la funzione di Melnikov - o una sua generalizzazione a ordini alti - ha uno
zero (non semplice) di ordine finito & pit complicato. Il problema puo ancora essere ridotto
a un problema di funzione implicita, ma il fatto che gli zeri non sono semplici ci impedisce di
applicare il teorema della funzione implicita. Si dovranno usare, pertanto, argomenti diversi,
basati sul teorema di preparazione di Weierstrass [2, B] e sulle serie di Puiseuz [T, 2, B, [7].

La difficolta principale di un approccio costruttivo sta nel fatto che la soluzione dell’equazio-
ne implicita va cercata per approssimazioni successive: ad ogni passo d’iterazione & necessario
risolvere un nuova equazione implicita che, in linea di principio, potrebbe ancora avere radici
multiple.

Il problema delle soluzioni subarmoniche nel caso di zeri multipli per la funzione di Melnikov
¢ considerato in [8], dove il seguente risultato & enunciato (senza darne una dimostrazione) per
sistemi di classe C": se la funzione subarmonica di Melnikov ha uno zero di ordine dispari n < r,
esiste almeno una soluzione subarmonica. In particolare, la soluzione viene trovata in termini
del parametro pertubativo e della fase iniziale, ma non viene discussa la relazione tra i due
parametri: come vedremo, é proprio questa relazione che produce la perdita di analiticita nel
parametro perturbativo. Inoltre in [8] non viene considerato il caso in cui lo zero ha ordine pari.
In questo caso, come vedremo, l’esistenza di soluzioni subarmoniche non puo essere provata in

generale, ma si ottiene sotto ipotesi aggiuntive.

2 Descrizione del problema e risultati principali

Consideriamo il sistema (£). Supponiamo innanzitutto di fissare il valore di Ay in modo tale

che w(Ap) = p/q € Q, e che inoltre valga
Ipotesi 1. dw(4p)/dA = w'(Ag) # 0.

Definiamo U (t) = U(A(t)) = w(A(t)) — w(Ag) — w'(Ag)(A(t) — Ag) e



B(t) = D(a(t), A(t), t + to) = eF(au(t), A(t), t + to) + U(t),

5
I(t) =T(aft), At), t + to) = eG(a(t), A(t), t + to). ?
Affinché esista una soluzione periodica di periodo 7" deve valere (I'(:)) =0 e
t
W' (A0)A(0) + (®) + ' (A0)(G) =0, G(t) = /O dr (I'(7) — (). (6)
Considerato lo sviluppo di Fourier
oft) = aot) +B(t),  Bt) =) "B,
vEZL (7)
A(t) = Ao(t) + B(t),  B(t)=)_ e“"'B,
vEZL

dove w = 1/q, e usando fy come parametro di fase iniziale, il sistema di equazioni che dev’essere

soddisfatto dalla soluzione subarmonica cercata é

P, / Iy
= A 0
Bl/ iy +w ( 0) (iwu)2’ v 7£
Iy
Bl, = T 1% 7é 0
iwy (8)
By = ——20
0 WI(A(])7
FO = Oa
dove
.
L,=ey Y > —5(i00) 043Gy, (A0 10) By - B, Bu, s - Bu,
m2>0 r+8=m pog+qoy+vi+..4vm=v
8 +
.
q),, =€ Z Z Z @(’LO’O)T@ZFOO’U(I) (Ao, tO)Bul . ﬂVrBVH—l PN Bym (9)
m>0 Z—ZSEZZW poo+qo(’)+u1+...+um=1/
b +

+Y Y %aj‘w(Ao)Byl...Bys.

$>2 Vit tvs=v
Considerato uno sviluppo formale di Taylor nelle variabili € e 3y, ossia

a(t) = alt;e, fo) = ap(t) + o + Z 6kﬁg Z ew”tﬁl(/k’j)

k>1 VEZ

5=0 v#0
k 57 jwvtp(ks7) (10)
A(t) = Altse, Bo) = Ao+ > "3 e™'B,",
k>1 vEZL

Jj=0

5



le prime tre equazioni in (8) si riscrivono, a ogni ordine 6’%6 come

_(ky.]) ¢V / Fl/
=2 LA
By iwv o 0)(iwy)2’ v#0
) =(k.7)
e LT Ly (11)
iwv
—(k,j
Bk _ _ (I)(() )
° w'(Ao)’

dove

Tl _ Z Z Z (Zi(/]l) SA Gog,0 (Ao, to)

r'>0 r+jo=r' poo+qoj+vit..+vpps=v
s>0

z : (kly.]l (kry.]r 'r+17j'r+1) _(k?r+57j'r+s)
X /6 : /6 l/7-+1 e BV,,-+S Y
ki+...+krps=k—1
j1+---+jr+s:j_j0
ki>1,j;>0

(k.7)

con un’espressione analoga per @,

(12)

Le () sono equazioni ricorsive che ci permettono di
calcolare la soluzione a ogni ordine. Inoltre si dimostra che le serie ([[Tl) sono convergenti per &
e [y abbastanza piccoli. Questo significa che in un intorno piccolo dell’orbita imperturbata, se
la perturbazione ¢é piccola, é possibile trovare una soluzione subarmonica. La quarta equazione
in [®) &, in termini di € e [y,

Ty =To(e. o) = > "8 Ty = 0. (13)

k>0
j=0

Trovare una funzione By = fy(e) tale che T'y(e, Fp(g)) = 0 significa quindi scegliere, in termini
della perturbazione, la fase iniziale della traiettoria periodica che sopravvive alla perturbazione.
Cercheremo la soluzione implicita dell’equazione ([[3) mediante il cosiddetto algoritmo di
Newton-Puiseuz [T, 2, B, [7].
Chiamiamo T = 2mq il periodo (nello spazio delle fasi esteso) della soluzione subarmonica

che stiamo cercando, e definiamo la funzione subarmonica di Melnikov come

T
M(t) = %/0 dt Glao(t), Ao, t + to). (14)

Integrando per parti abbiamo

TG = (926 a0(), Ao, + 1)) = (—w(Ap))~? () (15)

per ogni j > 0.

Supponiamo che valga



Ipotesi 2. Esistono ty € [0,27) e n € N tali che ty é uno zero di ordine n per la funzione
subarmonica di Melnikov, cioé
d¥ dn
d_tlgM(tO):O VO<k<n-—1, D = D(ty) := d—th(to)yéO. (16)
Sotto tale ipotesi, la funzione F(e, By) tale che eF(e, By) = (e, o) & analitica e Fy-generale
di ordine n, i.e. &, F(0,0) = 0 per ogni j =0,...,n — 1, mentre d% F(0,0) # 0.
In questo caso possiamo costruire il poligono di Newton [I}, 2, B] P associato agli ordini bassi
di F. Se il poligono di Newton & costituito da un solo punto (o, piit in generale, se 9*F(0,0) = 0
per ogni k > 0) allora la funzione Gy(¢) = 0 & soluzione dell’equazione implicita ([[Il). Altrimenti
possiamo associare ad ogni segmento P; del poligono di Newton, un polinomio quasi-omogeneo
F; nelle variabili € e §y. Inoltre possiamo associare ad F; un polinomio P; in una variabile c.

Aggiungiamo per il momento la seguente ipotesi.

Ipotesi 3. Esiste un segmento P; in P associato al polinomio quasi-omogeneo F;(g,By) tale

che il polinomio P;(c) abbia una radice semplice c* € R.

In [4] & considerato un caso particolare, in cui il poligono di Newton ¢ costituito da un
solo segmento. In quel caso I'Ipotesi Bl si puo riscrivere in termini di una costante che in [4] &
chiamata ag: se ag # 0 'Ipotesi Bl & verificata.

Abbiamo quindi il seguente risultato.

Teorema 2.1. Consideriamo una soluzione periodica con frequenza w = p/q per il sistema (@)
e assumiamo che le Ipotesilll, [A e[ siano soddisfatte. Allora esiste g > 0 tale che per |e| < gq il
sistema (@) ammette almeno una soluzione subarmonica di ordine q/p. Tale soluzione si scrive

in termini di una serie di Puiseux convergente in €.

Chiaramente 1'Ipotesi Blnon é generale. Supponiamo quindi che tutti i polinomi F; abbiano
radici multiple. Se almeno uno di questi ha una radice reale non nulla, possiamo comunque
risolvere le equazioni del moto fino a un certo ordine (frazionario) e iterare il processo di Newton-
Puiseux sperando che al passo successivo ci sia almeno un polinomio con una radice semplice e
cosi via. Se a un certo passo d’iterazione non troviamo radici reali, il sistema (2l) non ammette
soluzioni subarmoniche. Supponiamo quindi che a ogni passo dell’algoritmo ci sia un polinomio

con una radice reale. Possiamo indebolire I'Ipotesi Bl come segue.

Ipotesi 4. Esiste un ig > 0 tale che all’ig-esimo passo d’iterazione del processo di Newton-

Puisex, esiste un polinomio P(10) = P(iO)(c) che ammette una radice semplice ¢* € R.



Il Teorema EZT] ha dunque la seguente generalizzazione.

Teorema 2.2. Consideriamo una soluzione periodica con frequenza w = p/q per il sistema (3)
e assumiamo che le Ipotesill, [ e[ siano soddisfatte. Allora esiste £g > 0 tale che per |e| < eq il
sistema (@A) ammette almeno una soluzione subarmonica di ordine q/p. Tale soluzione si scrive

i termang di una serie di Puiseux convergente in €.

Osservazione 2.3. Per costruire esplicitamente la soluzione, e quindi dare una stima del raggio
di convergenza della serie di Puiseux, 'Ipotesi Hl ¢ necessaria. Infatti, in generale non & neanche
possibile stabilire a-priori 1'esistenza della soluzione. Si pud dimostrare, mediante argomenti
astratti, che se esiste una soluzione formale in termini di una serie di Puiseux, allora tale
serie converge per € abbastanza piccolo, ma non siamo in grado dare una stima del raggio di
convergenza. Inoltre, se n & pari, non siamo neanche in grado di dire a-priori se esiste una
soluzione formale, perché in questo caso, in linea di principio, potrebbe non esistere una radice

reale. Se invece n ¢é dispari, I'esistenza della soluzione formale & garantita.

Infine, come abbiamo detto, anche I'Ipotesi Pl non & generale. Pud accadere, infatti, che la
funzione di Melnikov sia identicamente nulla.

In questo caso & possibile risolvere esplicitamente le equazioni del moto fino al primo ordine
in €; al second’ordine si presentera una situazione analoga a quella studiata nel caso precedente.
Infatti, dalla (IH) sappiamo che la media di G ¢ identicamente nulla al prim’ordine e quindi
possiamo definire

Mo(to) = M(to),  Mi(to) =T (0, o). (17)

Chiameremo M; (to) funzione subarmonica di Melnikov al second’ordine. Se M (to) ha uno
zero di ordine finito, possiamo ripetere il ragionamento fatto nel caso precedente; altrimenti, pos-
siamo risolvere le equazioni del moto fino al second’ordine in ¢, definire la funzione subarmonica
di Melnikov a terz’ordine Ms(ty) e cosi via.

Indeboliamo quindi le Ipotesi B e Bl come segue.

Ipotesi 5. Esiste k > 0 tale che per ogni k' = 0,...,k — 1, My/(to) si annulla identicamente,
e esistono tg € [0,27) e n € N tali che tg ¢ uno zero di ordine n per la funzione subarmonica di

Melnikov al k-esimo ordine, ovvero

dJ dr
—M(t)) =0 VO<j<n-—1, D = D(tg) := —=My(tg) # 0. (18)
dt) dtg

Ipotesi 6. Esiste ig > 0 tale che all’ig-esimo passo d’iterazione del processo di Newton-Puiseux

esiste un polinomio PU0) = P0)(¢) che abbia una radice semplice ¢* € R.



Possiamo quindi estendere il Teorema come segue.

Teorema 2.4. Consideriamo una soluzione periodica con frequenza w = p/q per il sistema (@)
e assumiamo che le Ipotesi[l, [A e[@ siano soddisfatte. Allora esiste g > 0 tale che per |e| < gq il
sistema (@) ammette almeno una soluzione subarmonica di ordine q/p. Tale soluzione si scrive

in termini di una serie di Puiseux convergente in €.

Di nuovo, I'Ipotesi Bl ¢ necessaria per costruire esplicitamente la soluzione a ogni ordine e
quindi dare una stima del raggio di convergenza della serie di Puiseux. Valgono comunque le

stesse considerazioni fatte nell’Osservazione

3 Cenni di dimostrazione

Le dimostrazioni dei Teoremi 211, e 24 seguono uno schema molto simile: qui daremo
dei cenni di dimostrazione del Teorema 11

Sia P(c) il polinomio P;(c) nell’Ipotesi Bl sia ¢* € R la sua radice semplice non nulla e sia
C :=dP(c*)/dec # 0.

Innanzitutto, avendo posto € = onP, la soluzione subarmonica che cerchiamo ¢ (a(t), A(t)),

con a(t) = ag(t) + o + B(t) e A(t) = Ag + B(t), e possiamo sviluppare

Go=S"u"ay, By ="t gl By =34 Bl (19)
k>1 k>1 ui% k>1 VEZL

per risolvere le equazioni del moto a ogni ordine in 7 ottendendo

( i (I)[Vp-i-k} / FBJ—I—k]

Btk = o T (AO)Wa v #0,

iy T8
Bu = Vv 7& 0,

v (20)
+

B[P-Hﬂ — (I)Op

0 w'(Ag)’

k 1~ k—
([)b+ ] - _EG[k](ﬂgm7aﬁ([)b+ 1])7




dove I‘[ ] <I>,[,M sono definite ricorsivamente da

100)" O°
=3 % > {ioo)" Gl (Ao to) 815 - B Bl - B,

|

rl

m2>0 r+8=m pog+qoy+vi+..+vm=v
K14t m=k—p

0
(I)l[/k] _ Z Z Z (ZUO) AF0'070'0 (Ao, to)ﬂ[kl .. B[ljr]Bl[//iczl] . Bl[/]:nm]a

rl sl
m>0 7+8=m pog+qoj+vi+..4vm=r
K14t Em=k—p

88
+Y ) S—f;‘w(Ao)Byjﬂ...Byjsl,

§>2 vi+..F+vs=vr

k1++ks:k
(21)
e
~ k—1 +m;
G[k] (ﬁ([)h] ﬁ[th ] Z Qs1,j Z B([]f)erl] B ﬂ([)b my]
s12>0 m1+...+mj:k:
J=0 0<m;<k—1
81p+jh—s
(22)
+ .
DD YIS VI e
s12>0 mi+...4+mj=k—n
Jj=0 m;>0
s1p+jb=s+n

dove Qsl J= 51F(51+1’]) , purché sia fissato ﬁ[h] = c*. I coefficienti B’L’“] e B,[,k] perk=0,...,p—1,

e ﬁo per k=0,...,h — 1 saranno nulli.
A questo punto scriveremo le equazioni ricorsive in (0) in termini di alberi con foglie come

segue. Per prima cosa rappresentiamo i coefficienti [y GLF! B[p e ﬁ([)b] come riportato in Figura 3.

@§]= S L]
Go 1 0

gl = e [p] + e
B 1 v 8 2 v

BY = — e [p]
B 1 v

Figura 4: Rappresentazione dei coefficienti ﬂg]], BLP] and Bl[,p].

Rappresentiamo quindi B,[f}, B,[,H}, k=p+k k>1e B([]F”], k=b+k, k>1come elementi

di albero, come riportato in Figura 4. Chiamiamo & indice di ordine.

10



S o

Bo 1 0
Al = W+ g
B 1 v . 5 2 v .
Bl - (]
B 1 V ‘

Figura 5: Rappresentazione grafica di 7 TF, BIPTH ¢ glo+hl,

Asgsociamo a ogni linea £ un indice di componente hy € {ﬁo,g,B} e un momento vy € 7,
tale che vy # 0 se hy = 5, mentre vy = 0 se hy = Gy.

Possiamo rappresentare ogni fattore Byfi], Bl[,]ji] in (ZI) come elementi di albero: le linee di
ogni elemento di albero entrano nello stesso nodo vy da cui esce la linea di radice.

Associamo alla linea di radice g = fy, un indice di grado &g, = 1,2, tale che Jy, = 1 se
hg, = B, e associamo a vy un ulteriore indice by, € {0,1}, imponendo by, = 1 se hy, = E e
d¢y = 2, e per hy, = B e vy, # 0. Chiamiamo 7y, le linee entranti in vy con indice di componente
h=0p= 50,5, e chiamiamo sy, il numero di linee entranti in vy con indice di componente B.
Imponiamo che valga 7, = 0 e sy, > 2 se by, = 0. Infine associamo vy due indici di modo

Togs Oy, € Z e un indice di modo globale vy, = poy + qoy,, e imponiamo la legge di conservazione
Tog+Sug

Vﬁbo = Vyy + Z Vs (23)
=1

dove /4, ... ,ET%H% sono le linee entranti in vg.

Imponiamo anche la seguente condizione sugli indici di ordine:

TUO+SUO
Z kz:k_p’ on:L
00

d ki=k, by =0
=1

Associamo infine a v = vy un fattore di nodo

11



10) 0 O ~
(n)lilAFab,aé (AOatO)a hﬁu = ﬁa 6& =1, by = 1, Ve, 7£ 0,
Tl Sp!

o5 ~
8A| w(AO)7 hfn = ﬂ? 5&; = 17 bU = 07 Uy, 7é 07
n.
; Tbasb -
e ooy (A0sto)s e, =B, 6, =2, by=1, vy #0,
A — Tu!Sp! 7o (25)
b T - rbasn
O-(ZO-tl)iAGO'U,O'(, (AO?tO)’ he, = B, dp, = 1, by = 1, Ve, 7£ 0,

g

To!Sp!
104)"° 05
( T")'S AF, o (Aosto), e, =B, 6, =1, by=1, v, =0,
0:Su
Sv
g SA' w(Ao), hgn = B, 5@0 = 1, bn = 0, I/gn = 07
n.

dove o = sign (¢), e alla linea di radice ¢ = ¢, un propagatore

/A (5@—1 ~
%a hg:ﬁ,B, Vf#oa
9 = f (26)
_wl(AO)’ hg:B, I/g:O,

in modo tale che se sommiamo su tutti gli indici ammessi dalle condizioni imposte (scrivendo
=" per la somma sugli indici) possiamo rappresentare graficamente le prime tre equazioni in

1) come riportato in Figura 5.
[F1]

] i
h o v . )
rn—l-l]
[kTU+SU:|

Figura 6: Rappresentazione grafica delle prime tre equazioni in (ZIJ).

I coefficienti ﬁ([f] devono essere trattati in modo diverso. Ad ogni modo si dimostra che

possono essere rappresentati graficamente come in Figura 6, a patto di imporre le condizioni

12



31p+(30+36)h:5+n

s0+5p (27)
Z k; —sof)—i—Zk: = (so+sy)b+k—h—n,

per un opportuno 0 <n g k: — b, con il Vlncolo che se n = 0 si ha sj > 2. Chiameremo ¢; le s
linee con hy, = fo.

Associamo fattori di nodo e propagatori come in ([0 e 1), eccetto per quanto riguarda la
linea di radice (che avra propagatore g; = —1/C') e il nodo da cui la linea di radice esce, che

avra fattore di nodo

N = U008 6 (At (28)

To!Sp!

Figura 7: Rapresentazione grafica di ﬁ([f].

Possiamo quindi iterare le rappresentazioni grafiche sopra finché non compaiono solo nodi e

foglie. Definiamo il valore dell’albero 6 come

var@) = [ 4 1T ~ IT ~: ). (29)

teL(6) vEN(6) B ()
denotiamo con A(f) l'insieme delle linee in € con indice di componente [y, con N*(6) I'insieme

dei nodi e con E*(6) I'insieme delle foglie e definiamo ordine dell’albero

k(0) = pIN*(O) +HIEO) + (h — p — 5)[A(0)]. (30)

Si dimostra che

> Val'(h), k=>b,

969]670,50

B = Z Val*(6), k=>p, (31)
9€@k v,3

BF = %" Vval*(h k>p.
€O . B

13



Questo ci permette di stimare il raggio di convergenza delle serie di Puiseux.
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