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Il λ-calcolo è un sistema formale che pone la propria attenzione verso le fun-
zioni, i metodi per calcolare e le regole di computazione, in de�nitiva verso
il concetto di algoritmo che è poi centrale nello studio dell'informatica.
È stato introdotto negli anni '30 da Alonzo Church e Stephen Cole Kleene
con lo scopo di costruire un sistema formale completo che servisse da base ai
matematici.
Il lavoro di Moses Schön�nkel, nell'ambito delle discussioni sui fondamenti
della matematica che caratterizzano gli inizi del XX secolo e più precisamente
del programma hilbertiano mette in evidenza il ruolo centrale del concetto
di funzione e delle regole di computazione che servono a de�nire le funzioni.
Schön�nkel intendeva de�nire una collezione �nita di termini (i combinatori)
e di regole di computazione che per mezzo dell'applicazione funzionale con-
sentissero di ottenere qualunque altro termine funzionale facendo uso di un
linguaggio estremamente semplice in cui non ci fosse la necessità di variabili.
A partire dal 1932, Church sviluppò l'idea di Schön�nkel introducendo le
variabili e un operatore di astrazione che consente di comprenderne meglio
il ruolo. Malgrado il lavoro non raggiunse gli scopi per i quali era stato
iniziato, la teoria delle funzioni sviluppata in sé possiede senso e coeren-
za, e nel 1941 Church pubblica The Calculi of λ-conversion ([Chu41]). Nel
1943 assieme a Stephen C. Kleene sviluppa una nozione di computabilità (la
Church-Kleene-computabilità) basata sul λ-calcolo.

Il λ-calcolo ha profondamente in�uenzato i linguaggi di programmazione fun-
zionale. Può essere considerato il più semplice linguaggio universale di pro-
grammazione nel senso che ogni funzione calcolabile può essere espressa e
calcolata tramite semplici sostituzioni di sequenze di simboli. Le espressioni
del λ-calcolo sono sia funzioni che argomenti. Ogni espressione rappresenta
una funzione ad un argomento e l'argomento di tale funzione, a sua volta,
può essere una funzione ad un argomento il cui valore è ancora una funzione.
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Ad esempio la funzione f(x) = x + 2 può essere espressa nel λ-calcolo come
λ x.x + 2 dove λ x dichiara la variabile di f(x). Il valore f(3), ad esempio,
può essere scritto come l'applicazione di 3 a λ x.x + 2 ovvero ((λ x.x + 2)3),
otteniamo infatti sostituendo 3 a x, il valore 3 + 2.

La funzione λ x.x + 2 può essere, a sua volta, argomento di un λ-termine.
Ad esempio λ x.x + 2 applicata a λ fλ x.f(fx) itera due volte λ x.x + 2

(λ fλ x.f(fx))(λ x.x + 2) → λ x.(x + 2) + 2

ottenendo quindi la funzione f(x) = x + 4.

Nel λ-calcolo una funzione di due variabili è rappresentata da una funzione
ad un argomento che restituisce una funzione ad un argomento, ovvero il λ-
calcolo è sequenziale: una funzione a n variabili è espressa da una sequenza
di n funzioni ad una variabile. Ad esempio, la funzione f(x, y) = x + y può
essere scritta come λ xy.x + y.

In questa tesi siamo partiti dall'analisi del λ-calcolo e siamo giunti ad un
importante teorema: il teorema di Böhm. Il nostro obiettivo principale è
stato quello di dimostrare tale teorema e di conoscere le conseguenze della
sua applicazione all'insieme dei λ-termini.

Nel primo capitolo abbiamo descritto il modello del λ-calcolo de�nendo i
λ-termini e le operazioni che possiamo e�ettuare su essi: la sostituzione, la
α-equivalenza, la β-riduzione e la η-riduzione.
L'insieme dei λ-termini viene indicato con Λ e si ha Λ ⊂ A∗ dove A∗ è l'in-
sieme di tutte le combinazioni �nite di elementi dell'alfabeto A = { ( , ) , λ }∪
V in cui V è un insieme numerabile ed è costituito da variabili x, y, z . . .

Le regole da applicare per ottenere Λ sono le seguenti (def. 1.1.1, pag. 7):

- una variabile x ∈ Λ;
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- se M, N ∈ Λ allora (MN) ∈ Λ (applicazione);

- se M ∈ Λ e x ∈ V allora (λ x.M) ∈ Λ (astrazione)

Λ può essere descritto in modo più breve dalla seguente notazione:

T := x |(λ x.T )| (TT ).

La relazione ≡ indica l'uguaglianza sintattica tra due termini.
L'operazione di base nel λ-calcolo è la sostituzione.
Se M, N1, . . . , Nn sono dei λ-termini e x1, . . . , xn variabili distinte, il termine
M [~x := ~N ] è il risultato che si ottiene sostituendo Ni ad ogni occorrenza
libera di xi in M per 1 6 i 6 n.

Tale termine è de�nito per induzione sulla lunghezza di M (def. 1.1.3, pag.
9):

1. se M ∈ V abbiamo i seguenti casi:

(a) se M ≡ xi (1 6 i 6 n), M [~x := ~N ] ≡ Ni;

(b) se M è una variabile diversa da xi, M [~x := ~N ] ≡ M ;

2. se M ≡ PQ con P, Q ∈ Λ,

M [~x := ~N ] ≡ P [~x := ~N ]Q[~x := ~N ];

3. se M ≡ λ y.P abbiamo i seguenti casi:

(a) se y 6= xi (1 6 i 6 n), M [~x := ~N ] ≡ λ y.P [~x := ~N ];

(b) se y = xi per qualche i, allora
M [~x := ~N ] ≡
λ y.P [x1 := N1, . . . xi−1 := Ni−1, xi+1 := Ni+1, . . . , xn := Nn].
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La sostituzione deve tenere conto delle variabili libere e vincolate, in par-
ticolare le variabili libere di un argomento non possono diventare vincolate
tramite la sostituzione. Per poter distinguere le variabili vincolate della fun-
zione da quelle dell'argomento si introduce la α-equivalenza (def. 1.1.5, pag.
11):

- se M è una variabile, M 'α N se e solo se M ≡ N ;

- se M ≡ PQ, M 'α N se e solo se N ≡ P ′Q′, con P 'α P ′ e Q 'α Q′.

- se M ≡ λ x.P, M 'α N se e solo se N ≡ λ x′.P ′,

con P [x := y] 'α P ′[x′ := y], per ogni variabile y salvo un numero
�nito.

In�ne la computazione dell'applicazione di una funzione λ x.M ad un ar-
gomento N è formalizzata dalla de�nizione di β-riduzione (def. 1.1.6, pag.
12):

(i) se M è una variabile, allora M β0 M ′ è falsa per ogni M ′;

(ii) se M ≡ λ x.N, allora M β0 M ′ sse M ′ ≡ λ x.N ′ con N β0 N ′;

(iii) se M ≡ NL, allora M β0 M ′ sse:
M ′ ≡ NL′ con L β0 L′, oppure
M ′ ≡ N ′L con N β0 N ′, oppure
N ≡ λ x.P e M ′ ≡ P [x := L], rinominando opportunamente

le variabili in modo che le occorrenze libere di L non vengano legate
tramite tale sostituzione.

La β-equivalenza è la più piccola relazione binaria β su Λ, ri�essiva, transitiva
e che contiene β0.

Abbiamo inoltre introdotto la η-equivalenza.
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La η-riduzione rappresenta il principio di estensionalità: due termini che
rappresentano la stessa funzione sono identici. Se y /∈ FV (M), abbiamo che
(λ y.My)x si β-riduce a Mx, quindi (λ y.My) e M hanno lo stesso valore su
ogni punto x, cioè rappresentano la stessa funzione. La de�nizione formale è
(def. 1.1.8, pag. 15):

(i) se M è una variabile, allora M η0 M ′ è falsa per ogni M ′;

(ii) se M ≡ λ x.N, allora M η0 M ′ se e solo se

M ′ ≡ λ x.N ′ con N η0 N ′ oppure
N ≡ M ′x, con x non libera in M ′;

(iii) se M ≡ NL, allora M η0 M ′ se e solo se:

M ′ ≡ NL′ con L η0 L′ oppure
M ′ ≡ N ′L con N η0 N ′

La η-equivalenza è la più piccola relazione binaria η su Λ, ri�essiva, tran-
sitiva e che contiene η0. Un termine della forma (λ x.M)N è detto redex e
M [x := N ] contratto; un termine della forma λ x.Mx è detto η-redex quando
x non compare libera in M .
Grazie alla β-riduzione abbiamo potuto introdurre la nozione di termine nor-
malizzabile.
Se consideriamo un termine che contiene più redex, possiamo ridurlo a ter-
mini di�erenti scegliendo di ridurre un redex piuttosto che un altro. Un
importante problema è la con�uenza di queste riduzioni e cioè, se pur uti-
lizzando riduzioni diverse, si possa sempre arrivare ad uno stesso risultato.
Il teorema di Church-Rosser dimostra la con�uenza della β-riduzione (pro-
prietà di Church-Rosser), ovvero se M →β M ′ e N →β N ′ allora esiste un
λ-termine L tale che M ′ →β L e N ′ →β L.
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Teorema 1.2.1 (Church-Rosser). La β-conversione ha la proprietà di
Church-Rosser.

Si può dimostrare che anche la η-conversione e la βη-conversione hanno tale
proprietà.
Vi sono termini che possono essere ridotti in forma normale e altri per cui
ciò non è possibile. Abbiamo concluso il capitolo con il teorema di nor-
malizzazione, dimostrando che esiste nel λ-calcolo una strategia di riduzione
�sicura� ovvero che se esiste una forma normale per un dato termine M , al-
lora tale procedura permette di raggiungerla. Tale strategia viene chiamata
riduzione sinistra e consiste nel ridurre sempre il redex più a sinistra nel
termine.

Teorema 1.3.3 (Normalizzazione). Un λ-termine M è normalizzabile se
e solo se la riduzione sinistra di M termina.

Nel secondo capitolo abbiamo descritto altri due modelli di calcolo: le mac-
chine di Turing e l'insieme delle funzioni ricorsive. La prima parte del capitolo
è dedicata alla descrizione della macchina di Turing. Abbiamo dato la nozione
di calcolabilità secondo Turing, e quindi di funzione Turing-calcolabile, e al-
cuni esempi per comprenderne meglio il funzionamento.
La seconda parte del capitolo riguarda le funzioni ricorsive. Partendo dalle
funzioni di base si ottiene, tramite le operazioni di composizione e ricorsione,
l'insieme delle funzioni ricorsive primitive. Aggiungendo a tale insieme un o-
peratore µ, lo schema di minimalizzazione, si ottengono gli insiemi delle
funzioni ricorsive parziali e delle funzioni ricorsive totali. Abbiamo inoltre
considerato la funzione di Ackermann e dimostrato che è una funzione e�et-
tivamente calcolabile ma non ricorsiva primitiva.
L'ultima parte del capitolo è dedicata alla λ-de�nibilità. Tramite gli interi
di Church, (ovvero i λ-termini che rappresentano gli interi e vengono indicati
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con 1, 2, 3 . . .) e i booleani (Vero ≡ λ xy.x e Falso ≡ λ xy.y) abbiamo dato
la nozione di funzione λ-de�nibile (def. 2.3.1, pag. 42).
Una funzione parziale ϕ : Np → N è λ-de�nibile se esiste un termine Mϕ

tale che per ogni (n1, . . . , np) ∈ Np si ha:
se ϕ(n1, . . . , np) è de�nita, allora Mϕn1 . . . np →β ϕ(n1, . . . , np);

se ϕ(n1, . . . , np) non è de�nita, allora Mϕn1 . . . np non è risolubile.
Diremo che Mϕ rappresenta la funzione ϕ e che ϕ è rappresentabile dal
termine Mϕ.

In [Kle36] Kleene dimostra il seguente risultato:
Teorema 2.3.1 (Kleene). Una funzione parziale è ricorsiva se e solo se è
λ-de�nibile.

Noi abbiamo dimostrato il lato �ricorsiva parziale ⇒ λ-de�nibile� del teore-
ma. Per tale dimostrazione abbiamo introdotto dei particolari λ-termini: i
combinatori di punto �sso, che hanno un ruolo simile all'operatore µ nella
teoria della ricorsività.
Il capitolo si conclude con la Tesi di Church, con la quale si a�erma che i
modelli di calcolo descritti, tutti equivalenti, rappresentano la classe delle
funzioni calcolabili:
Tesi di Church: La classe delle funzioni �intuitivamente calcolabili� coincide
con la classe delle funzioni Turing calcolabili.

Il capitolo 3 è stato interamente dedicato al teorema di Böhm.
Tale teorema a�erma che se M e N sono due λ-termini in forma βη-normale
distinta allora è sempre possibile separarli, cioè renderli equivalenti a due
variabili distinte. Per separare M ed N si costruisce un contesto C[ ] che è
un λ-termine con dei buchi all'interno.
Abbiamo innanzitutto mostrato che esistono tre versioni del teorema: una
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debole e due forti, quest'ultime sono equivalenti tra loro e implicano la ver-
sione debole. Se M è un termine, indichiamo con M ↓ che M è normalizzabile
e con M ↑ che M non è normalizzabile cioè non possiede una forma normale.
Le versioni forti sono le seguenti:

� Siano M, N due termini chiusi in forma normale distinta, allora esisto-
no L1, . . . , Ln termini (n > 0), tali che

ML1 . . . Ln →β V,

NL1 . . . Ln →β F
dove V ≡ λ xy.x e F ≡ λ xy.y.

� Siano M, N due termini chiusi in forma normale distinta, P e Q due
termini arbitrari, allora esistono L1, . . . , Ln termini (n > 0), tali che

ML1 . . . Ln →β P,

NL1 . . . Ln →β Q.

La versione debole é:

� Siano M, N due termini chiusi in forma normale distinta, allora esisto-
no L1, . . . , Ln termini (n > 0), tali che

ML1 . . . Ln ↓

NL1 . . . Ln ↑

L'enunciato del teorema che abbiamo dimostrato è:

Teorema 3.6.1 (Böhm). Siano M, N due forme βη-normali distinte e x, y

due variabili distinte. Allora esiste un contesto C[ ] tale che C[M ] ≡ x e
C[N ] ≡ y.
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Il teorema di Böhm viene dimostrato per induzione sulla profondità delle
forme normali. La dimostrazione risulta particolarmente chiara se si rappre-
senta una forma normale come un albero. Una forma normale è infatti �un
inscatolamento� di forme normali.
Tale albero è stato de�nito in [Bar84] come albero di Böhm e se M è un
termine viene indicato con BT (M). È così de�nito (def. 3.3.1, pag. 56):

Sia Σ = {λ x1 . . . xn.y | n ∈ N, x1, . . . , xn, y variabili} , allora BT(M) è un
albero etichettato da Σ de�nito come segue:

BT(M)=λ x1 . . . xn.y se M ha forma normale di
testa λ x1 . . . xn.y

BT (M) = λ x1 . . . xn.y se M ha forma normale di
testa λ x1 . . . xn.yM1 . . . Mm

BT (M1) BT (Mm). . .

Esempio. L'albero di λ x1x2x3.x1(x2(λ y.y))(x2x3)x3 è:

λ x1x2x3.x1

ssssssssss

IIIIIIIII

x2 x2 x3

λ y.y x3

Figura 1: Albero di Böhm di M ≡ λ x1x2x3.x1(x2(λ y.y))(x2x3)x3

Per la dimostrazione del teorema è fondamentale introdurre delle operazioni
sopra i λ-termini: le trasformazioni di Böhm.
Poiché il teorema considera due termini in forma normale distinta, ad esem-
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pio M ≡ λ x1 . . . xn.yM1 . . . Mm e N ≡ λ x1 . . . xn′ .y′N1 . . . Nm′ , è necessario
studiare la struttura sintattica dei due termini. Se M '/βηN , la di�erenza
potrebbe essere in testa, ovvero sulla radice dell'albero, oppure in uno dei
loro argomenti. Per il primo caso abbiamo dato la seguente de�nizione:
Se M ed N sono due termini in forma normale di testa, cioè

M ≡ λ x1 . . . xn.yM1 . . . Mm e N ≡ λ x1 . . . xn′ .y′N1 . . . Nm′

diciamo che M è ∼-equivalente a N e scriviamo
M ∼ N sse y ≡ y′ e n−m = n′ −m′

e il seguente risultato:
Lemma 3.4.1. Siano M, N due λ-termini normalizzabili.
Se M � N allora esiste una trasformazione π tale che

Mπ 'β V e Nπ 'β F.

Nel caso in cui la di�erenza sia in uno degli argomenti di M e N abbiamo
utilizzato la tecnica del Böhm-out che consiste nel costruire una sequenza
di termini che, se passati come argomenti a due forme normali distinte, es-
traggono un sottotermine per il quale essi di�eriscono. Questo è ottenuto
legando, in successione, le variabili di testa con degli appropriati seleziona-
tori così da poter percorrere il cammino dalla radice �no al nodo desiderato
degli alberi di Böhm associati ai due λ-termini.
Abbiamo ottenuto il risultato seguente:
Lemma 3.5.1. Siano M ed N due forme normali di testa distinte e tali che
M ∼ N. Siano Mi e Ni rispettivamente l'i-esimo argomento di M ed N.

Esiste una trasformazione π tale che, per ogni α, se
Mi∗α � Ni∗α allora (Mπ)α � (Nπ)α.

In entrambi i casi abbiamo visto che è possibile distinguere i due termini: nel
primo caso siamo riusciti a separare i due termini rendendoli equivalenti ris-
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pettivamente a V e a F, nel secondo siamo riusciti a portare la βη-di�erenza
in testa, e quindi a ricondurci al primo caso.

Nel capitolo 4 concludiamo studiando separazioni analoghe a quella introdot-
ta dal teorema di Böhm, per λ-termini anche non normalizzabili.
Abbiamo considerato l'equivalenza osservazionale ovvero un'equivalenza tra
i λ-termini che hanno comportamento analogo quando vengono inseriti nello
stesso contesto. In particolare abbiamo considerato tre diverse equivalenze
osservazionali:
1) osservando se l'applicazione di due λ-termini dentro un contesto ha o meno
forma normale si de�nisce l'equivalenza normale;
2) osservando se l'applicazione di due λ-termini dentro un contesto ha o meno
forma normale di testa si de�nisce l'equivalenza di testa;
3) osservando se l'applicazione di due λ-termini dentro un contesto ha o meno
forma normale di testa debole si de�nisce l'equivalenza di testa debole.
Abbiamo esteso la de�nizione di alberi di Böhm anche a termini non normal-
izzabili ammettendo rami in�niti o nodi con etichetta inde�nita (def. 4.2.3
pag. 76 e def. 4.3.2 pag. 78). In seguito abbiamo enunciato il teorema di
Hyland per a�ermare che l'equivalenza osservazionale normale coincide con
l'equivalenza sintattica degli η-alberi di Böhm e il teorema di Wadsworth per
a�ermare che l'equivalenza osservazionale di testa coincide con l'equivalenza
sintattica degli η∞-alberi di Böhm. Abbiamo concluso il capitolo dimostran-
do che l'equivalenza osservazionale di testa debole è quella che distingue più
delle altre.
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