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1. Si dimostri che ∃! g ∈ C([0, 1],R) tale che g(x) = x+ 1
2 sin(g(x)).

2. Dimostrare che la mappa

φ : S1 × (0,+∞) −→ R2 r {0}

tale che φ(θ, r) = (r cos θ, r sin θ), é biettiva ed ha inversa C1.

3. Dimostrare che la mappa

φ : S1 × (0,+∞)× R −→ R3 r {(x, y, , z) : x = y = 0}

tale che φ(θ, r, z) = (r cos θ, r sin θ, z), é biettiva ed ha inversa C1.

4. Dimostrare che la mappa

φ : S1 × (0, π)× (0,+∞) −→ R3 r {(0, 0, 0)}

tale che φ(θ, ψ, r) = (r cos θ sinψ, r sin θ sinψ, r cosψ), é invertibile ed ha
inversa C1.

5. Sia f ∈ C2(R2) e sia K ⊆ R2 un compatto. Si supponga che f ′′(x), che é
una matrice 2× 2, sia invertibile ogni volta che f ′(x) = 0.
Dimostrare che f ′ ha al piú �niti zeri in K.

6. Sia α ∈ C. Sia A : R2 −→ C tale che A

(
x
y

)
= x+ iy.

(a) Se α = a+ ib dimostrare che:

A−1
[
αA

(
x
y

)]
=

(
a −b
b a

)(
x
y

)
.

(b) Sia f : Ω ⊆ C −→ C di�erenziabile. Tale mappa si puó vedere come

una applicazione da R2 in se : f̃

(
x
y

)
= A−1

[
f

(
A

(
x
y

))]
.

Dimostrare che f̃ ′(z) é una matrice invertibile ⇐⇒ f ′(z) 6= 0.

(c) Dimostrare che se f : Ω ⊆ C −→ C é una mappa C1 e se f ′(z0) 6= 0,
allora f é invertibile in un intorno di f(z0).

(d) Considerare f : Cr {−1} −→ C, data da f(z) = z−1
z+1 .

Dimostrare che f(eiθ) ∈ Cr R.
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7. Sia f(x, y) = (1− x+ y)ex + ey − 1
2 .

(a) Studiare l'insieme L = {(x, y) : f(x, y) = 0}.
(b) Dimostrare che c' é un punto x0 > −1 tale che:{

f(x, 0) < 0 x > x0

f(x, 0) > 0 x < x0

(c) Usando il punto (b) ed il teorema del valore intermedio, dimostrare
che: {

y(x) > 0 x > x0

y(x) < 0 x < x0

(d) Dimostrare che: {
y′(x) ≤ 0 y(x) ≥ x
y′(x) ≥ 0 y(x) ≤ x

(e) Dimostrare che y(x) = x⇐⇒ x = ln( 1
4 ).

(f) Dimostrare che: {
f(x, x) > 0 x > ln( 1

4 )

f(x, x) < 0 x < ln( 1
4 )

e dedurre che: {
y(x) < x x > ln( 1

4 )

y(x) > x x < ln( 1
4 )

(g) Dimostrare che lim
x→−∞

y(x) = ln

(
1

2

)
.

(h) Dimostrare che lim
x→∞

y(x) = +∞.
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