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DERIVAZIONE DI FUNZIONI COMPOSTE

1. Derivazione lungo un cammino differenziabile.

Siano γ : (a, b)→ Rn, f : Rn → R di classe C1. Allora

d

dt
f(γ(t)) =

n∑
j=1

∂f

∂xj
(γ(t))

dγj
dt

(t) =< ∇f(γ(t)), γ̇(t) >

Infatti, dalla differenziabilitá di γ segue che

h(τ) := γ(t+ τ)− γ(t) = τ γ̇(t) + ◦γ(τ) ⇒ h(τ)

τ
→τ→0 γ̇(t)

Ed allora, usando la differenziabilitá di f , troviamo che

f(γ(t+ τ))− f(γ(t)

τ
=
f(γ(t) + h(τ))− f(γ(t))

τ
=
< ∇f(γ(t), h(τ) > + ◦f (‖h‖)

τ

⇒ lim
τ→0

f(γ(t+ τ))− f(γ(t)

τ
=< ∇f(γ(t), γ̇(t) >

perché
◦f (‖h‖)

τ
=
◦f (‖h‖)
‖h‖

‖h‖
τ
→τ→0 0.

ESEMPIO Sia f ∈ C1(R2) e sia γ ∈ C1((0, 1),R2).

f(γ(t)) = 1 ∀t ∈ (0, 1) ⇒ < ∇f(γ(t)), γ̇(t) >= 0 ∀t ∈ (0, 1)

Tale proprietá si descrive dicendo che ’se γ é contenuta su di una superfice di llivello
di f allora in ogni x = γ(t) si ha che: γ̇ é ortogonale a ∇f(x).

2. Corollario. Se g = (g1(x1, . . . , xn), . . . , gp(x1, . . . , xn)) é funzione di classe
C1 in Ω aperto di Rn, ed ej é base canonica in Rn, allora

γj : t→ g(x+ tej) é cammino differenziabile e γ̇jl (0) = ∂gl
∂xj

(x), l = 1, . . . , p

Scriveremo ∂g
∂xj

= ( ∂g1
∂xj
, . . . , ∂gp

∂xj
). Per quanto sopra, se f = f(y1, . . . , yp) ∈ C1(Rp,R),

allora

∂(f ◦ g)

∂xj
=

d

dt
f(g(x+ tej))t=0 =

p∑
l=1

∂f

∂yl
(g(x))

∂gl
∂xj

(x) =< ∇f(g(x)),
∂g

∂xj
(x) >
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3. Teorema.

Sia g ∈ C1(Ω,Rp), Ω aperto in Rn. Sia g(Ω) ⊂ O, O aperto in Rp aperto ed
f ∈ C1(O,Rm). Allora f ◦ g ∈ C1(Ω,Rm) e

Jf◦g(x) = Jf (g(x)) Jg(x) ∀x ∈ Ω

Infatti, come osservato in 2., l’elemento di posto i, j della matrice Jf◦g(x), dato da
∂(fi◦g)
∂xj

é uguale a < ∇f(g(x)), ∂g
∂xj

(x) > che é appunto l’elemento di posto i, j della

matrice prodotto Jf (g(x)) Jg(x), giacché la i−esima riga di Jf (g(x)) é ∇fi(g(x))
mentre la j-esima colonna di Jg(x) é ∂g

∂xj
(x).

REGOLA DELLA CATENA

Vogliamo adesso dare una formulazione ( e dimostrazione) intrinseca (cioé indipen-
dente dalla scelta di una base) della formula di derivazione delle funzione composte,
che, appunto in tale formulazione, prende il nome di ’regola della catena’. In tale
riformulazione assumeremo, piú in generale, che le funzioni f, g siano differenziabili
piuttosto che di classe C1.

Sia g : Ω → Rp, Ω aperto in Rn. Sia g(Ω) ⊂ O, O aperto in Rp ed f :
O → Rm. Se g é differenziabile in x ed f é differenziabile in g(x) allora g ◦ f é
differenziabile in x e

d(f ◦ g)(x) = df(g(x)) ◦ dg(x) e quindi Jf◦g(x) = Jf (g(x)) Jg(x)

Prova. Siccome f é differenziabile in g(x) e g lo é in x, si ha che

f(g(x) + k) = f(g(x)) + df(g(x)k + ω(k), g(x+ h) = g(x) + dg(x)h+ ◦(‖h‖)

ove ‖ω(k)‖ ≤ ε‖k‖ se ‖k‖ ≤ δε. Dunque, posto k(h) = g(x+ h)− g(x), é

f (g(x+ h)) = f(g(x) + k(h)) = f (g(x) + dg(x)h+ ◦(‖h‖)) =

f(g(x)) + df(g(x))[dg(x)h+ ◦(‖h‖)] + ω(k(h))

f(g(x+ h)) = f(g(x)) + df(g(x)) ◦ dg(x)h+ ◦(‖h‖) + ω(k(h))

Ma ‖k(h)‖ = ‖dg(x)h + ◦(‖h‖)‖ ≤ δε se ‖h‖ ≤ δ′ε, e quindi, per tali h,
‖ω(k(h))‖ ≤ ε‖k(h)‖ = ε‖dg(x)h+ ◦(‖h‖)‖ ≤ Cε‖h‖. Da qui la tesi.

L’affermazione sulle matrici Jacobiane segue dal fatto che la matrice rappresentativa
del prodotto di matrici é il prodotto delle matrici rappresentative.
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COMPLEMENTI

1. Matrice rappresentativa del prodotto di composizione.

Se indichiamo con AL,AU eAU◦L le matrici rappresentative di L ∈ L(Rn,Rm),
di U ∈ L(Rm,Rp) e di U ◦ L ∈ L(Rn,Rp), allora

AU◦L = AU AL (prodotto di matrici)

Siano ej, j = 1, . . . , n, êi, i = 1, . . . ,m, ěl, l = 1, . . . , p basi in Rn,Rm,Rp. Siano
Lej =

∑m
i=1(Lej)i êi, Uêi =

∑p
l=1(Uêi)l ěl. Allora

AU = ( (Uêi)l)i=1, ...,m, l=1,...,p AL = ( (Lej)i)j=1,...,n, i=1, ...,m

AU◦L = ( ((U ◦ L)ej)l)j=1,...,n; l=1,...,p

Ma (U ◦ L)ej = U (
∑m
i=1(Lej)i êi) =

m∑
i=1

(Lej)i Uêi =
m∑
i=1

[
(Lej)i

p∑
l=1

(Uêi)l ěl

]
=

p∑
l=1

[
m∑
i=1

(Lej)i (Uêi)l

]
ěl

e quindi

((U ◦ L)ej)l =
m∑
i=1

(Lej)i (Uêi)l

ovvero ((U ◦ L)ej)l é l’elemento di posto lj della matrice prodotto AU AL.

2. Il gradiente in coordinate polari. .

Data f ∈ C1(R2,R), scriviamo f in coordinate polari: g(ρ, θ) := f(ρ cos θ, ρ sin θ).
Allora,

gρ = fx(ρ cos θ, ρ sin θ) cos θ + fy(ρ cos θ, ρ sin θ) sin θ

gθ = −fx(ρ cos θ, ρ sin θ)ρ sin θ + fy(ρ cos θ, ρ sin θ)ρ cos θ

fx(ρ cos θ, ρ sin θ) = gρ cos θ − 1

ρ
gθ sin θ

fy(ρ cos θ, ρ sin θ) = gρ sin θ +
1

ρ
gθ cos θ

|∇f |2(ρ cos θ, ρ sin θ) = g2ρ(ρ, θ) +
1

ρ2
g2θ(ρ, θ)

3


