AMZ210 12/13: Tracce delle lezioni- XI Settimana
IL PROBLEMA DI CAUCHY

Sia f € C(O,R"), z € O C R"™ aperto. Trovare, se esistono, § > 0, e una
funzione v € C*((—4,4), O) tali che

Y(t) = f(v(1)) vt e(=0,0), y(0)== (%)

NOMENCLATURA. L’equazione  4(t) = f(v(f)) ¢ infatti un sistema
di n equazioni differenziali nelle n (funzioni) incognite  v(t) = (71(%), ..., (t)):

%t) = fi(y(t) vie(=6,6),  %(0) ==z di=1....n (%

La condizione v(0) = x si chiama condizione iniziale.

La funzione data f si chiama anche campo di vettori in O (i vettori f(z)
applicati nei punti x € O). Una soluzione v é una curva tangente in ogni suo pun-
to al campo di vettori f e si chiama anche curva integrale del campo. Al variare
della condizione iniziale z in O si otterrd una famiglia di curve v*(¢) che si chiamerd
flusso generato dal campo f.

Dal punto di vista dinamico, f é un campo di velocita e (t) é, al variare di
t, la traiettoria od orbita di un punto mobile la cui velocita all’istante ¢ é data
da f(y(t)) e che si trova nell’istante iniziale t = 0 nella posizione iniziale x.

ESEMPIO.  Sistemi lineari n x n. Data A := (a;;) matrice n X n, le resta
associato il sistema di n (EDO) in n incognite x; = x;(t):

Osserviamo che se P é matrice n X n invertibile e x(t) é soluzione di (EDO), posto
y(t) := P~ lz(t), risulta y = P~z = P~li = P~ Ax = (P~'AP)y. Dunque z é
soluzione di (ED=) se e solo se y(t) := P~1xz(t) é soluzione del nuovo sistema

y= (P 'AP)y

Come noto, scelte opportune di P permettono di portare A in forme piu semplici,
le forme canoniche. Ad esempio, se A ha n autovettori &’ linearmente indipendenti,
corrispondenti ad autovalori A;, e P ¢ la matrice che ha per colonne gli autovettori,
allora P~' AP é matrice diagonale, con elementi della diagonale dati dai \;.
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Richiamiamo le forme canoniche nel caso n = 2. Un ruolo fondamentale nella
riduzione a forma canonica ¢é giuocato dall’analisi spettrale della matrice dei coeffi-
centi A. Le forme canoniche corrispondono ai casi seguenti: la matrice A ha

(i) due autovalori reali A\; < Ay con due autovettori linearmente indipendenti;
forma canonica corrispondente: matrice diagonale con elementi Ay, Ag

(i) due autovalori coincidenti A\; = Ay := A, con  ker(A — A\Z) = R¢
forma canonica corrispondente: a; = X, a9 =0

Per vederlo, basta prendere come P la matrice che ha per colonne ¢ ed
n ¢ ker(A — A\Z), tale che (A — \Z)?(n) = 0.

(iii) due autovalori complessi coniugati a =+ ib;

forma canonica corrispondente: a; =a, a2 =0, ag = —b.

Per vederlo, basta prendere come P la matrice che ha per colonne parte reale e
coefficente della parte immaginaria dell’auovettore corrispondente ad a + ib.

Nel caso (i) abbiamo il sistema & = Az, ¢ = Ay

La soluzione di punto iniziale (traiettoria passante per) (zo,yo) €

At t
;

z(t) = e y(t) = yoe™

Notiamo che se A\; A2 > 0, le traiettorie sono asintotiche all’equilibrio (0, 0):
(x(t),y(t)) — (0,0) pert— —oo, se Ay > 0, oppure per t — +00, se Ay <0 .

Nel tracciare le traiettorie, possiamo supporre xg, 1o > 0; gli altri casi si deducono
per riflessione rispetto agli assi. Se yo = 0 (risp. x¢ = 0), il moto avviene lungo
'asse delle x (risp. delle y). Come osservato sopra,

I” origine € un punto di equilibrio repulsivo se Ay > 0: >0,y > 0,
ed ¢ invece attrattivose o <0: <0, y<O0.

Eliminando il parametro, si trova ’equazione cartesiana della traiettoria:

Ay

T\ N

Y =1 () x>0
Zo

Nel caso A1 < 0 < Ay le traiettorie, diverse dai semi assi, non sono asintotiche

all’equilibrio, che é parzialmente attrattivo/parzialmente repulsivo, ma sono piut-
tosto simili a rami di iperboli (come quando 2 = —1).



Nel caso (ii) abbiamo il sistema & = Az +ay, 9y =y

La soluzione della seconda equazione é y = y(0)e* e la prima equazione diventa
i = v+ ay(0)er e quindi  x(t) = [2(0) + ay(0)t]e*.  Dunque le soluzioni
sono, in dipendenza dalla condizione iniziale (due parametri arbitrari)

w(t) = [2(0) + ay(0)t]e™,  y=y(0)e

Caso (iii). Il sistema si scrive & = az + by, y=—br+ay ovvero
T —ax = by, y—ay = —bx ovvero, posto &(t) :=xz(t)e” ™, n(t) =y(t)e ™

§=0bn,  n=-b§
Se (&(t),n(t)) é soluzione di questo nuovo sistema, allora

d [&+7
at | 2

]zﬁémﬁ:bsn—bnfzo

e quindi la traiettoria per (£(0),7(0) = (x¢, yo), in forma cartesiana, ¢ la circonferen-
za

&+’ = x5+ y;
In particolare, le traiettorie del nuovo sistema (ovvero del vecchio nel caso a fos-
se zero) sono curve chiuse: il moto é periodico (parleremo di orbite periodiche).
Per ottenere la soluzione in forma parametrica, conviene usare notazioni complesse,
ponendo

2(t) = E(t) +in(t), z=E+im=—ibz 2(0) = £(0) 4 in(0)

Troviamo cosi 2(t) = (£(0) +in(0))e~™ =
(£(0)+1i1(0))(cos(bt)—isin(bt) = £(0) cos(bt)+n(0) sin(bt)+i[n(0) cos(bt)—&(0) sin(bt)]
e quindi
£(t) = Rez = £(0) cos(bt) +n(0)sin(bt),  n(t) = Imz = 5(0) cos(bt) — £(0) sin(bt)
Tornando al sistema originario, troviamo la soluzione

2(t) = e®[zi(0) cos(bt) + y(0)sin(bt)],  y(t) = e™[y(0) cos(bt) — z(0) sin(bt)]
Notiamo che, mentre questa orbita é una circonferenza quando a = 0, nel caso a # 0,

I'orbita é una spirale che si avvolge attorno all’equilibrio.

NOTA. Le soluzioni trovate esistono per tutti i tempi. Questo vale per tutti
i sistemi lineari a coefficenti costanti, come conseguenza del teorema di esistenza
globale che seguira.



Una formulazione equivalente del Problema di Cauchy: esistenza di un
punto fisso per un operatore integrale

Se v € C'(=4,6),0) é soluzione del Problema di Cauchy (), allora, per il TFC,

t
vi(t) = x + [ fi(y(7))dr, ovvero, con notazione vettoriale,
0

W) =+ [fG()ar e (=6,0) (%)
0
ove, se  x € C([a,b],R"), intendiamo che fbx(t)dt = (f x(t)dt, . . ., fb:vn(t)dt).

Viceversa, se v € C(—46,6),0) risolve l’equazione integrale (xx), allora , di nuovo
per il TFC, v € C*(—4,6),0) e soddisfa (x).

Vediamo ora come () si riscriva come equazione di punto fisso per un opportuno
operatore integrale. Per fissare le idee, supponiamo dapprima che O = R". E
allora definito I'operatore

N:C(R,R") — CYR,R") C C(R,R"),  (Ny)(t) =+ /fw(r))dr

Dunque v é soluzione di (PC) se e solo se é punto fisso di N. Per cominciare,
vogliamo mostrare, con il metodo delle approssimazioni successive che, se f
é Lipschitziana, allora (PC) ha una soluzione, che risulterd essere unica. Avremo
bisogno del

FATTO. Siaz € C([a,b],R"). Allora

H / atl < [ (o)l

b b b b
Infatti, || [z(t)dt]|3 =L, (f :cl-(t)dt> (f xi(s)ds> = [ T (f xi(t)dt> xl(s)l ds.
Usando Cauchy-Schwartz, troviamo

H / )il < / / )t s ||2]ds—u JEQEE / lz(s)ll2 ds

b
Dividendo per || [ z(t) dt|| si ottiene la tesi.
a
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TEOREMA di Picard 1
(esistenza ed unicitd globale per (PC) in ipotesi di Lipschitzianitd globale)

Sia f Lipschitziana in R™. Allora (PC) ha una ed una sola soluzione.

Prova.  Peripotesi: 3L >0: | f(&) — f)l2 < L||€ —nll2 V& n € R™
Proviamo ’esistenza. Sia

Y(t) ==z Vt e R, Y (t) ::[E—i—/f(’}/o(T))dT:tl‘,... Vi1 = NYn, . ..

Basta provare che

e CR,RY): VT >0, v =7llocpor = sup, 1 () = ¥(#)ll2 =n O
te|0,

(e similmente su [—T',0]) perché allora, da

Bon(®) =2t [ FOu()dr, | [ (FOul)=FGEdrle < 2T | = oz —2a 0

t
segue che ~(t) =x+ [ f(r)dr Vt. E siccome C([0,7],R") munito della norma
0

|.[locsfo,ry € completo, basta provare che
VE, Elns : ”’Yn-i—p-‘rl - ’YnHoo;[O,T] S € n Z neavP eN
Intanto, set > Osihache [y (t) = @)l < tlf(@)2 e lra)=n@)]: <

FIF () = FOo(rDll < L In(r) = 3o(Dlladr < L J ol f(@)ladr = 5 14

L || f (@)

n4+ 1! I Vn  perché ||y, () =vn-1(t)[[2 <

Allora,  [[7n41(t) =7 (t)]2 <

L @)l
- nl L

= () = m(@®)l2 < / 1f (7)) = f (a1 (7)) [|2dT <

¢ t
Ln+1
/LH%(T) — Y1 (T)[|2dT < — Hf(Z)||2 /T”dT. Ma allora
0 G 0
1f(2)|]2 [ (Lt)™P* (Lt)" L
[Yntpt1(t) — (D)2 < 7 ntprl T + - e quindi

5



(LT)*
k!

xXr
[Yntpr1 = Ynllossor) < ||f(L)||2 > <e se n>ne

k>n

Unicita. Siano 7,7 due soluzioni di (PC) e sia TL < 1.  Allora

tel0T] = (@) =@ < /Hf (n(7)ll2d7 <

L/ (7)) = n(T)ll2dr < LTy = nllocsor) = 17 = 1llocgory = 0

Alora,  te[121] = |r(®) = (). < / 1F(1()) = F () adr <
L/ Iv(7) = n()lledr < LTIy = nllocsozry = 17 = llaogozr = 0
e cosi via.

NOTA. Tale Teorema implica anche I’esistenza locale in ipotesi di Lipschitzianita
locale: se

I L>0: [[f(€) = fMl2<NE=mnll2 V& n€ By(z) COCR”

allora esiste 6 > 0 ed esiste vy € C''((—4, ), O) soluzione di (PC).

Sia infatti ¢ € C°(Bs.(2),[0,1]), ¢ = 1 in B,(x).  Siccome f¢ é chiaramente
globalmente Lipschitziana, il Teorema assicura l’esistenza di una soluzione per il
Problema di Cauchy relativo a f¢, e tale soluzione é anche soluzione, per tempi
piccoli, del Problema di Cauchy relativo ad f.

Diamo comunque una dimostrazione diretta dell’esistenza ed unicita locale per (PC)
sotto ipotesi di Lipschitzianita locale, che fornira anche la dipendenza continua della
soluzione dal dato iniziale.

Sia dunque f € Lip;.(O, R™) (per esempio, f € C1(O,R")), cioé
Data la natura locale delle ipotesi, una soluzione del problema

) = f((®) Vie(=6,0), A(0)== (PC)



si pué cercare, qui, come punto fisso in una opportuna palla chiusa di C'([—4, §], R")
della trasformazione

()t =+ [ fG(r)dr e (-5,0)

Piti precisamente, sia  Ba.(79) C O, cosicché | se x € B,(xy), allora
Iv(#t) — x| <r Vte[-0,0] = |y({t)— x| <2r Vte[-06,0]

Posto
M:= sup | f()l

EEEQT(IO)
eventualmente rimpicciolendo 9, possiamo supporre che M < r e quindi

t
w([-6,8]) C Bo(z) = -+ / F((r))dr € Bop(o) Vi € [0, 4]
0
b
Ci6 segue dalla diseguaglianza | [ z(t)dt]| < [ |jx(t)||dt.

Con tale scelta di 9, la formula
(T)(t) =+ [ f(r)dr te -6,

definisce un  operatore integrale T®  che trasforma ~ € C([—4,6], B,(x)) in
T*y € C([—0,6], B.(z)) cioé T manda lo spazio metrico completo C([—0, 6], B.(z))
in se: -~y soddisfa (xx) se e solo se 7 é un punto fisso di 7™.

TEOREMA di Picard 2
(esistenza/unicitd locale/dipendenza continua per (PC) in ipotesi Lipyy.)

Sia f € Lipi.(O), O aperto in R". Sia  Ba,.(19) C O. Siano

M= suwp |f@I,  [If@) = f@I <kl —yll Va,y € Ba(xo)

w€Bar(x0)
Sia 6 >0 tale che k<1, oM <r. Allora: per ognix € B,(x),
3!1y" € C*((—6,6), Bay(x0)) tale che ¥0) =z, A*(t) = f(7¥*(t)) Vte (4,9)
Inoltre, v* dipende in modo continuo da x:

1
1—0k

I = 3"lle = sup 1) =" Ol < le =yl o,y € Bi(x)

te[—o,
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Prova. Ricordiamo che lo spazio vettoriale C'([—6,0], R™), munito della norma
IVllec = sup ||v(¢)||, é un Banach, e quindi
te[—9,0]

X ={yeC([-60,R"): |y{t)—z| <r Vte[-0,0}
é spazio metrico completo (rispetto alla metrica indotta). Ora, fissato z € B,.(zg),
yeX = |v@t)—z| <r Vte[-6,0] = ||v({)—zo| <2r Vte[-6,0]

Dunque, ¥y € X, é definita la funzione f(v(t)), t € [-6,0] e quindi lo é la
funzione

Tx'y:t—>x+/f(*y(7))d7, te[-4,0]

Chiaramente 7%y € C([-6,0],R™) Vy € X. Inoltre, yeX =

/ LF ) ldr

Infine, 7,5€X = HT%—T%HOOStes[ggﬂllgt‘[f(v(ﬂ)—f(ﬂ(T))]dTHS

(T —x]|—||/f )dr|| < <éM<r = TyeX

< k6lly — Bl

| () = 5)ler

perché f é Lipschitziana di costante k in Bo,(q). Siccome 0k < 1,
T% é una contrazione di X in sé e quindi, per il Teorema delle contrazioni

I eX: TTy* =A%, Notiamo che  (77*)(0) = z.
Dunque, ~* é 'unica soluzione, definita in [—§,4] , del problema di Cauchy

V() =F(y(1) Vie(=0,0),  (0) ==

t
Infine, 7" = 1[lec < llz =yl + S SO (r) = f(()ldr
(S )

le =yl Vz,y € Bi(xo)

1
_ Skll~® — ~Y o = T _ ~Y o <
|z = yl| + ok[|* — "] 17 ="l < 755



PROBLEMA DI CAUCHY: Unicita globale, soluzione massimale.

Proposizione 1.  Sia f € C*(O,R"), O aperto in R™. Siano v € C'((a,b))
e 8 € C'((a,b)) soluzioni dello stesso problema di Cauchy

#(t) = f(2z(t),  2(0) = o

Se (a,b) C (a, Z;), allora v = B in (a,b): [ € un prolungamento della soluzione .
Prova. Per il Teorema di Picard, esiste § > 0 tale che v = § in |t| < 4. Quindi

t:=sup{t: ~(r)=p(1), Vr€[0,t]}

¢ ben definito e maggiore o uguale a §. Si tratta di mostrare che ¢ = b. Sia per
assurdo t < b. Per continuitd, ¢é allora anche () = B(f) e inoltre 7(t), 5(t) sono
soluzioni dell’equazione differenziale in (0,%] . Dunque 7, 5 sono entrambe soluzioni
del medesimo problema di Cauchy

#(t) = f(z(t), =) =) =5()

e quindi coincidono anche in [¢,¢ + o] per un o > 0 piccolo, e quindi
t:=sup{t: ~(r)=pB(1),Vrel0,t]} >t+o
contraddizione. Dunque v = 8 in [0,)) e, analogamente, v = 8 in (a, 0]).

Una soluzione non prolungabile si chiama soluzione massimale. La soluzione
massimale é, per via della Prop. 1, unica. Il suo intervallo di definizione si chiama
intervallo massimale di esistenza e si indica (¢~ (xg),t"(xg)), o semplicemente,
se non vi é ambiguitd, (t—,t).

Se t (xg) = —o0, tT(xg) = +o0, diremo che il Problema di Cauchy con
condizione iniziale z(0) = zy, ammette soluzione globale o per tutti i tempi.

ESEMPI.

I1 problema di Cauchy & = z, x(0) = 2y ha come soluzione massimale
z(t) = xpe’, t€R

mentre il problema & = 22, 2(0) = 29 > 0 ha come soluzione massimale
z(t) = 2, te(—00,—).

txo ? %




Proposizione 2. Sia f € C*(R™,R"), A(t) = f(y(t)), t€][0,T). Allora

M = sup ||[f(y())| < 4+o00 =~ éprolungabile oltre T

te[0,T)
Dunque, sup ||f(v(t))|| < +oo (ad es. se vy é limitata) =t~ = —o0,t™ = +00.
te(t=,t+)
, ¢
Prova. B [lv(t) =v()ll = | [ f(y())drll < Mt —s| Vs, €[0,T) e

quindi v é uniformemente continua in  [0,7").  Ne deriva che

3 (7)== lim v(t) e Y(T)=f((T))

t—T—

Detta allora 4  la soluzione del problema di Cauchy con dato iniziale 4(T") =
v(T), la funzione uguale a v in [0,7) ed uguale a4 in [T,T + 4] ¢ di classe C*
ed ¢ soluzione del sistema differenziale in [0,7 + ¢].

Corollario 1. Sia g € CY(R", R) tale che
(1) {z:g(x) <g(ze)} élimitato Vo€ R" (i1) < Vg(z), f(x)> <0 Vz
Allora le soluzioni del sistema & = f(x)  sono definite per tutti i tempi positivi.

Infatti, 2g(z(t)) =< Vg(z(t)), & >=< Vg(z(t)), f(z(t)) > < 0 Vt e
quindi la traiettoria x(t) si mantiene, per tutti i tempi positivi, nella regione limitata
{9(z) < g(x0)} e quindi t7 = +o0.

Corollario 2. Data g € CY(R",R), siano g™ :={x: g(z) < M} e
YMi={z: g(x)=M}. Se

(1) g™ :={x:g(x) < M} ¢élimitato (ii) < Vg(x),f(x)> <0 VeexM

allora la soluzione del problema di Cauchy & = f(x) x(0) =xy cong(xg) < M
€ definita per tutti i tempi positivi.

Infatti g(z(t)) < MVt € [0, (20)), giacché, se no, é ben definito
T:=inf{t >0: g(z(t))>M} equindi g(z(t)) <MVt<T e g(z(T)) =M
Ma questo ¢ assurdo perché, se t < T, T — t piccolo, allora
(gox)(T) =< Vg(a(1)),2(T) > =< Vg(a(T)), f(=(T)) > < 0 =
g9(x(t)) = g(x(T)) + (¢t = T) [< Vg(z(T)), f(z(T)) > +o ()] > g(x(T)) =M
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ESEMPI E COMPLEMENTI

Esempio 1. Le soluzioni del sistema x

= —z3%? y: —2y322 sono
definite per tutti i tempi positivi: basta prendere g(z,y) =

e ﬂ’ per ottenere

d d  x®+y? ) _
L ya(t). 1) = L) — i by = -t <0

Invece, t~ > —oo quale che sia la condizione iniziale. Questo si pud vedere cosi’:

d . .
@ y(@)?] = 208 + 22 = =22y (2°y%) — 292 (2y°2%) = —6(2°y?)?
cioé z(t) := z(t)*y(t)? risolve 2 = —62% e quindi  z(t) = H%(i,z% te (—6%(0), +00).
Siccome  2(0) = z(0)?y(0)* e

2(0)

20 2(0)
1+ 62(0)¢

= —9 2. 2 — _9y—
4 y(=7y’) y1+6z(0)t

i = —x(r?y?) =

z(t) _

troviamo  log gy = — f O _gs, log z(() —2 f jds,  ovvero

1+62( )s 1+6
z(t) = (1%_2(;()0)75% y(t) = % te (_6,21(0)’ +00)
Nota anche che % =-2r%t =2 = log & y(t 2log t y(t) = f((OO))Qx(t)Q.
Sistemi gradiente: i =—-VF(z) F € C*R"R).
Per applicare i Corollari, basta prendere g = F: < Vyg(z), f(z) > = —||VF|?

ededurre chese {z e€R": F(z) < F(zxo)} ¢limitato per ogni zy € R™, allora
le soluzioni sono definite per tutti i tempi positivi. In effetti si pud dire di pit:

se F' € inferiormente limitata le soluzioni sono definite per tutti i tempi positivi.
Infatti,  fy |[VF(z(r)|*dr = — [5 (F(x(7)))" dr = F(x(0)) — F(x(t)) <
F(x(0)) = inf F' = [lo(t) — z(s)]| = || [ #(r)dr|| < [J|VF(x(7))lldr <
t—s2 (J2 ||VF($(T))||2dTS>2 < [t—s|? (F(2(0)) —inf F)? Vs < tequindi z(t) é

uniformemente continua. Si conclude come nella dimostrazione della Proposizione 2.

Esempio 2. Le soluzioni di i = zy*(z* + y?) v = —yr'(z? +y?)
sono definite Vt: dt( +y?) = 2230 + 2yy = 22M% (2% + y?) — 222t (2 + ) = 0
e quindi g € costante lungo le traiettorie, ovvero le traiettorie sono contenute
negli insiemi di livello di g, che sono visibilmente limitati.
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