AM120 2013 Settimana 7
SUCCESSIONI E SERIE DI FUNZIONI
CONVERGENZA UNIFORME.

In generale, le proprieta di regolarita delle f,, non si conservano nel limite puntuale.
Se  fu(xz) =2", x €[0,1] le f, sono continue, ma il loro limite non lo é; se
s

fn(x) = zarctan(nz), le f, sono derivabili, ma il loro limite, f(z) = 7|z[, non lo é.

Ese fu(x)= %’“(m), il loro limite é si derivabile, ma non é la derivata del limite
delle f;: xqop = lim,, f;, # (lim, f,)" = 0! Occorre una nozione di convergenza pii
forte:  f, si dice uniformemente convergente in F ad f se

Sup |fu(z) = f(2)] 2ns00 O

La > a,(z) ¢é serie uniformemente convergente in F se la successione
delle somme parziali S, (7) := X}_, a,(r) converge uniformemente in E.

ESEMPI. 1. La successione f,(x) = ™ converge uniformemente a zero
in [0,a) se 0<a<1,  malaconvergenza non é uniforme in [0,1). Infatti
sup 2" =a" — 0 mentre sup 2" =1

z€(0,)] z€[0,1)
2. ( Traslazioni). Sia f una funzione (non identicamente nulla) nulla fuori di

(0,1). Siano falz) == f(x —n)  letraslate di f. Allora f,(z) —n00 O
Vr € R, ma la convergenza non é uniforme, giacché  supg |f.| = supg | f|-

3. ( Cambi di scala). Sia f una funzione (non identicamente nulla) nulla fuori
di (0,1).  Siano fo(z) == f(nz) . Allora  f,(7) 2450 0, Vr € R, ma
la convergenza non é uniforme, giacché  supg |f.| = supg |f]-

4. fu(z) == min{n, 1} =, 1, Vz € (0,1, ma la convergenza non é uni-
forme in (0,1].  Infatti sup % = oo mentre vale chiaramente la seguente
Proprietd. sup,cp |fu(z)] < 400, fi —noee f uniformementein E =

Sup,ep |f(2)] < +o0

Condizione di Cauchy uniforme. Se f,, converge uniformemente ad f in
E allora f, ¢ Cauchy uniforme, nel senso che

Ve>0 3dne: supl|fu(x) — fu(x)] <€ Vn,m >n,
el



Il criterio di Cauchy.
fn € uniformemente convergente in E sse la f,, ¢ Cauchy uniforme in E.

NECESSITA: fo— f uniformemente in F =
ne | fu(@) = fm(@)] < |ful2) = f (@) +|f(2) = fu(2)| < €V € E'sen,m = ne.

SUFFICENZA: intanto, per ogni fissato = in E, la successione n — f,(z) é di
Cauchy, e quindi f(z) := lim,_, f.(z) esiste finito per ogni z in E.
Poi, dall’ipotesi, fissato € > 0, dn. tale che

(@) = F(@)] < [fal@) = fasp(@)| + [frrp(2) = f(2)] < €t [fapp(a) = f(2)] Vo € B

se n > n, e quale che sia p € N. Fissato n > n. e mandando p all’infinito in
|fu(z) = f(2)] < €+ |fuip(x) — f(z)| Vx € E siottiene |fu(x) — f(x)] <e Ve € E

e per ogni n > n, cioé f,, converge uniformemente ad f.

Criterio di Cauchy per le serie . > °°, a,(z) converge uniformemente in £

n=1
sse .
n+p
Ve>0, In.: n>ne,peN = sup |> a;(z)] < e
zel j=n

Teorema 1 (la convergenza uniforme conserva la continuitd).

fn€C(E), fu—nf uniformementein FE = f¢&C(F)

Dimostrazione. Fissato e€>0 siano n., 0. >0 tali che
[fo(@) = f(2)] <€ Vo € E, |fo(z) = fa(zo)| < € Vo € E, [z — 20 < 0.
Allora
|f(x) = f(mo)] < 26, Vz € E, |z — x0| <6

NOTA 1. Se la convergenza non ¢é uniforme il limite pud non essere continuo.
Esempi:

L. fo(x) = 2™, x € [0,1] converge (puntualmente) in [0,1] a x3, la funzione
caratteristica dell’insieme {1} (ovvero alla funzione che vale 1 nel punto 1 e zero
altrove).

2. fulz) = Hﬁ converge puntualmente alla funzione, discontinua in zero, xyo3.

B - - . . o
3. fu(z) = arctan(nz) — TX(0400) — 5X(=0,0)-  Siccome la funzione limite é
discontinua (in zero), la convergenza non pué essere uniforme.



Continuita del limite, equicontinuita e convergenza uniforme.

Funzioni equicontinue in F. La continuita del limite si pud anche ottenere,
alternativamente, nell’ipotesi di equicontinuitd: le f, sono equicontinue in E se

Vag € E,\Ve >0, 30 =6, sup|fu(x) — fulzo)| <€ se |z —z| <9I
Infatti, f.(x) = f(x)Ve € E, f, equicontinua in xy = [ continua in

giacché | fu(x)— fu(zo)| <€ se |z—xo| <6 implica, passando al limite per ogni
fissato x con |z — x| <0, |f(x) — f(xo)| <e.

Un esempio importante di funzioni equicontinue é dato dalle

Funzioni equilipschitziane f, sono equiLip in [a,b] se
AL >0: |fulz) = fuy)] < Llz =yl Va,y € [a, ]
Dal Teorema di Lagrange segue subito che se f,, € C*'([a, b]) allora

sup |fi(z)] <L YneN = f, sono equiLip

z€|a,b]
Cé uno stretto legame, nella classe delle funzioni continue, tra convergenza uniforme
ed equicontinuita:
Proposizione . Siano f, € C([a,b]), fu(x) = f(x) Vz € [a,b]. Allora
(i) fo— f wuniformemente in [a,b] = f, ¢ equicontinuain [a,b
(17) fn equilip = f, converge uniformemente a f
Prova di (i). Fissato xg € [a,b], si ha
() = fal@o)|l < [fule) = f@)] + | (@) = f(zo)| + | f(z0) = fulzo)] < 3€
se |z — xo| <6 ed n > n.. Rimpicciolendo eventualmente 6 > 0, é anche
\fo(@) = fulzo)| <€ Vn=1,....,n. se |x—x9|<d

. . . _ k(b—
Prova di (i7). Fissatoe > 0, siano  xy = a,r; = xo—i-bT“, T = .iI?o—i-% =0,

con k tale che L”’Ta < e. Preso z € [a,b], sard = € [z}, z,41) per qualche j. Siccome
folzj) = f(z;) V5 =0,...,k, si pud trovare n. tale che |f,(z;) — fin(z;)] < €
Vi=0,...,k. Allora

[fn(@) = fn(0)] < |fnl@) = ful@i)] + [fn(25) = fon(5)] 4 [ (25) = fm(2)] < 3€

3



Il Teorema di Ascoli-Arzela.  Siano f, € C([a,b]) tali che

(i) IM >0: sup |fu(z)| < M (equilimitatezza)
z€la,b]
(i) AL >0: |fu(z) — fuly)| < Llx —y| Vz,y € [a,b] (equilipschitzianita)

Allora esistono f,, ed f tali che f, — f uniformemente in [a, b].

Prova. Sia D C [a, b] sottoinsieme numerabile denso. Dalla uniforme limitatezza
di f,, deriviamo, usando ’argomento diagonale di Cantor, I'esistenza di una sotto-

successione f,, tale che f(z):= klilil fn,(x)  esiste finito per ogni x € [a, b].
—400

Da |fu(z) — fuly)| < Llz —y| Vaz,y € [a,b],Vn € N segue, passando al limite,
che |f(z)—f(y)| < Llzr—y| VYx,y€ D Cla,b]: [ éuniformemente continua.
Dalla uniforme continuita di f in D, segue che f si pu6 prolungare ad una funzione,
che continuiamo a indicare con f, Lip su tutto [a,b]. Resta da provare che f,,
converge ad f su tutto [a,b] (la convergenza sard poi anche uniforme perché f, é
equilip). Sia dunque z € [a,b], z; € D,x; —; x. Allora

(@) = F(@)] < [ fn (@) = fr (@) | + [ fi (25) = f ()] + | f(25) — fl2)] <
< 2Llx — x| + | for (z5) — flzy)] = lim sup |for(@) = f(2)] < 2LJx — x| V)
e quindi  limsupy, | f, (z) — f(z)| <0  equindi f,, () =« f(2).
Teorema 2 (il limite delle derivate é la derivata del limite).

Siano [ intervallo aperto, f,g:I — R, f, € CYI) taliche
fol@) =n f(2) e fl(x) =, g(x) in I Allora

f/ =, g uniformementein I = fcC'(I) e (lim fn) = lim fr
Prova. Fissato x € I, se h+x € I, 3t =t(n,h) € (0,1) : \w —g(z)| =

N ACRROR AC)
iy )

— fo(@)] = lim | f.(x + t(n, h)h — £, (2)|

D’altra parte, f! converge uniformemente a g e g é continua (perché le f! lo sono)
implicano che Ve > 0,3n. € N, 0 > 0 : |fl(x 4+ t(n,h)h — f(x)] <

< |fulz +t(n, h)h = g(z +t(n, W)h)| + gz + t(n, h)h) — g(z)| + |g(x) — fr(z)] < 3e

NOTA. La convergenza uniforme delle f; ¢é essenziale.  Controesempi:



Sia fu(z) == |z|""%, = € (=1,1). E lim,o fu(z) = |z| (limite uniforme!)
che non é derivabile in x = 0 anche se le f, sono di classe C'. Notare che
fi(z) = (1 + %)ﬁm% —nooo T Per z 7# 0 e f1(0) =, 0 (convergenza
non uniforme!)

Sia f,(x) = L arctan(nz), successione (uniformemente) convergente a zero in R di

funzioni di classe . E f!(z) = ﬁ —n—oo X{0}- Dunque la derivata del limite
non ¢ (in x = 0) il limite delle derivate.

Derivazione termine a termine nelle serie di funzioni.

(i)  Siano a, € C([a,b]). Selaserie  >2° a,(x)  ¢éuniformemente con-
vergente in [a,b], allora  S(z) : =Y, a,(z) ¢ continua in [a,b].

(i)  Siano a, € C*(I). Se la serie di funzioni o ap(x)  convergein [ e
la serie o ,an(z)  converge uniformemente in I, allora

d o) o

da,
dr P an() = n; %(93)

SERIE TOTALMENTE CONVERGENTI

o0

* an(x) é totalmente convergente in E' se Y02, sup |a,(z)| < +oo
el

La totale convergenza implica ’uniforme convergenza:

00 n+p n+p n+p
> sup |an(z)] < +oo =D aj(x |<Z|aj \<Zsup lan(z)| <€ Vzx e FE
n=1 TEE j=n j=n L))

ESEMPI di serie uniformemente convergenti ma non totalmente convergenti:

1. Se ay(z) = %, la serie >°° | a,(z) converge, ovviamente in modo
uniforme , ma non é totalmente convergente, perché > °°, |a,(z)| = 4oc.

2. sia f € C(R), nulla fuori di (0,1), an(z) := L f(z — n).
La serie di funzioni 2021% (x —m)  converge alla funzione S(z) che vale
Lf(x —n) in [n,n + 1] e zero se z < 0. Inoltre la convergenza ¢é uniforme in R,

perché  |S(z) = Su(@)l = [ Zyon 5./ (2 =) < gizsup |f] = 0.

La convergenza perd non é totale, perché sup |an( )| = Lsup |f(2)].
z€R zeR
Convergenza totale delle serie di potenze. Se Yoy apa” ha raggio
di convergenza r, allora Y>> a,a" converge totalmente in [—§,6], Vo < r:
[e.e]
sup |a,z”| = |a,|6" e > |an|6" < 400
|z|<d 0



La somma di una serie di potenze é una funzione C*.

Le a,(x) := a,x™ sono funzioni C* e la serie delle derivate k-esime

Z (n—1)...(n—k+ 1Da,z"" :Z

aj+kx3

¢ anch’essa serie di potenze ed il suo raggio di convergenza ¢

(limsup|n(n—1)...(n —k + 1)an]%)*1 = (lim sup \an\%)*l

ESEMPIO: K = & (L) = 5 Ul yp e (—1,1),

(1—z)k+1 dxk

Criterio di Leibnitz. Se 0 < a,1(z) <an(zx) Vo € E, n € N, allora

—+00

SUp @n(T) —potec 0 = Y (=1)"a,(z) converge uniformemente in F
el n=1

Intanto, la serie converge puntualmente in F per il criterio di Leibnitz per le
serie numeriche. La convergenza é anche uniforme perché

+oo
—agp_1(7) < Z (—DFar(z) <0,  agn(z) > Z )>0 VreE =
k=2n—1 k=2n
|Z z)| < ap(r) 2nsi00 0 uniformemente in  E

Teorema di Abel . Siano f,, g, tali che
(1) far1(z) < fulx) >0 (opp. fota(z) < fu(x)) Vo€ E,Vn
(il) IM >0: |fulx)| <M Vxe EVn
(ii) >, gn € uniformemente convergente in E.
Allora Y, fugn € uniformemente convergente in F.

Corollario. Se > a,z" ha raggio di convergenza r e > 7 a,r" con-
verge allora la convergenza della serie é uniforme in [0,r]. In particolare, f(z) :=
donr o apx™ é continua anche in z = r.

Deduzione del Corollario. Sia r il raggio di convergenza di Y., a,x™. Scrivendo
Pon anx™ =32, byy™ con b, = a,r",y = 7, possiamo supporre che r = 1. Cambiando
eventualmente x in —x, possiamo supporre che la serie converga in x = 1. Posto
fn=12" e g, = a,, un’applicazione di Abel da il Corollario.



+oo n
Esempio. Per Leibnitz, f(x) := Y #x” ¢ definita in (—1,1] ed é ivi continua
n=1
n+1

+oo
per Abel. Da f(z) =log(1+x) in (—1, 1), segue, per continuitd, Y, (G

n=1 "

= log 2.

Dimostrazione del Teorema di Abel.
Si basa sulla seguente identitd di Abel (che si prova facilmente per induzione):

P p p—1 k
Vo, B € C,p e N : b=,y B+ > (ar— k1) > B
k=1 k=1 k=1 7j=1

p
Osservato che la monotonia di n — f,(z) Va € E implica che Y |frik — foikr1] =
k=1

| fot1 — fotp| (somma telescopica), I'identitd di Abel da subito

P P p—1 k
D fukk Gnik| = |frtp D Gnik + D (fask = Fatrrt) D Gnaj| <
k=1 k=1 k=1 j=1
p k p—1
< | frol Zgnﬂc + maxy, ZgnJrj Z | frak — Jotht1]| =
k=1 j=1 k=1
P k
- |fn+p| Zgn+k + maxy, Zgn—i-j |fn+1 - fn+p| S 3Me vn Z Ne
k=1 j=1
k
oven >ne = |y gntj| <€ Vk,Vrec k.
j=1

Teorema di Dini 1 Siano f,, f € C([a,b]), for1(z) > fu(x) Vn € N,z € [a, b
(oppure fr11(z) < fo(x) Vn € N,z € [a,b] ). Allora

folz) = f(z) Vx €a,b] = f, converge uniformemente in|a, b]

Teorema di Dini 2 Siano f, definite e monotone (crescenti o decrescenti) in
la,b], f € C([a,b]). Allora

fo(x) = f(x) Vx €la,b] = f, converge uniformemente in [a,b].

NOTA In entrambi i casi l'ipotesi che f sia continua é essenziale, come mostra
la successione di funzioni crescenti f,(z) = 2™,z € [0,1], che tendono in modo
monotono alla funzione (discontinua!) f(x) = xq13.

NOTA Le f,(z) = 2",z € [0,1) sono crescenti e convergono in modo monotono
alla funzione nulla, ma la convergenza non ¢é uniforme in [0, 1).

NOTA Le f,(z) = "™ sono crescenti e convergono in modo monotono alla fun-
zione continua f = 0 su tutto R, ma la convergenza non ¢ uniforme (su tutto R).



ESEMPI, PROBLEMI E COMPLEMENTIL.

1. Proprietd di flz) = § L, x>0
La f é continua perché la serie converge tgt:allmente in [1+9,+00), V§>0:
r>146 = L< L e;"l 5 < 400
e siccome la serie delle derivate iojl—h;gzn ¢ ugualmente totalmente conver-
e

gente in [1 + 9§, +00), f'(z) = — %1 h;gzn. In particolare, f é decrescente, e quin-
e

di esiste lim, i+ f(z) > lim, ,1+ ]Zvjlnl, VN e quindi lim, ,1+ f(z) = +oo. Piu
e

precisamente, come vedremo,
+oo

=1 /dt 1
= > -
—nt v r—1
1

Cié comporta, in particolare, che la convergenza non é uniforme in (1, 4+00), giacché

Limitatezza del limite uniforme Se f, sono limitate ed uniformemente con-
vergenti ad f in A, allora f ’e limitata in A.

Infatti,  3ng : |f(2)] < [f(2) = o (@) +[fno(2)] < 1Hsup,eq [ful2)], Vo€ A
Che la convergenza non sia uniforme in [0, 0] segue anche dal fatto

Convergenza al bordo  Se f, € C([a,b]) allora

> fa(z) converge uniformemente in  [a,b] = > f.(a) converge
n=0 n=0

N+p
Infatti, Ve > 0,dN. : m[aog] | > falz)] < € VN > N, p € N e quindi
z€la, n=N
N+p ) N+p
| X fula)] = lim | 3 fo(z)] < e
n=N r—a n=N
Vediamo ora che ;’;2 n% — st 0. Questo fatto si pud derivare dalla

Comportamento asintotico Se f, converge uniformemente ad f in [a,+00) ed
() = 2si00 0 ¥n, allora f(2) =400 0.



Infatti, |f(x)] < |fu(z) — f(2)| + |fu(z)|] < €+ |fu(z)| se n > n. e quindi
limsup,_, . |f(z)] <€ Ve>0.

(10g n)"

M8

Infine, f € C*((1, +00)): § j%k = = converge totalmente
n=1 n=1

in [1 46, 400), perché z > 1+ 6 = LENL < (nm?k e > tornf o o,

n=1
00 r .
2. Y ale™= 1:‘;,3: converge totalmente in [0, +00) se e solo se r > 1:
n=1
(zre ™) =ra" e —naTe ™™ =0 = x=IL = sup,ez’e ™ = (L)e”
0 _ —Nx .r —2r , . .
Ma Y a"e™™ = <—% < (2)"—<—: la convergenza ¢ uniforme in [0, +00) Vr > 0
n=N l—e N

3. Sia f(z) = Z n(n+1 lz| < 1. Calcolare -L[z?f'(x)], determinare f.

X -t X pntl X on
fo)= 3 5 = @) =30 = gl f@l= et =k -1
= fl@) = =3 =2 = L () 4 = (N =

flz) =200 og(1 — ) +1

Teorema di Dini 1  Siano f,, f € C([a,b]), for1(z) > fu(z) Vn € N,z € [a,b]
(oppure foi1(z) < fo(x) Vne N,z € [a,b] ). Allora
folz) = f(z) Yz €la,b] = f, converge uniformemente in|a, b]

Prova.  Siano f,(x,) = max f,, e supponiamo per assurdo che f,(x,) > r > 0 per
infiniti indici. Eventualmente passando ad una sottosuccessione, posiamo supporre
che z,, — xo per un zg e f,(z,) >r Vn.

Sia ng tale che f,,(zo) < § e 6(no) tale che f,,(z) < § se |z — x| < d(ng). Ma
allora f,,(z) < § Vn > ng e |z — 0| < 6(ng) e quindi anche in z,,, se n é abbastanza,
grande, contraddizione.

Teorema di Dini 2 Siano f, definite e monotone (crescenti o decrescenti) in
[a,b], f € C([a,b]). Allora

folz) = f(x) Vx €la,b] = f, converge uniformemente in [a, b].

Prova. Datoe>0,30=6.>0: z,y € [a,b],|]z—y] <d=|f(z)— fly)] <e
Sia N tale che b_T“ <9¢. Slaxy =a,...,z, :xo—i—jbﬁl,...,xzv :$0+NI)_T“ =b
suddivisione di [a,b] in N parti uguali. Sia infine n. tale che

\fu(z) = fulzjs1)] <e Vn>n,Vji=1,...,N e, sex € [a,bl, sia j tale che
r € [x;,x;41]. Dalla monotonia: —2e < f,,(x;) — f(x;) + f(z;) — f(z) <
< ful@) = f(@) < falzji1) = fl@en) + [(@551) — f2) < 2



