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Soluzione Esercizio 9.1.

(9.1.1) La funzione è continua su Rz t0u (essendo composizione di funzioni continue). Inoltre, può essere estesa ad una funzione continua
su tutto R: infatti

lim
xÑ0

arctan

ˆ

1

x2

˙

“
π

2
.

Quindi l’estensione continua è data da

f̃pxq :“

#

arctan
`

1
x2

˘

se x ‰ 0,
π
2 se x “ 0.

(9.1.2) La funzione, continua su Rz t0u, non può essere estesa in modo continuo su tutto R. Infatti, non esiste il limite di tale funzione
per xÑ 0, o meglio

lim
xÑ0˘

arctan

ˆ

1

x

˙

“ ˘
π

2
.

(9.1.3) Poiché
lim
xÑ1´

xrxs “ 0 ‰ 1 “ lim
xÑ1`

xrxs,

la funzione non può essere estesa in modo continuo.

(9.1.4) Si ha fpxq :“ txu ` t´xu “ ´ pr´xs ` rxsq e quindi

fpxq “

#

0 se x P Z,
1 altrimenti,

poiché r´xs “ ´1´ rxs se x P RzZ.

(9.1.5) Abbiamo
lim
xÑ1´

|rxs|t
xu
“ 0 ‰ 1 “ lim

xÑ1`
|rxs|t

xu.

Quindi la funzione non può essere estesa in modo continuo.

(9.1.6) Si ha

fpxq :“
1

x4
^ x2 “

#

1
x4 se |x| ě 1,

x2

In effetti, f è continua su tutto R, poiché 1
x4 e x2 coincidono in ˘1.

(9.1.7) È
x` |x|

2
“

#

x se x ě 0,

0 se x ď 0.

Tale funzione è quindi continua su tutto R.

(9.1.8) Siano

A :“

„

´
3

4
π,
π

4



, B :“

„

π

4
,
5

4
π



.

Allora

sinpxq _ cospxq “

#

cospxq se x P A` 2πZ,
sinpxq se x P B ` 2πZ.

Tale funzione è continua poiché sin
`

π
4 ` 2kπ

˘

“ cos
`

π
4 ` 2kπ

˘

e sin
`

5π
4 ` 2kπ

˘

“ cos
`

5π
4 ` 2kπ

˘

per ogni k P Z.
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Soluzione Esercizio 9.2. (9.2.1) Sicuramente, x ‰ 2. Si vede poi facilmente che
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x

x´ 2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă 1 ô x ă 1.

Quindi, se x ă 1, la serie converge assolutamente.

(9.2.2) La serie converge assolutamente. Infatti, n3 ` 3 ě n3 e
?
n
n ď 1 se n è sufficientemente grande, i.e. se n ě N , per un qualche

N P N. Quindi
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

?
n cospπnq

n3 ` 3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

?
n

n3 ` 3
ď

1

n2

?
n

n
ď

1

n2
@n ě N.

(9.2.3) La serie converge per il criterio di Leibniz.

(9.2.4) Se |x| ă 1, la serie converge assolutamente per (e.g.) il criterio della radice (si può anche far ricorso a delle stime elementari).
Se |x| ą 1, la serie diverge assolutamente (e quindi diverge se x ą 1). Se x P t˘1u, si vede ancora che la serie converge
assolutamente. Se x ă ´1, la serie non converge.

(9.2.5) Ricordiamo che, per definizione, coshpxq “ ex`e´x

2 . Si ha

n

d

|x|
n

coshpnq
“
|x|

e
n

c

2

1` e´2n
ÝÝÝÑ
nÑ8

|x|

e
.

Quindi, se |x| ă e, la serie converge assolutamente e diverge assolutamente per |x| ą 1. Poiché

lim
nÑ8

2en

en ` e´n
“ 2, lim

nÑ8

p´1qnen

coshpnq
non converge,

la serie è divergente per x ě e, e non converge per x “ ´e. Si vede poi che la serie non converge anche per x ă ´e.

(9.2.6) La serie è divergente (nonostante il primo termine converga per il criterio di Leibniz). Infatti, ricordiamo che tan p¨q è periodica
di periodo π. Quindi

tanp10q “ tan p3π ` p10´ 3πqq “ tanp10´ 3πq
(a)
ă 1.

Verifichiamo (a). È 0 ă 10´ 3π ă 1, e tanp¨q è monotona crescente tra 0 e π
2 . Quindi

tanp10´ 3πq ă 1 ô 10´ 3π ă
π

4
“ arctanp1q ô π ą 3`

1

13

ed è vero poiché π ą 3` 14
100 ą 3` 1

13 . Allora

ÿ

ně4

sin2
`

1
n

˘

ptanp10qq
n „

ÿ

ně1

1

n2 ptanp10qq
n “ `8,

poiché limnÑ8
1

n2ptanp10qqn “ `8.

Soluzione Esercizio 9.3.

(9.3.1)
sinp|x|q

logp1` x2q
“

sinp|x|q

|x|
looomooon

Ñ1

x2

logp1` x2q
looooomooooon

Ñ1

|x|

x2
loomoon

Ñ`8

xÑ0
ÝÝÝÑ `8.

(9.3.2) Poniamo αpxq :“ tanpxq
x . Abbiamo

logpsinhpxqq tan

ˆ

1

x

˙

“ α

ˆ

1

x

˙

log
`

exp1´ e´2xq
˘

´ logp2q

x
“ α

ˆ

1

x

˙

loomoon

Ñ1

ˆ

1`
logp1´ e´2xq

x
´

logp2q

x

˙

xÑ8
ÝÝÝÑ 1.

(9.3.3) Il limite non esiste. Infatti, notiamo che se x P r2, 2 ` εq (0 ă ε ! 1) allora rxs “ 2 e txu “ x ´ rxs “ x ´ 2. Se invece
x P p2´ ε, 2q, allora rxs “ 1 e txu “ x´ rxs “ x´ 1. Quindi

lim
xÑ2´

x2 ` txu

rxs
“ 5 ‰ 2 “ lim

xÑ2`

x2 ` txu

rxs
.
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(9.3.4) cospπn2q “ p´1qn
2

, quindi an :“ 1 ´ cospπn2q ď 2. Inoltre, a2n`1 ” 2 per ogni n (p2n ` 1q2 è dispari per ogni n). Quindi
lim supnÑ8

`

1´ cos
`

πn2
˘˘

“ 2.

Soluzione Esercizio 9.4.

(9.4.1) Poniamo E :“

"

x P R
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

4x2 ´ 7x` 3 ‰ 0

*

. Il suo complementare è un insieme chiuso (si vede senza fare alcun conto: AE può

essere o il vuoto, o un punto oppure due punti distinti), quindi E è aperto.

(9.4.2) L’insieme E non è né aperto né chiuso. Non è aperto poiché non contiene pan´r, an`rq per alcun r ą 0, se n è sufficientemente
grande, dove an :“ tan

`

2n´1
4n π

˘

(an Ñ8) (i.e., esistono punti non interni). Non è chiuso poiché non contiene tutti i suoi punti

di accumulazione (è DE “
“

´π
2 , 1

‰

Y t8u). Perciò E “
“

´π
2 , 1

‰

Y

"

an

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n P N
*

Y t8u.

Soluzione Esercizio 9.5. Ricordiamo che una funzione f : A Ă RÑ R è continua in x0 P A se limxÑx0 fpxq “ fpx0q, i.e. se

@ε ą 0 Dδ “ δpε, xq ą 0 tale che |fpxq ´ fpyq| ă ε @y P px´ δ, x` δq pcioè per ogni x, y t.c. |x´ y| ă δq .

(9.5.1) Fissato x P R, si vede che comunque fissato ε ą 0, δ “ ε soddisfa la definizione.

(9.5.2) Presi x P R, ε ą 0, dobbiamo trovare un δ “ δpε, xq tale che

|x´ y| ă δ ùñ
ˇ

ˇx2 ´ y2
ˇ

ˇ ă ε

Abbiamo
ˇ

ˇx2 ´ y2
ˇ

ˇ “ |x´ y| |x` y| ă δ p2 |x| ` δq. Quindi, si tratta di trovare un δ tale che

δ2 ` 2δ |x| ´ ε ă 0,

cioè è sufficiente scegliere un qualsiasi δ P
ˆ

0,

b

|x|
2
` 4ε2 ´ 1

˙

.

(9.5.3) Presi x ą 0, ε ą 0, dobbiamo trovare δ ą 0 tale che

|x´ y| ă δ ùñ |logpyq ´ logpxq| ă ε

Possiamo scrivere y “ x` τ , con τ P p´δ, δq. Allora,

|logpyq ´ logpxq| “
ˇ

ˇ

ˇ
1`

τ

x

ˇ

ˇ

ˇ
.

Ricordiamo ora il limite notevole limtÑ0
logp1`tq

t “ 1. Dalla definizione di limite, abbiamo che se δ è sufficientemente piccolo,
allora

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

logp1` τ
x q

τ
x

´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă ε ñ

ˇ

ˇ

ˇ
log

´

1`
τ

x

¯
ˇ

ˇ

ˇ
ă
|τ |

x
pε` 1q ă

δ

x
pε` 1q ă ε.

Quindi, basta scegliere δ ă εpε` 1qx.

(9.5.4) Presi x P R, ε ą 0, scriviamo y “ x` τ , τ P p´δ, δq. Quindi

|ey ´ ex| “
ˇ

ˇex`τ ´ ex
ˇ

ˇ “ ex
ˇ

ˇeτ´1
ˇ

ˇ ă exδpε` 1q ă ε.

È sufficiente scegliere δ P
´

0, ε
ε`1

¯

e´x.

Soluzione Esercizio 9.6. Chiaramente, tale limite non può essere ˘8 (altrimenti, verrebbe contraddetta la periodicità di f). Sup-
poniamo allora che D` P R tale che @ε ą 0 DX ą 0 tale che |fpxq ´ `| ă ε per ogni x ą X. Comunque preso x P R, prendiamo k P N
tale che x` kT ą X. Allora

|fpxq ´ `| “ |fpx` kT q ´ `| ă ε.

Per l’arbitrarietà di ε, otteniamo che fpxq “ ` per ogni x P R.
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