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Esercizio 1 Poiché lim inf
n→+∞

(−1)nn

n+ 1
= −1 e lim sup

n→+∞

(−1)nn

n+ 1
= 1, si ottiene che DA =

(−∞,−1] ∪ [1,+∞), e quindi A risulta un insieme chiuso.

Esercizio 2 Abbiamo che

lim
x→0

(cosx)
1

x2 = lim
x→0
{[1 + (cosx− 1)]

1
cos x−1 }−

1−cos x

x2 = e−
1
2 .

Esercizio 3 Osserviamo che la successione an cresce:

an+1 − an = a2
n − an +

1
4

= (an −
1
2

)2 ≥ 0.

Quindi l = lim
n→+∞

an = l ∈ [0,+∞] esiste e, se l < +∞, l risolve l = l2 + 1
4 , ossia l = 1

2 . Da

an+1 = a2
n + 1

4 < (>) 1
2 se an < (>) 1

2 , otteniamo per induzione che an < (>) 1
2 se a0 < (>) 1

2 .
Se 0 ≤ a0 <

1
2 , otteniamo l ≤ 1

2 e quindi l = 1
2 , mentre, se a0 >

1
2 , otteniamo l > 1

2 e quindi
l = +∞. Infine, se a0 = 1

2 , abbiamo che an = 1
2 per ogni n ∈ N e l = 1

2 .

Esercizio 4 Per la prima serie, abbiamo convergenza assoluta per x ≥ 0:

∞∑
n=1

|
sin x

n

nx
| ≤

∞∑
n=1

|x|
nx+1

< +∞.

Per x < 0 abbiamo invece

−
∞∑

n=1

sin x
n

nx
=
∞∑

n=1

sin |x|n
nx

≥
∞∑

n=N

sin |x|n
nx

≥ 1
2

∞∑
n=N

|x|
nx+1

= +∞,

ove sin t ≥ t
2 per t ∈ [0, η] con η > 0 piccolo, e N ≥ 1 soddisfa |x|N ≤ η. Per la seconda serie,

usiamo il criterio di condensazione di Cauchy:

∞∑
n=1

2n

(lnx)n ln 2
=
∞∑

n=1

[
2

(lnx)ln 2
]n,

ottenendo convergenza per x > ee, ossia 2 < (lnx)ln 2, e divergenza per 1 < x ≤ ee.
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