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Esercizio 1 Per x ≤ 3
2 abbiamo che
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,

e dal criterio asintotico la serie considerata diverge. Per 3
2 < x ≤ 2 abbiamo che
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e dal criterio asintotico la serie considerata converge poiché 2x − 2 > 1. Infine, per x > 2

abbiamo che
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e la serie converge ancora per il criterio asintotico. In conclusione, la serie converge solo per

x > 3
2 .

Esercizio 2 Osserviamo che an ≥ 0 per ogni n. Siccome an+1 ≥ an vale sempre, abbiamo

che la successione an cresce in maniera monotona ad un limite l ≥ 0, ed inoltre an+1 ≤ 1
2 vale

se e solo se an ≤ 1
2 . Nel caso l sia finito, l deve soddisfare l = l2 + 1

4 , ossia l = 1
2 . Otteniamo

quindi che an → 1
2 per n→ +∞ se 0 ≤ α ≤ 1

2 mentre an diverge a +∞ se α > 1
2 .

Esercizio 3 Per il primo limite abbiamo che
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mentre per il secondo vale
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Esercizio 4 [3 punti] Siccome l’uniforme continuitá implica la continuitá, l’unica scelta pos-

sibile per α e β risulta essere α = 1
4 e β = 1√√

2−1
− 1. Mostriamo che in questo caso

la funzione f(x) risulta effettivamente uniformemente continua. Dato ε > 0 esiste δ1 > 0

1



tale che |f(x) − f(y)| ≤ ε se x, y ∈ [0, 1] con |x − y| ≤ δ1 (per uniforme continuitá di f su

[0, 1], vedi Tema 3). Dato δ2 = ε
β > 0, abbiamo inoltre che |f(x) − f(y)| = β|x − y| ≤ ε

per x, y ∈ (1,+∞) con |x − y| ≤ δ2. Per continuitá di f in 1 esiste infine δ3 > 0 tale che

|f(x) − f(y)| ≤ ε per x, y ∈ [1 − δ3, 1 + δ3]. Scegliendo δ = min{δ1, δ2, δ3}, come richiesto

abbiamo che |f(x)− f(y)| ≤ ε per x, y ≥ 0 con |x− y| ≤ δ: nel caso x ∈ [0, 1] e y ∈ [1,∞) o

viceversa, la condizione |x− y| ≤ δ garantisce che x, y ∈ [1− δ3, 1 + δ3].
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