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Esercizio svolto 1. Trovare i domini di definizione delle seguenti funzioni:

a) f(x) = 1√
sin x

+ 1√
cos x

;

b) g(x) =
√

log
(
x−1
x

)
;

c) h(x) = xsin x+1
esin x−1 .

Soluzione.

a) La funzione f(x) = 1√
sin x

+ 1√
cos x

è ben definita per:{
sinx > 0
cosx > 0

⇐⇒ x ∈
⋃
k∈Z

(
2kπ, (2k + 1), π

)
.

b) La funzione g(x) = log
(
x−1
x

)
è ben definita per:{

x−1
x > 0

log
(
x−1
x

)
≥ 0

⇐⇒ x− 1

x
≥ 1 ⇐⇒ x ∈ R \ {0}.

c) La funzione h(x) = xsin x+1
esin x−1 è ben definita per:{

x > 0
esin x − 1 6= 0

⇐⇒ x ∈ (0,+∞) \ {kπ : k ∈ N}.

Esercizio svolto 2. Trovare il dominio ed il codominio delle seguenti funzioni.
Studiarne l’invertibilità.

a) f(x) = log
[

arcsin(x2 − 3)
]
;

b) g(x) = tan
[

arccos( x
x+2 )

]
.

Soluzione.

a) Cominciamo col calcolare il dominio di definizione della funzione f(x) =
log
[

arcsin(x2 − 3)
]
. La funzione è ben definita per:{

(x2 − 3) ∈ [−1, 1]
arcsin(x2 − 3) > 0

⇐⇒ 0 < x2 − 3 ≤ 1 ⇐⇒ 3 < x2 ≤ 4.
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Quindi il dominio della funzione è D(f) =
[
− 2,−

√
3
)
∪
(√

3, 2
]
.

Osserviamo inoltre che:
– la funzione è pari: f(x) = f(−x);

– la funzione è crescente in
(√

3, 2
]
: infatti, è composizione di funzioni

crescenti in tale regione;
– usando la parità della funzione si può dedurre che la funzione è decres-

cente in
[
− 2,−

√
3
)

;

– la funzione non è limitata inferiormente in quanto

lim
x→±

√
3
f(x) = −∞;

– la funzione ha due massimi globali in x = ±2, dove f(±2) = log π
2 .

In conclusione, il codominio della funzione è f(R) =
(
−∞, log π

2

]
.

In[113]:= Plot@Log@ArcSin@x^2 - 3DD, 8x, -2, 2<D
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Figure 1

La funzione non è chiaramente iniettiva (in quanto pari), quindi non è
globalmente invertibile. Si possono però trovare due inverse locali, rispet-

tivamente in
[
− 2,−

√
3
)

ed in
(√

3, 2
]
. Infatti:

y = log
[

arcsin(x2 − 3)
]
⇐⇒ ey = arcsin(x2 − 3)

⇐⇒ sin ey = x2 − 3

⇐⇒ x = ±
√

3 + sin ey.

b) Calcoliamo il dominio di definizione della funzione g(x) = tan
[

arccos( x
x+2 )

]
.

La funzione è ben definita per:{
x
x+2 ∈ [−1, 1]

arccos
(

x
x+2

)
6= π

2

⇐⇒
{

x
x+2 ∈ [−1, 1]

x 6= 0

Si verifica facilmente che il dominio della funzione è dato quindi da
D(g) = [−1, 0) ∪ (0,+∞).

Osserviamo inoltre che:
– la funzione è strettamente negativa per x ∈ (−1, 0) e si annulla sola-

mente in x = −1;
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– la funzione è strettamente positiva per x > 0;
– la funzione è decrescente in [−1, 0) ed in (0,+∞).
– la funzione non è limitata inferiormente, né superiormente:

lim
x→0±

g(x) = ±∞.

In conclusione, il codominio della funzione è g(R) = R e la funzione è
iniettiva.

In[126]:= Plot@Tan@ArcCos@x ê Hx + 2LDD, 8x, -1, 3.5<D
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Figure 2

Troviamo la funzione inversa y = g−1(x). Usando il fatto che tan2 x =
1

cos2 x − 1, si ottiene:

y2 = tan2
[

arccos(
x

x+ 2
)
]

=
1

cos2
[

arccos( x
x+2 )

] − 1 =

=
(x+ 2)2

x2
− 1 =

4x+ 4

x2
.

Quindi x = g−1(y) è soluzione dell’equazione y2x2 − 4x − 4 = 0, che ha
soluzioni:

x = 2±
√

4 + 4y2 = 2
(

1±
√

1 + y2
)
.

Poiché g−1(y) > 0 per y > 0, g−1(y) < 0 per y < 0 e g−1(0) = −1,
possiamo concludere:

x = g−1(y) =

 2
(
1 +

√
1 + y2

)
per y > 0

−1 per y = 0

2
(
1−

√
1 + y2

)
per y < 0.

Esercizio svolto 3. Dire per quali valori di a ∈ R la funzione fa(x) = a|x| + x è
invertibile.

Soluzione. Cominciamo con l’osservare che per a ∈ R:

fa(x) =

 (a+ 1)x per x > 0
0 per x = 0

(1− a)x per x < 0.

• Se a = −1, la funzione non è invertibile. Infatti, f−1(x) ≡ 0 per x ≥ 0.
• Se a = 1, la funzione non è invertibile. Infatti, f1(x) ≡ 0 per x ≤ 0.
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• Se a > 1, la funzione non è iniettiva. Infatti, per ogni y > 0 si ha:

f−1a (y) =

{
y

a+ 1
,

y

1− a

}
.

In particolare, il suo grafico è della seguente forma:

Figure 3

• Se a < −1, la funzione non è iniettiva. Infatti, per ogni y < 0 si ha:

f−1a (y) =

{
y

a+ 1
,

y

1− a

}
.

In particolare, il suo grafico è della seguente forma:

Figure 4

• Se −1 < a < 1, la funzione è iniettiva e

f−1a (y) =


y

1+a per y > 0

0 per y = 0
y

1−a per y < 0.

In particolare, il suo grafico è della seguente forma:

Figure 5
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Esercizio aggiuntivo 1. Si consideri la seguente funzione:

fα(x) =

{
(α− 1)x2 + 2 per x > 0
x4 − α per x ≤ 0.

1. Per quali valor di α ∈ R, la funzione fα è invertibile?
2. Per quali valor di α ∈ R, fα(R) = R?
3. Per α = −4, determinare il dominio, il codominio e l’inversa di fα.


