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Esercizio svolto 1. Discutere il comportamento delle seguenti serie numeriche al
variare del parametro x:

n

d) 2ol e tER

n=1 14nz?2’

o0 psinz”™ .
e) anl ntx2n T € R7

f) ZZO:I W, T > 1.

Soluzione.

a) Studiamo la convergenza assoluta:

> B L !z
P el i Dl

n=1 n=1

nlx™
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Applichiamo il criterio del rapporto:

. (n+ D) zmH , n"
lim . = lim ——|z| =
n—r+00 (n + 1)n+1 n! |.7J‘n n—+00 (n + 1)”
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= im
n—+00 (1 41 )"
I
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Quindji, se |z| < e la serie converge assolutamente.

Dimostriamo ora che se |z| > e la serie non pud convergere in quanto
N . .. . . . . Iz™
non ¢ verificata la condizione necessaria di Cauchy. Infatti, sia a, = = %-.

Dimostriamo che a,, /4 0 per n — +o0. Infatti, poiché |x| > e ed usando il
fatto che (1 + )" < e per ogni n, si ottiene:

lant1] || > m > 1.

] (14 3)" T e

Quindi la successione |a,| ¢ una successione crescente di numeri reali posi-
tivi. Ovviamente non pud convergere a zero.

Riassumendo:
— la serie converge assolutamente per |z| < e;
1
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— la serie non converge per |z| > e. In particolare, diverge positivamente

per x > e.

b) Cominciamo col verificare la condizione necessaria:

0 selz|<1

n(1 — >~

lim M: —o0 sex >1
e " A4 sex< —1.

Quindi la serie non pud convergere se |z| > 1 (in particolare diverge

negativamente se z > 1).

Studiamo la convergenza assoluta quando |z| < 1:

|zl -z Lz (1 — =
> o ):Zl'(n )

Applichiamo il criterio della radice:

z|"(1 — ) { |z| sex#1

lim ¢

n—-+oo n 0 sex=1.

Quindi la serie converge assolutamente se x € (—1,1] (osserviamo che
per = 1 la serie ¢ identicamente nulla).

Vediamo che succede per x = —1. La serie diventa:
oo
2
D (==
n=1

Questa serie non converge assolutamente, ma converge semplicemente

(Criterio di Leibniz).

Riassumendo:
— la serie converge assolutamente per z € (—1,1];
— la serie converge semplicemente ma non assolutamente per r = —1;

— la serie non converge per |z| > 1. In particolare, diverge negativamente

per x > 1.

¢) Cominciamo col verificare la condizione necessaria:

400 sex>1

fm n® " — 0 selz|<1
n—+oo 0 sex=-1
A sex < —1.

Quindi la serie non pud convergere se x € (—oo, —1) U [1,400) (in par-
ticolare diverge positivamente se x > 1).

Studiamo la convergenza assoluta quando x € [—1,1):

o0 o0
n=1 n=1



AM110 - ESERCITAZIONI XV - XVI

Applichiamo il criterio della radice:

lim /n®|z|” = |z|

n—-+o0o

Quindi la serie converge assolutamente se |z| < 1.

Vediamo che succede per x = —1. La serie diventa:
> 1
> (-1
n=1 n

Questa serie non converge assolutamente, ma converge semplicemente

(Criterio di Leibniz).
Riassumendo:
— la serie converge assolutamente per z € (—1,1);
_1:

— la serie converge semplicemente ma non assolutamente per r = —1;
— la serie non converge per x € (—o0,—1) U[1,400). In particolare, di-

verge positivamente per x > 1.

d) Cominciamo col verificare la condizione necessaria:

n 0 selz|<1
. x
lim T na? = 400 sex >1
notoo 1 +nz A sex < —1.

Quindi la serie non pud convergere se |z| > 1 (in particolare diverge
positivamente se z > 1).

Studiamo la convergenza assoluta quando |z| < 1:

SN
1+nz2| 14 nz?’
n=1 n=1

Applichiamo il criterio della radice:

. o* _
S T ~ ek

Quindi la serie converge assolutamente per |z| < 1.

n

Vediamo che succede per x = £1.
— Per x =1 la serie diventa:
=1

Zl—&—n:_‘_oo'

n=1

— Per x = —1 la serie diventa:
o~ (=D
; 1+n’
Questa serie non converge assolutamente, ma converge semplicemente

(Criterio di Leibniz).

Riassumendo:
— la serie converge assolutamente per |z| < 1;

— la serie converge semplicemente ma non assolutamente per z = —1;
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— la serie diverge positivamente se x = 1;

— la serie non converge per |x| > 1. In particolare, diverge positivamente
per x > 1.

e) Cominciamo col verificare la condizione necessaria:

0 selz|<1
. msinz" 0 selz|>1
lim ——— = .
n—-+too n + 2" sinl sex=1
A sex=—1.

Quindi la serie non pud convergere se x = +1 (in particolare diverge
positivamente se x = 1).

Studiamo la convergenza assoluta quando x # +1:

0o ©n 0o . n
Z nsinx _Znsm\:ﬂ
n+ 2" n+ax
n=1 n=1
Se |z| > 1:
=, nsin |z|™ = n
Zn+x2n = Zn+z2n§
n=1 n=1
—e
< D
n=1
o0 1 n
< zzln(ﬁ) < 400
n—

(quest’ultima serie converge, ad esempio, per il criterio della radice). Quindi,
la serie converge assolutamente per |z| > 1.

Se |z| < 1:
> nsin |z|™ > n n
I e
n 4+ x2n n 4+ x2n
n=1 n=1

o0
< Z |z]™ < +o0
n=1

(quest’ultima serie converge, ad esempio, per il criterio della radice). Quindi,
la serie converge assolutamente per |z| < 1.

Riassumendo:
— la serie converge assolutamente per x # £1;
— la serie non converge per |z| = 1. In particolare, diverge positiva-

mente per x = 1.

f) Osserviamo innanzitutto che si tratta di una serie a termini positivi. Com-
inciamo col verificare la condizione necessaria:
1 0 sex>e

lim e = 1 sex=ce
n—roo (logz)ioe +o00o sel<z<e
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Quindi la serie diverge positivamente se 1 < z < e.

Studiamo la convergenza quando x > e. Il termine W ¢ positivo
e decrescente; quindi, possiamo applicare il criterio di condensazione di

Cauchy:
= 1 = 1 = 1
S — ~ 2’”7 = 27l —_— ——_ —

; (log x)log n nz::l (log x)log 2n ;::1 (log Z‘)" log 2
{ ]n_ < +00 seac>e2m
- _1
ot (log x)loe2 +oo sex <27,

Riassumendo:

1
M 1 2
— la serie converge assolutamente per x > e **”;

— la serie diverge positivamente per 1 < z < e2'**”,

Esercizio svolto 2. Consideriamo le seguenti due serie:

1 1 1 1
I = S R
(1) Zs +3 Y-t
n=1
o0
1 11 1 1
I I
(I Z:: ts oyt gt

(osservare che si tratta di un riordinamento della stessa serie). Si denoti con Sy e
. . .1 L N 1
Ty le rispettive somme parziali e con Hy 1= ' -

a) Si dimostri che:

1 1
Son = Hony — Hy e TSN:H4N—§H2N—§HN.

b) Si dimostri che le due serie sono entrambi convergenti:

o0

Z sp=0#0 mentre itn =
n=1

In particolare, le due serie convergono a valori diversi, nonostante siano —
a meno di un riordinamento — la stessa serie.

Soluzione.

a) Cominciamo col dimostrare che Sony = Hony — Hy. Lo dimostreremo per
induzione. La base dell’induzione (N=1) & vera:

1 1
= — e Ho—-Hi=14--1=

1
Sp=1-35=3 2 2
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Supponiamo che sia vero per N e dimostriamolo per N + 1:

1 1

IN+1 2N+2
1 1

IN+1 2N+2

1 1 1
_ (m A Hy ) =
<2N+2N+1+2N+2> < N+N+1>

= Hyn41) — Hynya

Sonv+1) = Son +

Hoy — Hy +

Dimostriamo ora l'altra uguaglianza: Tsy = Hyn — %HQN — %HN. Os-
serviamo innanzitutto che la somma ¢ della forma:

1+1 1+1+1 1+ + 1 + 1 1-‘r
3 2 5 7 4 77 4n-—-3 4n—-1 2n

Dimostriamo 'uguaglianza per induzione. La base dell’induzione (N =
1) & verificata:

1 1 5
Ty=1+-—-=2>
T T3T27 %

1 1 1 1 1 1 1\ 1 5
Hy—-Hy— ~Hy=1+-4-+-——(1+4=]—==2.
S R 2<+2> 26

Supponiamo ora che sia vera per N e dimostriamola per N + 1:

T = Ty + ! + ! S
SNED T BN TN T ) -3 TAN+1) -1 2(N+1)
1 1 1 1 1
= Huny—-Hoy—-H - =
NN TN T N T T IN T3 T 2N o)
- (Hy+ -ty ot
B NTUNF1 TAN+2 AN +3 AN 44
1 1 1 1 1
- (H —(Hy+——) =
2( 2N+2N+1+2N+2> 2< N+N+1>

1 1
= H4(N+1) - §H2(N+1) - §HN+1~

b) La serie Y, sy converge per il criterio di Leibniz. In particolare, denoti-

amo
o0
O'Sig s, = lim Spy.
N——+oco
n=1

Osserviamo che o > 0. Infatti, si verifica facilmente (ad esempio per in-
duzione) che Sy > 1 per ogni N (quindi ¢ > 3).
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Studiamo ora la convergenza della seconda serie: > 7, t,.
Innanzitutto, osserviamo che (usando le uguaglianze del punto a)):

1 1
lim T3N = lim (H4N — 7H2N — HN> =
N—+oo N—+oco 2 2

N—+oco

—  lim [(H4N ~ How) + %(HQN _ HN)} _

1
= lim [541\1 + 2521\1] =

N—+o00

3
= —o.

2

Inoltre si verifica facilmente che ([-] denota la parte intera):
Ty1y) < Tn < Ty 3141y

Usando il Teorema dei carabinieri possiamo concludere che

Z:ltn - Nl—lg-looTN - 50.

Esercizio svolto 3. Dimostrare che ogni successione reale {a,}, ammette una
sotto-successione monotona crescente o decrescente. Si deduca da cio il teorema di
Bolzano—Weierstrass.

Soluzione. Innanzitutto, diremo che an € un “picco” della successione se any > a,
per ogni n > N.

Bisogna distinguere vari casi: i) esistono infiniti picchi della successione; ii) esiste
un numero finito di picchi; iii) non esistono picchi. Osserviamo che tutte e tre le
ipotesi possono presentarsi. Ad esempio, se la successione ¢ decrescente, allora ogni
elemento & un picco (caso 1)); se la successione e strettamente crescente, allora non
esistono picchi (caso iii)); & facile combinare i due casi per ottenere un esempio in
cui ci sono solamente un numero finito di picchi (esercizio).

e Caso i): Denotiamo i picchi con ay,,an,,...,an,..., dove Ny < No < ... <
N < ...
Segue facilmente dalla definizione di picco che an, > an, > ... > an, - ..

Quindi {any, } € una sottosuccessione monotona decrescente.

e Caso ii): Denotiamo i picchi con ap,, an,,. .., an,, dove Ny < N2 < ... < Ny.
Segue dalla definizione di picco che an, > an, > ... > an,-
Osserviamo ora che an, 41 non puo essere un picco. Quindi esistera n; >
Ni + 1 =: ng, tale che a,, > ay,. Allo stesso modo a,, non puo essere
un picco. Quindi esistera ne > ni, tale che a,, > a,,. E cosi’ via... Con-
cludendo, otteniamo una sottosuccessione {ay,,}; che ¢ monotona (stretta-
mente) crescente.
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e Caso iii): E completamente analogo al caso ii). Basta scegliere ng = 1 e
procedere come sopra.

Vediamo ora come dedurre il Teorema di Bolzano-Weierstrass. Sia {a,}, una
successione limitata (superiormente ed inferiormente). Per il punto precedente,
sappiamo che esiste una sottosuccessione monotona {an]. };. Tale sottosuccessione
¢ anch’essa limitata, quindi & convergente.

Esercizio svolto 4. Sia A C R un insieme con cardinalita pit che numerabile. Si
dimostri che esiste {a, }, C A convergente.

Soluzione. Osserviamo che A non & necessariamente limitato. Riscriviamo A nel
seguente modo:
A= U ANn,n+1) = U A,
nez nez

Possiamo concludere che almeno uno degli A,, deve avere cardinalita piu che nu-
merabile. Se cosi non fosse, infatti, si avrebbe un’unione numerabile di insieme
con cardinalita al pit numerabile; tale unione — cioe A — avrebbe cardinalita al piu
numerabile (contraddizione!).

Supponiamo che A,, = AN [ng,no + 1) abbia cardinalita pitt che numerabile.
Scegliamo una qualsiasi successione a valori in Ag. Segue dal teorema di Bolzano
Weierstrass che tale successione ammette una sottosuccessione convergente. E
questo conclude la dimostrazione.

Esercizio aggiuntivo 1. Si pud scrivere I'intervallo aperto (0,1) come unione
disgiunta (eventualmente pitt che numerabile) di intervalli chiusi non degeneri (ciog,
non costituiti da un solo punto) ?



