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Teorema (Criterio di Leibniz). Si consideri la serie > -, (—1)"a, tale che:
i) a, > 0 per ogni n;
i) a, — 0 per n — +o0;
iil) ans1 < a, per ogni n.

Allora, la serie ¢ convergente.

(Per la dimostrazione — discussa durante ’esercitazione — si veda ad esempio il libro
di testo)

Osservazioni:

e E sufficiente che le proprieta (i-iii) valgano definitivamente, cioé per n > Ny
per un opportuno Ny;

. N oo ’I’L+k . . .

e se la serie e della forma )", (=1)"""a, (con k,M € Z), il criterio con-
tinua a rimanere valido;

e mostreremo con dei controesempi (si veda lesercizio 2) che se il criterio
non ¢ soddisfatto (in particolare se la proprieta (iii) non & verificata), allora
non si puo concludere nulla. In altre parole, la serie puo convergere o non
convergere e bisogna utilizzare altri strumenti per stabilirlo.

Esercizio svolto 1. Discutere il comportamento delle seguenti serie numeriche:

a) 0L 55

b) Yonti(=1)"sin g

0) Loz, Y

d) S5, (~1)"log (252)
€) Ynt %
f) Yoo [2arctan(n + 1) — 7] - cos((n + 1))

0 : n’4+n+1
g) 2,=1sin (Wﬂ)

Soluzione.

. . N . . —1)"
a) Osserviamo che la condizione necessaria ¢ soddisfatta: lim, oo % =0.
La serie non converge assolutamente:

P e PP
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Applichiamo il criterio di Leibniz: a, = % soddisfa le condizioni (i-iii),
quindi la serie converge semplicemente:
o~ ()"
S E
n
n=1
b) La condizione necessaria & soddisfatta: lim, o (—1)"sin 1 = 0. La serie
non converge assolutamente (ricordiamo che sin l ha lo Stesso comporta-
mento asintotico di +, in quanto lim,—, oo sm{ =1):
o0 e} o0
L 1
" sin — — —
Xy - 2~ 30

Applichiamo il criterio di Leibniz: a, = sin - L soddisfa le condizioni (i-iii)

(mfattl sinx ¢ crescente in [0, g] e di conseguenza sin% e decrescente)7
quindi la serie converge semplicemente:
o0
n 43 1
E (—1)"sin — < +o0.
n

n=1

¢) Cominciamo con 'osservare che

Z\/ﬁ cos(mn) :Z(_l)n vn

n
n3 + 3 n3 43"

La condizione necessaria ¢ soddisfatta: lim,, 1o, (—1)" \3/;3 = 0. Studiamo
innanzitutto la convergenza assoluta:

N I
n®+3 n®+3
n=1 =1
= 1
- Z 551 3 =
n=1 ntE A+ n
= 1
= > 5 <+oo,
n=1 n:
quindi la serie converge assolutamente.
d) La condizione necessaria & soddisfatta: lim, ,4..(—1)"log (n+1> = 0.

Cominciamo con l'osservare che:

i(—l)”log@ﬁ) = i(—l)““log(Zf;):

n=1 n=1

_ i(_l)nﬂ log <(”n3)2+ 3) _

n=1

— i(q)"ﬂ log <1 + -~ i 2) :

La serie non converge assolutamente (ricordiamo che log (1 + %) si com-
log(1+ =25
log(1+525) o z) 1):

n—2

(- )"+1log<1+>’ Zlog<1+2) iniQZJFOO.

n=1

3

—25, in quanto limy,

porta asintoticamente come

o0

>

n=1
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Applichiamo il criterio di Leibniz: a, = log (1 + %) soddisfa le con-

dizioni (i-iii) (infatti logz & crescente e di conseguenza log (1 + %) e

decrescente), quindi la serie converge semplicemente:

i(—l)"log (;ﬁ) < +00.

n=1

e) La condizione necessaria ¢ soddisfatta: lim, 1 % = 0. La serie

non converge assolutamente. Infatti (ricordando che logn < /n per n > 1):

oo

(=" i 1
— =
— Vn+logn

1
_— >
;\/ﬁ—l-?)logn -

v

1
> e

1
= ;mz—i—oo

Applichiamo il criterio di Leibniz: a,, = Trflogn® soddisfa chiaramente le
condizioni (i-iii), quindi la serie converge semplicemente:

—+00

<
Z f + log n3
f) La condizione necessaria ¢ soddisfatta:

lim [2arctan(n + 1) —x] - cos((n + 1)m) = 0.

n—-+4oo

Cominciamo con 'osservare che:

(=1)"*2arctan(n 4+ 1) — 7] =

[M]¢

Z 2arctan(n 4+ 1) — 7] - cos((n + 1)m) =

3
Il
_

I
[M]8

(=1)"[m — 2arctan(n + 1)] =

1
(—1)"2arctan () )
1 n+1

dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato la seguente identita trigonomet-
rica:

3
Il
—

I
[M]8

n

sex >0

1
arctan x + arctan — = { _ sex < 0.

T

INJEINTE

Quindi, la serie non converge assolutamente.

Infatti, usando il fatto che arctan ? si comporta asintoticamente come
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P . . arctan . .
(si ricordi che lim,, 4o —1—= = 1) si ottiene:

n

1 - 1
1)"2arctan [ —— = Z 2arctan [ —— | ~
n+1 = n+1

2
~ Zn+1:+oo.

n=1

1
n+1

|-

Applichiamo il criterio di Leibniz: a,, = 2 arctan ( ) soddisfa le con-

+1

N

dizioni (i-iii) (infatti arctanz € crescente e di conseguenza arctan ( +1) e
decrescente), quindi la serie converge semplicemente:

oo

1
—1)"2arct — .
Z( )"2arc an<n+1><+oo

g) Cominciamo col riscrivere la serie in una forma piu utile:

n°+n+1 . (nmn+1)+1
ZSI( ) - ESH&(MW):
= isin T =
— n+1
- Zcosm sm< )
+

]

La condizione necessaria ¢ chiaramente soddisfatta:

lim (1)"sin< T >0.

n—-+oo n —|— 1

Per quanto gia visto nell’esercizio 1 b), la serie converge semplicemente ma
non assolutamente.

Esercizio svolto 2. Discutere il comportamento delle seguenti serie numeriche:
. (—1)"
a) Zn:1 nr(—1)nF1

b) Sz (-1t (o S

Soluzione.
a) La condizione necessaria ¢ chiaramente soddisfatta:

(=~
n—lg-loo n+4 (—1)nt! =0



AM110 - ESERCITAZIONI XIII - XIV 5

La serie non converge assolutamente (osservare che n + (—1)"** > 0 per
ogni n > 1):

2|

n+1 n+1 Z

Y

7+oo

>
>

Studiamo la convergenza semplice. Denominiamo a,, = W La
serie in esame ¢ della forma ) | (—1)"a,,. Le ipotesi del criterio di Leibniz
non sono pero soddisfatte. Infatti:
— an > 0 per ogni n > 1;
- hmn~>+oo apn, = 0;
— ma a, NON ¢ decrescente. Infatti:
1 1 1 1

= > - =

2n+ (=121 2n—1" 2n  (2n—1)+ (—1)@n-D+1
Non possiamo dedurre niente dal criterio di Leibniz. Osserviamo che per
n > 2:

a2n = = G2n—1-

N e L e
n+ (=)t o (=)t o — (=1t
n—(— n+1
= (—1)"7752 _1)1 =
n 1

n2—1+n2—1'

Quindi:
too n N n
Y - Y
it (=1)n+t N=+oo £~ m + (=1)ntl
N
1 n 1
= —- li 1" =
2+Nil}rlm <( )n2—1+n2—1)
n=2
1 X n X1
= —= " <
2+T§( ) n2—1+;n2—1 +oo
Infatti:
— la serie Zn 5 —— converge assolutamente;

— laserie 32,7°5(~1)" — converge per il criterio di Leibniz. Sia infatti
by, = ;7. Chiaramente b, > 0, lim,,, y o bp, = 0. Inoltre, b, > by 41
per ogni n. Infatti:

. (n+1)

>
oo 2 bui1 = n?—1~ (n+1)2-1
1 1
nf% (n+1) ﬁ_l
1 1
<~ n——<(n+1)-
n n+1
1 1
— - =<1,
n+l n
che e chiaramente vera (% -1 <0).
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Concludendo, la serie converge semplicemente (nonostante il criterio di
Leibniz NON sia soddisfatto), ma non converge assolutamente.

b) o1 (e + )

La condizione necessaria ¢ chiaramente soddisfatta:

lim (—1)""1 (1 + (l)nl> =0.

n—400 \/ﬁ n
La serie non converge assolutamente (osservare che ﬁ + (_17):—1 > 0
per ogni n > 1):
') B 1 (71)77,71 0o 1 (71)7171
(1)”1(+ — 1L EDT
3 o0
L G D 1 1
> I Sty A R T
a ; (\/ﬁ * n Jrn;l \/ﬁ 2\/5
3 o0
1 =t 1
= Z(\/ﬁ+n +Zm7+oo,
n=1 n—da
dove nel penultimo passaggio si & usato che n > 2y/n per n > 4.
n—1
Studiamo la convergenza semplice. Denominiamo a,, = ﬁ + (717)L

La serie in esame ¢ della forma Y~ | (—1)"a, ma le ipotesi del criterio di
Leibniz non sono soddisfatte (in particolare a,, non & decrescente!). Dimos-
triamo che la serie non converge assolutamente.

Infatti:
— la serie 327> L& divergente;

n—1
— la serie Y 07, (7% converge per il criterio di Leibniz. Sia infatti

b, = ﬁ Chiaramente b,, > 0, lim,,_, 1+, b, = 0 e b,, & decrescente.

Concludendo, la serie diverge positivamente.



