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Esercizio svolto 1. Si consideri la seguente successione:

a(_):].
{ ni1 =+v1+a, forn>0.

Dimostrare che lim,,_, - a,, esiste e calcolarlo.

Soluzione. Cominciamo col dimostrare che la successione ¢ monotona crescente,
i.€. any1 > an per ogni n € N. Dimostriamolo per induzione; la base dell’induzione
& verificata: a1 = v/2 > 1 = ay. Supponiamo che sia vero per n e dimostriamolo
per n+ 1:

an+2=\/1+an+12\/1+an:an+1-

Dimostriamo ora che la successione ¢ limitata dall’alto, ad esempio: a, < 2 per
ogni n. Dimostriamolo per induzione. Per n = 0 ¢ vero; supponiamo che sia vero
per n e dimostriamolo per n + 1:

ans1 =VI+a, <V3<2.
Quindi, la successione {ay, }, ammette limite finito; sia £ = lim,_, 4 a,. In parti-
colare:

nt1 =V1+a, forn>0 == (=141

Ne segue che:

_1+4V5

L=V1+7¢ s P?—-0-1=0 s ! 5

Dal momento che la successione e positiva, possiamo dedurre che ¢ = % e quindi

. 1++5
lm a, =——.

n——+o0o 2

Esercizio svolto 2. Si considerino due successioni di numeri reali {a,}, e {bn}n
tali che:
e a; > by > 0,
an+by
2

2anby
® but1 = a:ern‘

® dpt1 = 5

Dimostrare che lim,,—, 1o ap, € lim,,_, 4 b, esistono e calcolarli.

Soluzione. Cominciamo col dimostrare alcune proprieta di queste successioni.

a) a, > b, > 0 per ogni n. Innanzitutto, si verifica facilmente (per induzione)
che a,, e b, sono sempre positivi. Dimostriamo per induzione che a,, > b,
per ogni n. La base dell'induzione (n = 1) & vera per ipotesi. Supponiamo
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che tale proprieta sia vera per n e dimostriamolo per n + 1:
ap, + by, 2a.,b,
2 a, + by,
—  (an+bn)? > 4a,b,
=  a? + b2 +2a,b, > dayb,
<= ai + bi —2apb, >0
— (an—bp)*>0

Ap+1 > anrl

dove I'ultima disuguaglianza & vera per ipotesi induttiva.
b) a, & monotona decrescente. Usando il fatto che b, < a,, per ogni n, otte-

niamo infatti:
an + by, 2a,
Ap41 = T < 7 = Qp.
¢) In maniera simile si dimostra che b,, € monotona crescente. Usando il fatto

che b, < a, per ogni n, infatti, otteniamo:

2a,b 2an,b

bn+1: nn> nn:bn
a, + b, a, + an,

Riassumendo, abbiamo dimostrato che per ogni n:

Ap > Qpy1 > bn+1 > b, > 0.

Possiamo concludere che:

e Esiste lim,, 1 a, =: a € R. Infatti a,, € monotona decrescente e limitata
dal basso da - per esempio - b;.
e Esiste lim,, o b, =: S € R. Infatti b,, ¢ monotona crescente e limitata
dall’alto da - per esempio - a;.
In particolare:

ot at P
n+l — 2 - 2

quindi i due limiti coincidono. Considerando I’altra relazione (ed usando che a = f3)
non otteniamo purtroppo maggiori informazioni:

<— a =0,

2a,b, 2a3

b = — — =

n+1 ay, + bn B o+ B
Vediamo com’e possibile ottenere maggiori informazioni sul valore del limite.

Osserviamo infatti che per ogni n si ha:
a, +b, 2a,b,

2 . an + b = nbn;
quindi il prodotto & costante e di conseguenza a,b, = a1b; per ogni n. Possiamo
quindi dedurre che:

a? = lim anb, = a1b; — a = \/aby.

= B8=0.

an+1bn+1 -

n—-+o0o
Concludendo:
lim a, = lm b, =+\/aib;.
n—-+oo n—-+oo

Esercizio aggiuntivo 1. Si consideri la seguente successione:

{a1=a+2 fora >0

Apt1 = (an—l)n—&—# forn > 1.

n n+1

Calcolare lim,,_, 4 oo Gy,
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Esercizio svolto 3. Sia {a,}, una successione di numeri reali (diversi da zero)
tali che lim,_, 4 o a,, = 0. Dimostrare che:
1—cosa, 1

n—+00 Ay, n—+00 ay 2

sin a,,

Soluzione. Innanzitutto, osservare che se 0 < x < 7, allora:
sinr < x <tanwz.

(vedere figura qui sotto).

g%

Di conseguenza:

T 1
1<—ZL
sinz — cosx

sinx s
<— cosr < — <1 V0<x<§.
T

sinx

Osserviamo che cosx e *2* sono entrambi funzioni pari, quindi la disuguaglianza
di sopra si puo estendere ai valori di x € (fg, 0). Riassumendo:
cosxgwgl V7E<x<z,:c7é0.
T 2 2
Sia ora {a,}, una successione di numeri reali che tende a 0; quindi, esiste Ny
tale che |a,| < § per n > Np. Di conseguenza:

sina
n§1 vV n > Ny.

Ccos ay <
ap

Usando il teorema del confronto possiamo concludere che
sin a,,

lim =1.
n—-+oo Ay,

Per dimostrare il secondo limite, basta osservare che:

. 1 —cosay, . 1—cosa, 1+4cosa,
lim — = lim 5 . =
n——+oo a2 n—-+oo a? 1+ cosa,
. 1—cos?a, 1
n—+oo az 1+ cosay,
. sin® an 1
= lim CE =
n—+oo  aZ 1+ cosay,

. sinan \? .. 1 1
= lim - lim —m— = —.
n—+oo 1 + cosay, 2
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Esercizio svolto 4 (Teoremi di Cesaro). Sia {a,}, una successione di numeri
reali.

i) Dimostrare che se lim, 1 a, = L € RU {£o0}, allora

iii) Se a, > 0 per ognin € N e lim,,_, a, = L € RU {400}, dimostrare che:

lim a;-...-a,=0L.

n——+oo

iv) Se a,, > 0 per ogni n € N e lim,, o az“ = L € RU {400}, dimostrare
che:

lim /a, = L.

n—-+4oo

Soluzione. Dimostremo tutte le proprieta nel caso L € R. L’estensione al caso
L = +c0 ¢ lasciata come (semplice) esercizio.

i) Per ipotesi lim,_, 4o a, = L; fissato € > 0, esisterd N tale che:
L—c¢<a,<L+e¢ Vn > N;.
Quindi per n > N, si ha:

N, n N,
1 = n— N; 1 1 n — Ng
— L—¢g)< = < = L .
ng_lak-i- (L—¢)< nkg_lak < nkg_lak + (L+e¢)

n n

. . N -
Osserviamo che lim,, . % > ko ar = 0, quindi:

1 & 1 —
L — ¢ < liminf — <l = <IL+e.
e < limin nZakflmsuanakf +e

k=1 k=1
Questa disuguaglianza vale per ogni £ > 0, quindi si puo concludere che
1 n
lim — = L. O
i 7 2o

1) Considerare la successione b, := a,+1 — a,, ed applicare il punto (7).

iii) Considerare la successione b,, := loga,, — log L (con la convenzione che

log0 = —00). Usando (i) si ottiene:
logL<—lzn:bk = lanlogak:log ﬁak
"= "= k=1

e di conseguenza:

lim »
n—-+4oo

ﬁ ap = L.
k=1

iv) Considerare la successione b,, := 2+

= an

ed applicare il punto (iii).

Esercizio svolto 5. Calcolare i seguenti limiti:

N 1491/231/3 L ,1/n
i) lim, o HEEE n+ Tn "
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it) limp 400 V0!
i) i n
i) 1y, 400 -

iv) limy, 4o log ¥nl.

Soluzione.
i) Applicare Esercizio 4 (i) con a, = n'/™. Poiché lim,_, o /n = 1, si

ottiene:

1422433 4 4 pl/n
im =1.
n—-4o0o n

i1) Applicare Esercizio 4 (#i4) con a,, = n. Poiché lim,,_, ;o n = +00, si ottiene:

lim Vn!=+o0.
n—-+oo
ii1) Osservare che:
w e Y = e Yl

Applicare Esercizio 4 (iv) con a, = "n—:b Infatti:

m Sl _ gy (ADT mb
n—+oco  ay n—-+oo (’I’L —+ 1)' nn
1)n
— lim M —
n—-+oo nn

1 n
= lim <1 + > = e,
n—-+oo n
e di conseguenza (esercizio 4 (iv)) possiamo concludere che:
n

lim — =e.
n—+oco {/n!
iv) Osservare che:
1 1 n
. e o1 (g L
ngr—ir-loo log V'n! nll)rfoo - log n! nllﬂloo - ,;,1 log k.

Applicando Esercizio 4 (i) con a,, = logn possiamo concludere che:

lim log Vn! = +o0.

n—-+oo

Esercizio svolto 6. Sia {a,}, una successione di numeri reali. Verificare che

ap — £ — asp — 0 e agpr1 — L.

Soluzione. [=>] Segue dalla definizione di limite che:
Ve>0 IN.eN taleche |a,—¢ <& perognin> N..
In particolare:

Ne

Ve>0 Jag, —{ <e perognin > = lim as, =/
2 n—-+oo
ed in maniera simile
. N, .
Ve>0 |agnii — £ <e perognin>—= = lim agpi1 = 4.
2 n—-+oo
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[<] Segue dalla definizione di limite che:
Ve>0 IN.eN taleche |ag, —¢ <& perognin> N,

Ve>0 3IM.eN taleche |ag,11 —¥¢ <e perognin> M..
Scegliamo K, := max{2N,,2M_ + 1}. Si verifica facilmente che:

Ve>0 la, —¥¢ <e perognin> K,

e di conseguenza:

lim a, ="¥.
n—-+oo

Esercizio aggiuntivo 2. Sia {a,}, una successione di numeri reali.

a) Se a, € monotona e lim, o ag, = ¢, allora lim,,_, 1 o a, = £.

b) Se as, € as,+1 sono entrambe monotone e lim,, i (a2,t1 — a2,) = 0,
allora lim,,_, , o, a,, esiste.

¢) Se agy, € agp+1 sono entrambe monotone e lim,, 4o 2nil — 1 allora

R N azn
lim,, 4 o0 @y, esiste.



