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Esercizio svolto 1. Verificare i seguenti limiti usando la definizione:

2
: n“+4 __ 1.
a) My, 1o 5oty = 35

b) limy 400 (n — vVn2 — 1) = 0;

n’—nsinn _

: 1.
C) hm"_H‘OO 3n2+cosn 3’

d) lim,— 400 (n2 — nsin n) = +00.

Soluzione.

a) Vogliamo dimostrare che per ogni € > 0 esiste un Ny = Ny(e) tale che per

ogni n > Ny:
n? 44 1 <
—_— — = e.
2n2+3 2
Infatti
n2+4 1 _ 5
2n2+3 2| 4n246’

quindi bastera scegliere Ny > max{%, /g — 6, 0}.

b) Vogliamo dimostrare che per ogni € > 0 esiste un Ny = Ny(e) tale che per
ogni n > Ny:

‘n—\/nQ—l‘ <e.

Osserviamo che

1 1
— 2_1l=n-— 2 1= <=
‘n vn 1‘ n—wvn n+m< o’

quindi sara sufficiente scegliere Ny > %

¢) Vogliamo dimostrare che per ogni € > 0 esiste un Ny = Ny(e) tale che per
ogni n > Ny:
n? —nsinn 1

3n2+cosn 3
1
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Osserviamo che:

n*—nsinn 1|  [3nsinn + cosn]
3n2+cosn 3|  |9n2 + 3cosn|

< 3n|sinn| + |cosn| <

- 9n? 4+ 3cosn

< 3n+1

- m?2-3°

3n+ V3
< — =
-~ 9n?2-3
1

3n—+3'
quindi basta scegliere Ny > % (% + \/3)
d) Vogliamo dimostrare che per ogni M > 0 esiste un Ny = Ny(e) tale che per
ogni n > Ny:
n? —nsinn > M.
Osserviamo che
n? —nsinn >n* —n=n(n—-1)> (n— 1)

quindi bastera scegliere Ng > 1+ v M.

Esercizio svolto 2. Siano {a,}n e {b,}» due successioni tali che:

(a) a, >0 per ognin € N e lim, 00 an = 1;
(b) |bn| <1 per ogni n € N.

Dimostrare o confutare le seguenti affermazioni:

(i) Esiste lim,,— oo (ayn + by).
(i) Esiste N tale che 2a,, — b, > 0 per ogni n > N.
(#ii) Esiste N tale che a, + b, > 0 per ogni n > N.

(i) Esiste K tale che Kay + by, > 0 per ogni n € N.

Soluzione.

(i) Falso. Ad esempio, basta considerare a,, =1 e b, = (—1)™. La successione
an + b, non ha limite in quanto vale 0 per gli n dispari e 2 per gli n pari.

(ii) Vero. Dal momento che lim, s a, = 1, possiamo dedurre che esiste
N > 0 tale che

1 3
§<an<§ Vn> N.

Quindi, usando che |b,| < 1, possiamo dedurre che:

2a, — b, >0 Vn>N.
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(iii) Falso. Basta scegliere a,, = 1 — % eb,=—-1+ % Chiaramente queste due
successioni soddisfano le ipotesi (a) e (b). In particolare:
1 1 1
p+bp=1———-1+ —=—-——<0 VneN.
n 2n 2n

(iv) Procedendo come in (4) possiamo dedurre che esiste N tale che se K > 2:
Kay, +0b, >0 Vn>N.

Rimane da considerare cosa succede per i primi N termini della successione.

Sei=1,...,N siha (useremo il fatto che a, > 0 per ogni n):
b
Ka; +b; >0 = K>-—".
a;
.. N . b by
Quindi, bastera scegliere K > max { e RRRE Rt }

Esercizio svolto 3. Calcolare i seguenti limiti:

(1) limy,—yqoo(e™ —27)
gntlyq

(2) liInn‘;+oo e

(3) limy— 400 V21

(4) lim,—1o0(n — logn)

(5) limp—sqo0 Zi—rs

(6) limp,_s o0 %

(7) limy,—y 400 VA™ + B™ con A,B >0
(8) limy, 400 (\/712 +n—+vn2+ 1)

(9) limp— oo ﬁ)gﬁzn

: n>—sinn

: 3n~—narctann
11) limy s oo 5o rni s
12) limy,— 1 oo nsin(m n)

: arctann
13 hm"‘hLoo n-+tarctan(n—1)
14

n2+1

(

(

(

(

( 6cosn—n
(15 =
(

(

(

(

(

)

)

) hm""+°° 2tan(1l/n)+2n

) n
16) limy, 400 (n'°8™ — n?)

)

)

)

)

lim,, o arctan (

3 .
3 n-_—sinn
limy, 400 B (—1)"—1

17
18
19

20

lim,, o (N — narctann)

. log(n®+1)
hm"‘hLoo log(2n®—8)

limy,y 4 oo (—1)7 7

Soluzione.
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