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Esercizio svolto 1. Calcolare il seguente integrale:
2
r1+x

Soluzione. Cominciamo con 1’osservare che

2 +oo 2
/de:2/ Ldm,
r 1+ a8 o 1+a8

in quanto la funzione integranda & pari.

Integriamo la funzione f(z) = ﬁ% sul cammino I'r = og + Cg — Vg, dove (si
veda figura):

e o rappresenta il segmento orientato che unisce 0 a R;

e ('p rappresenta ’arco di circonferenza orientato di raggio R e centro 'origine,
che unisce 0 a Re%:

e g rappresenta il segmento orientato che unisce 0 a Re'%.

v

FIiGURE 1

. . R (o 2k . .

La funzione f ha poli semplici in 2z, = e(§+5 7™ per k=0,1,2,...,7. Di questi,

solamente zy € contenuto nella regione racchiusa da I'r. Calcoliamo i rispettivi
residui. Osserviamo che

£(2) 2 1 (Zz. (Z—Zk)> _. @Qi(®)

:l—i-zgzz—zk 1+ 28 2z — 2z

1
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dove Qi(z) € una funzione analitica in z; (poiché z; & un polo semplice di f).
Quindi (utilizzando la formula di de I'Hopital):

Res¢(zx) = Q(z) = lim (22- (2= Zk)) -

2=z 1 + 28

2 (2 — =) _
= Ck Zlggk 1+ 28 o

Segue dal teorema dei residui che:

2 2 2 2
rp L+2 on 112 cp 112 e 1tz

-5
= 2mi—e 87 =
8
™ -5

= —je 'sT,

4

In particolare:

I. usando la parametrizzazione o = {z : x € [0, R]}:

2 R 2
/ Zisdzz/ A
U'R1+Z 0 1"’1:

II. usando la parametrizzazione vg = {xe's : x € [0, R]}:

2 R i5)\2
/Zigdz _ / o) % gy =
L +2 o 14 (ze'x)

I11.

2
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CR1+Z
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Quindi:
™. _;5 .
—je 8T = i
4 R—+o00
= lim
R—+o0

In conclusione:

Iass
R1+$8

dx
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T 21 -
] el3m _ i3+ -
T 21 -
o 4 ei%ﬂ' _ el%ﬂ‘
o 21 _
- 4 ei%ﬂ _ e—igﬂ' -
T 1 .o 1

4 sin %’r 4 sin (g + %)
7 1

4 cosg

Esercizio svolto 2. Calcolare il seguente integrale:

dove a > b > 0.

Soluzione. Cominciamo col ricordare che sul disco unitario S! := {z = ¢!

[0,27)} si ha

sintd = Imz = — =

2m 1
/0 a+ bsind 49,

Z—Z z —

21

Quindi (si ricordi che dz = ie®dd) = iz do):

27
~/0

1 dz
W o= | — -
a -+ bsind /51 a—|—62271

21z
/ 2dz B
o bz2 4+ 2aiz —b
2/ dz
b o 224+2%iz -1

9

VNS
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La funzione f(z) = ha due poli semplici (in quanto § > 1):

1
z2+2%iz71
2

a ., a
a4 = _Bli _§+1:

a. | a?
a. . |a?
= _Elil b72_1

Osserviamo che almeno uno dei due poli deve essere interno al disco unitario (in
quanto ay - a«— = 1). Tale polo & a. Calcoliamone il residuo (osserviamo che

O e e

1 1
Res¢(as) = . T = =
A T2y |
b

2iva2 — b2’

In conclusione (usando il teorema dei residui):

2
1 2
[
o a-+bsind b Jor 22 +2%iz—1

A
= %ReSf(OZJ,_):

47 b

b 2iva b2
27

V@

Esercizio aggiuntivo 1. Calcolare il seguente integrale:
27
)
/ _sY
o 2+cos?

[ Soluzione: 27w (1 — %) ]

Esercizio svolto 3. Calcolare il seguente integrale:

+oo .—a
/ ;v dzx,
0 1 +x

con 0 <a<1.

Soluzione. Cominciamo con l'osservare che l'integrale & convergente in quanto
0 < a < 1. Infatti, vicino a zero la funzione integranda si comporta come ﬁ, che ¢
. . . . 1 s e .
integrable per a < 1; per z grandi, invece, si comporta come —=, che ¢ integrabile
se a > 0.
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Integreremo la funzione

z 1

T 1tz (14 z)ealogz’

f(2)

Osserviamo che f & una funzione analitica in Q := C\{z=z+iy: y=0ez > 0}.
Infatti, in € si puo definire una determinazione analitica di log z, in quanto si tratta
di un dominio semplicemente connesso che non contiene l'origine. Fissiamo la de-
terminazione di log 2 tale che logi = Fi.

Scegliamo il seguente cammino di integrazione (R > ¢ > 0): I'p. =4 + Cr —
~v— — C¢, dove (si veda figura qui sotto):

e v, ¢ il segmento orientato che unisce il punto ie con il punto sulla circon-
ferenza di raggio R che ha parte immaginaria ic;

e v_ ¢ il segmento orientato che unisce il punto —ie con il punto sulla circon-
ferenza di raggio R che ha parte immaginaria —ic;

e (. ¢ la semicirconferenza (orientata positivamente) di raggio € e centro
nell’origine, contenuta nel sempiano {Rez < 0};

e Cr ¢ 1" arco di circonferenza (orientato positivamente) di raggio € e centro
nell’origine, che unisce il punto con parte immaginaria ic (e parte reale
positiva) al punto con parte immaginaria —ie (e parte reale positiva).

a8

FIGURE 2

La funzione f ha un polo semplice in z = —1, che & contenuto all’interno della
regione delimitata da I'r c (se R > 1 > ¢ > 0). Calcoliamone il residuo:

1 1

ealog(—1) = ea(im) =

—ira

Res¢(—1) =
Applicando il teorema dei residui:

1 .
/ T Noalosz dZ = 27T’L'67”m'.
. (1 + z)ea og z

Studiamo gli integrali di f calcolati lungo i pezzi di curva che compongono I'r ..
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e Cominciamo con 'integrale lungo Cg:

! 1
ﬁdz < ﬁ\ddg
on {14 2)et% Cn [U+ 2 - [eo1o87]
1
: dz| <
a /CR (|2| - 1) ~eaRe(logz) ‘ Z| =

1
< / —
e (2] —1) - ea &
21 R

(Ril),ea logR ~—

2r RV i
= ——— —70
R-1 ’

in quanto a > 0.

e In maniera analoga si stima l'integrale lungo C.:

/ L g < et ey
o. (1+ z)erlos= - 1-c¢ ’

in quanto a < 1.

e (Calcoliamo ora l'integrale lungo ~,. Osserviamo innanzitutto, che z € v,
¢ della forma z = z +ie, dove z € [0, T%], con T® — R se e — 0. Quindi:

[ et = [ areraer
z = - Z.
- (1 + Z)ea log z 0 (]_ + 2+ Z‘E)ea log(z+ie)

In particolare, passando al limite per R — +o0c e € — 0 (si pud portare il
limite dentro al segno di integrale, ad esempio, per il teorema della conver-
genza monotona o della convergenza dominata, in quanto 0 < a < 1):

1 Tt 1
lim / 710612 = lim / - 7 (+,)dx:
R — 400 vy (1+Z)ea gz R = +oo 0 (1—|—$+’LE)€“ og(x+ie

e— o0t e — o0t

+oo 1
- / -
0 (1+x)ealogw

oo .—a
= / x dx.
0 1 +x

e In maniera analoga si calcola I'integrale lungo vy_. Osserviamo innanzitutto,
che z € y_ ¢ della forma z = x—ie, dove x € [0,T5], con T® — Rsee — 0
(osservare che T & lo stesso che per v, ). Quindi:

1 ' 1
———dz = — dx.
/y (1 + Z)ealogz ? /O (]_ +x— ig)ea log(z—ie) x

In particolare, passando al limite per R — +00 e ¢ — 0T (si puo portare il
limite dentro al segno di integrale, ad esempio, per il teorema della teorema
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convergenza monotona o della convergenza dominata, in quanto 0 < a < 1):

1 Tt 1
lim / e dz = lim / : —da =
R - 400 o\ (1 + Z)ea og z R—+o0 Jo (1 4+ — Zg)ealog(w—zs)

e — ot e > o0t

+o0 1
= da’j =
/O (1 + x)ea (log z+271)

+oo e—27ria1.—a
= _— dx =
0 14z

oo —a
I, Y T
= e 2mia dx
0 1+

In conclusione:

L . 1
2mie " = lim —————dz =
R oo Jpp, . (14 z)ealoe=
e—=0 ’
+oo —a
_omi xr
= (1—e ?ma) dx,
da cui:
“+oo =@ J oI e—iﬂ'(l
T = —_—
o 1+2 1 — e—2mia
_ 271 _
- eﬂ'ia _ e*ﬂ"ia
_ s
sin(ma)’

Esercizio aggiuntivo 2. Calcolare il seguente integrale:

+o0 1 1 2
/ og( +;3 ) s
0 ]- +x
[ Soluzione: 7 log 2. Suggerimento: integrare la funzione f(z) = 10§S_1z—|;z)
circonferenza di centro 0 e raggio R, contenuta nel semipiano Imz > 0 ]

sulla semi-

Esercizio aggiuntivo 3. Calcolare il seguente integrale:
/+°° log
— = dx,
o (z+a)(z+0b)
cona,b>0ea#b.
log? a—log? b

[ Soluzione: “S50—a) Suggerimento: si proceda in maniera simile all’esercizio
svolto 3 }



