AM120: Settimane 9 e 10

INTEGRAZIONE DI FUNZIONI REALI DI UNA VARIABILE REALE

A titolo introduttivo, consideriamo due problemi, apparentemente scollegati:

PROBLEMA 1. (esistenza di una primitiva). Data f in un intervallo aperto I,
esiste P (primitiva) derivabile in T e tale che P’ = f7

PROBLEMA 2. Data f > 0 in [a,b], come definire 1'area del sottografico
{(y): 2€la,b,0<y < f(2)}?

La risposta al Problema 1 é: in generale NO. Una condizione necessaria é data dal
Teorema di Darboux
Se P’ = f in [ intervallo aperto, allora f ha la proprietd del valore intermedio.

PROVA. Sia a = f(a),8 = f(b),a,b € I. Possiamo supporre a < b,a < f.
Preso o < v < f3, sia g(x) = P(x) — vyx. Siccome P é continua, g ha minimo
in [a,b]. Tale minimo non pué essere preso in a, perché ¢'(a) = 8 — v < 0, né
in b, perché ¢’(b) > 0. Dunque il punto di minimo, diciamo ¢, é interno e quindi
0=g'(c) = P'(c) =~y = f(z) — v, ovvero f(c) =1.

Tale proprieta peré non basta. Un esempio: f(x) = sin % — i cos % sex #0, f(0)=0
e P=(z) = xsin L 4 ¢* sono le sue primitive in (0,+00) e in (—o0,0). Ma f, pur
godendo ovviamente della proprieta del valore intermedio, non ammette primitiva
P in (—1,1). Infatti dovrebbe essere P = zsin 1 + ¢~ in (—1,0) ¢ P = zsin & + ¢*
in (0,1) e quindi, per continuitd, ¢ = ¢, ovvero P = xsin% + ¢ per qualche ¢ che
perd non é derivabile in zero per alcun c.

Circa il problema 2, vedremo un modo molto naturale di definire, nel caso ad
esempio che f sia continua, I'area del suo sottografico. Indaghiamo qui su come
la risoluzione del problema 2 porti a risolvere anche il problema 1. Chiamiamo
A(x),x € (a,b) 'area del sottografico di f ristretta ad [a,z]. Se questa funzione
ha le proprietd che ci aspettiamo dall’area (additivitd), avremo che il rapporto
incrementale A@H=A®) o serive come f(x) piu larea del triangoloide di vertici
(x, f(z), (x + h, f(z)), (x + h, f(x + h). Siccome f é limitata tale area deve andare

(per la monotonia dell’area) a zero, e quindi A(x) é una primitiva di f.



NOTAZIONT:
+ooa :=+00 se a>0 e 0Ooo :=0.
Se I é un intervallo, (/) indichera la sua lunghezza ([(/) = +oo se [ é illimitato).
Se I;, j =1,...,n sono intervalli disgiunti, scriveremo I[(Uj_,I;) = 3", I(1;).
Notare anche che se J; sono n intervalli é [(U;J;) < 3, 1(J;).
(*) Se gli I, j € N sono disgiunti e I := UJ21; é intervallo, allora [(I) = /2% (1)
(vedi Appendice).

Chiameremo qui partizione di R una famiglia /; di intervalli disgiunti, chiusi a
sinistra e aperti a destra, tale che U2, I; = R.
Se I;, J; sono partizioni, I;; := I;N.J;, é partizione (che chiameremo ’il raffinamento’

delle due partizioni). Notare che I; = U,;1;;, J; = U;I;; (unioni disgiunte!)

Se f: R —= R, AC R. Qui e nel seguito considereremo solo funzioni limitate,
cosicché le seguenti sono sempre quantita finite:

iI/llf f=inf{f(z):x € A}, sgp [ =sup{f(z):x € A}

Se ACR, xa=1in A, x4 =0 fuori di A é la funzione caratteristica di A.
= Xwpwzop (fT(z) = 0 se f(z) <0, fH(z) = f(z) se f(z) 2 0)
J= = — Ptz (@) = 0 se f(x) > 0, f~(x) = — f(z) se f(z) <0)
1. ALCUNI FATTI ELEMENTARI
L1 inf f <inf f < sgpf < sup f
1.2inf f + inf g <inf(f+g) <sup(f+g) < supf+supy

A A A A A A
1.3 sup(—f) = —inf f, inf(—f) = —sup f e quindi

A A A A
L4 inf f —sup g <inf(f —g) <sup(f—g) < supf—infyg

A A A A A A
L5 f=fr—f", fl=f"+f, (=Nt =1, (=f)~ =1

6 (f+9)"<f"+g", (f+9) <f +g"

2. Integrabilita ed integrale per funzioni limitate non negative.



2.1 Somme (inferiori/superiori) di Riemann, integrale (inferiore/superiore)

Sia f:R—= R, f(z) >0 Vx . Sia I; partizione di R. Scriveremo

s(fi 1) = Z(i?f ) U) (somme inferiori)

S(f;1;) :==> (sup f) U(I;) (somme superiori)
i b

I(f) :=sup{s(f; ;) : I; partizione di R} (integrale inferiore)

I(f) :=inf{S(f;I;) : I; partizione di R} (integrale superiore)

NOTA 1. Pué accadere che S(f;I;) = +oo per ogni ricoprimento /;, od anche
s(f;1;) = +oo per un ricoprimento e quindi I(f) o I(f) possono valere +oo.

LEMMA 1 (raffinando la partizione le somme inferiori crescono, le somme

superiori decrescono). Se 1}, J; sono due partizioni e [;; := I; N J;, allora
s(fi ;) < s(f; Liy) < S(f; Liy) < S(f3 i)
e quindi s(f;I;) < S(f; ) e quindi I(f) < I(f)

Infatti, da (*) segue:

s(f; Iij) me Fllly) = >0 > mf fi(ly) = > inf fI(I;) =s(f; 1)
S(fi 1) = ZS}IP fUl) < Z ZSUPfl(Iij) = Z S?‘pfl(]j) = S(f; ;)
ALCUNI ESEMPI.

Sia 0 < f(z) <M VzeR, f(z)=0se|z| > R. Allora I(f) < 2MR. Infatti, se
I := (=00, R), I, := [-R,R), I3 := [R, +00), allora S(f; ;) = sup;, f < 2MR.

Sia J un intervallo aperto, f = xqns. B I(f) = I(J), I(f) =0. Infat-
ti, sia I; partizione di R. Se I,NJ # (0 é supy, f=1 i?ff = 0 per ogni intervallo ;.

Sia f(z) = 5X[1,400) € slano Iy = (—00,1),I; = [j,j+1) V € N. Allora
S(f.L;) =%, %2 e quindi I(f) < +o0.



DEFINIZIONE f > 0éintegrabilesu Rse I(f) <+oc e I(f)=I(f).
+0o0 —
Diremo che f é a integrale convergente e [ f(x)dx := I(f) = L(f) é Uintegrale di

—0o0

f. Seinvece I(f) = 400 , diremo che f é a integrale divergente.
NOTA 2. Pué accadere che I(f) = 400, e I(f) < +oo. Esempio: f = xq.
LEMMA 2 [(f)<+4oo e I(f)=1I(f)seesoloseVe>0 3I; partizione :
S(filj) <+oo e 3 (supf—inff) i) = S(fi1;) —s(fil;) <e
;L
ed in tal caso S(f;1;),s(f; ;) € [I(f) — €, I(f) + €.
Esempi

1. Se I é intervallo limitato, x é integrabile e g x; = [(I). Sia I = UL, [;NI, =
(0, I3 := I. Usando la partizione Iy, I5, I, si trova S(xr; ;) = (1) = s(x1; I;)

2. Se I; sono intervalli limitati disgiunti, Xur_, 1, ¢ integrabile per ogni n e
qu;P:le =i [(I;). Segue da Xun_ 1, = =2 Xy € dalla linearita dell’integrale.
Domanda: Xuse, I € integrabile? stposta in generale no! Perd...(vedi Appendice)

3. f(z) = X2 ajxy-15)(x), a; > 0 (funzione costante a tratti: vale a; in

[j —1,j) e vale 0 in (—00,0)). Se Iy = (—00,0),I; = [j — 1,7),5 = 1,2,..., é

S(f;1;) = s(f;1;) = Xja;. Dunque f ¢é integrabile se e solo se la serie }°; a; con-
verge e I(f )zzz’olaj

2.2 Integrabilita delle funzioni continue Sia f € C(R), f > 0. Allora

Ve, A}, jEN Fal(sup f —inf UL < e. In particolare,
I(f) < +oo = [ éintegrabile, mentre I(f) =400 = I(f) = +oo.

Prova. Siano € > 0, I; = [i,i + 1), i € Z. Siccome f é uniformemente continua sui
limitati, Vi, 36! tale che |f(z) — f(y)| < 5f7 se 2,y € I e |z —y| < 7. Se n% < 4,
siano [; ; = ['+E i+i) j=1,...,n Allora |f(z)—f(y)| < 57 sex,y € [;;, Vi, ].

+o0 +oo N, +00
Dunque [ (supf mf NI < X X o5 ‘n] < ¥ 57 = 3e. Ci6 dice
1=—00 j=1 I;; 1=—00 j= i=—00
che Y sup f1(1;;) < —|—oo = Zlnffl( I, j) <+ooe Z[sup fUL;) — iInffl(]i,j)] < 3e.
iy I 5 ig Lij i 2y
E dice anche che Y sup f (I, ;) = +oo:>21nffl( Z]) +oo = I(f) = +o0.

i I 4 iJ I



NOTA 3. Se f ha un punto di discontinuita, diciamo in xy, modificando la par-
tizione Ij in Ij N Ji, ove Jl = [—OO,ZE'O — 5), Jg = [.TO - 5, To+ 6), Jg = [ZL’O + 5, +OO) (S

dsup f < e, vediamo che S(f; ;) —s(f; ;) < 2, ovvero f é integrabile, se I(f) < oo.
Ja
Se f ha una successione di discontinuitd isolate z; e ; sup f < 5, si trova ancora
lz—21|<

S(f;I;) — s(f; I;) < 2¢ e quindi f é integrabile, se I(f) < oo.

LEMMA 3. (i) f,g > O integrabilie o, >0 = «af + g é integrabile
e I{af+PBg)=al(f)+pI(g) (i) f<g = I(f)<I(g)

() E L(af) = al(f) I(af) = al(f) perché inf(af) = ainf f, sup(af) = asup f.
I I

Integrabilita della somma: dall’ipotesi segue che esistono partizioni I, J; tali che
S(fi 1)+ 5(g: Ji) < +oo,  S(filj) —s(fiL;) <€ S(g:Ji) —s(g; Ji) <€
Dunque, se I;; := I; N J;, allora
S(f +g; L) < S(f; Lig) + S(g; i) < S(f5 1) + S(g; Ji) < 400

S(f +g;1Lij) — s(f +g; Liy) < S(f; Lij) + S(g; Liy) — [s(f; Lij) + s(g; 1ij)] < 2
Dunque f + g é integrabile. Inoltre

I(f) + 1(g) < s(f;1ij) + e+ 5(g; Lij) + € < s(f +g; Lij) + 2 < I(f +g) + 2

I(f)+1(g9) =2 S(f; Lij) — e+ S(g; Lij) — € = S(f + g Li;) —2e > I(f +g) — 2¢
e quindi I(f +g) = I(f)+I(g). (ii) f <g=sup; f <sup;g VI=1I(f) < I(g).

NOTA 4. Notiamo che é in generale falso che I(f+g) = I(f)+ I(g). Prendere
ad esempio f =xq, 9=xr\Q: L(f+g)=+o0,I(f)=1(g9)=0.

2.3 Integrabilita ed integrale per funzioni limitate.
f : R — R limitata ¢ (Riemann) integrabile su R se si pué scrivere come

differenza di due funzioni non negative integrabili: f = f; — fo, f; > 0 integrabili.
In tal caso scriveremo

N=[f= /f 1(£) = 1(£2)

NOTA 5.  La definizione data é ben posta, nel senso che se ¢ f; — fo = f
fi = f> con f; > 0 integrabili, allora fi + f> = fo + f1 6 integrabile e I(fl) +1(f2)
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[<ng + f2) = [(fz + fi) = I(ﬁ) + I(f1) e quindi [(fl) - [(fz) =1(f1) = I(f2).

LEMMA 4 Sia f = f; — f3, ove fi, fo sono non negative e integrabili. Allora,
per ogni € > 0 esiste una partizione [; tale che

Z(S}ljpf —inf f) U(1;) < e

J

Prova. fi, fo integrabili == Ve > 0,3 una partizione I; tale che:

S(sup fi) U05) = X(int ) 1) S e e Youp fo) UL = Slind ) UL < e

i L J i L J

Da 1.4 segue che Slsup(fi — f2) — i?f(fl — fa)] (1) <
<> ;

J J

J

Z[S}lvpfl_i%fﬁ_igf f1+S}1_P fz]l(fj) = S(fls[j)_s(f1§[j)"‘S(f%[j)—S(fQ;Ij) < 2

Corollario Se f é integrabile lo sono anche f*, f~,|f|. In particolare
I(f)=1(f")—I1(f7)  IUfH =1 +1(f7)
Infatti, se f < 0in I;, risulta f* =0 1in [; e quindi sup f* — i}lf fr<supf-— i?f f.
I i I i

J
Altrimenti, ugualmente, sup f* < sup f, i}lf fr> i?f f e quindi
1; 1; J J

supf*—i?ffJr < supf—i?ff equindi S(fT L) —s(f55 L) <S(f; L) —s(f; ;)
I; i I; i
e analogamente per f~. Il Corollario é dunque conseguenza del Lemma 4.

Teorema di Riemann (le funzioni continue assolutamente integrabili
sono integrabili)  Sia f € C'(R). Se I(|f|) < +oc allora f é integrabile.

Infatti, fT, f=,|f| sono continue e I(f*), I(f~) < I(|f]) < oo e quindi fT e f~ sono
integrabili, e quindi lo é f = f* — f~.

NOTA 6. Dalla Nota 3 segue che, se esiste R > 0 tale che f é continua in
[-R,R] e f(x) =0se |z|] > R e quindi I(|f|) < 2R sup |f|, allora f é integrabile,
|lz|[<R

perché é discontinua (al piti) in —R od R. Pid in generale, una funzione che abbia
solo discontinuitd isolate é integrabile se I(|f|) < oo .



Teorema 1 (I’integrazione é una operazione lineare ).

L’insieme delle funzioni integrabili su R, dotato delle operazioni usuali, é uno

+o0
spazio vettoriale su R e I(f) = [ f(z)dx é un funzionale lineare, cioé:
—0o0

f,g integrabili, a,b € R = af+bg é integrabile e I(af + bg) = al(f)+ bl(g)

Prova. Se a > 0, da (af)" = aff,(af)” = af” e dal Lemma 3 segue che
Hof) = I((af)*) = I((af)”) = a(f") = I(f7)) = al(f). Poi, da (—f)" =
f=(=f)" = f* segue che I(—f) = —I(f). Infine, se a« < 0, troviamo che

Iaf) = I(-a(=f)) = —a[=I(f)] = oI(f).
Circa la somma, da f = fi — fo, g = g1 — 9o, [i,9i,2 = 1,2 non negative ed inte-
grabili, segue che f + g = (fi + ¢1) — (f2 + g2) € integrabile e, visto il Lemma 2,

I(f+9)=1(fi+g1) = I(fa+g2) = I(f1) + L(q1) — I(f2) — L(g2) = I(f) + I(9).
Teorema 2 (positivita dell’integrale)
(i) f, g integrabili, f < g = I(f) < 1(g)

(ii) f integrabile = |f| integrabile e | [ f| < Ja|f]

): 0<g—f=0<1I(g—f)=1(g) —I(f). @) |f[=f"+f =]|fl¢
integrabile e | [g f| = | g [T — RIS R [T+ ™ = IfI

NOTA 7. L’integrabilita di | f| non comporta (sfortunatamente!) l'integrabilitd
di f (ad esempio, f = Xj1nm\Q) — X[0,1jn@- Qui fT ed f~ non sono integrabili!).
Integrale esteso a un insieme

Sia f : R - R, A C R. Diremo che f ¢ integrabile su A se fxa ¢ integrabile e

scriveremo
/ o= / xa
A R

se f € solo definita in A, la intenderemo definita su tutto R con f =0 in A°.

Proposizione 1. f integrabile = fy; é integrabile, e se f é integrabile in [ e
J C I, allora f é integrabile in J.

Basta provarlo per funzioni non negative. Sia [; partizione di R tale che S(f; I;)—
s(f;1;) < e. Tra gli I;, ve ne sono al pit due, diciamo [, I;, che intersecano [
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ma non sono contenuti in /. Dopo aver eventualmente raffinato la partizione I;,
possiamo supporre che  {(1;,) sup f + I({},) sup f < e. Otteniamo quindi

IJI IJ2

S(fxr L) = s(fxr ;) < D2 U1 Supf > U 1nff—|—e<26

I;CI I;cl

Infine, fx; integrabile = fx; = fxr xs ¢ integrabile
Per quanto visto sopra, la classe delle funzioni integrabili su un insieme A é uno
spazio vettoriale e I'operazione f — [, f € lineare e positiva.

_ Sia [ integrabile, I = la,b],a < b, J = (a,b), oppure J = [a,b) oppure J = (a, b].
E facile verificare che [; f = [, f

Teorema 4 (additivita dell’integrale). Sia f integrabile su A, B insiemi

disgiunti. Allora
Juwd = L7+ )
Infatti [4up f = o fxavs = o f(Xa+xB) = o fxa + o fxs=/uf + Is [

Proposizione 2 . Sia f integrabile, I un intervallo. Allora

[ 1< swlf )
Infatti sup | f| (1) = S(|f|x1; I, ).
I

Teorema della media . Sia [ un intervallo chiuso e limitato. Siano f, g continue
in I, g(x) >0 Vx e l. Allora

I el: /Ifng(f)/fg

el [ f=fEun

Dimostrazione. Ovviamente f e g, prolungate a zero fuori di I, sono integrabili, e
quindi sono integrabili su I. Per il teorema di Weierstrass, f ¢ dotata di minimo e
di massimo su I, e si ha

(min f)g(z)xi(x) < f(2)g(x)xi(x) < (max fg(z)xi(z) Vo eR

In particolare



Quindi, passando agli integrali ed usando la linearitd,

m}nf/lgé/lfgémlaXf/lg

Ora, possiamo supporre [; g > 0 (altrimenti non c¢’e niente da dimostrare ) e con-
Ji f9

cludere che Ty € [min; f,max; f|]. La tesi segue allora dal Teorema del valore
I

intermedio.

Basti poi osservare che, presa g =1, [;g9 = l(I)

INTEGRALI ORIENTATI

Sia —oo < a < b < 400, f una funzione integrabile. Scriveremo anche

[1= [ ixen [1==[7

Le proprieta viste finora per I(f) si riscrivono in modo ovvio per gli integrali orien-
tati. Notiamo ad esempio che f < g,a>b= [P f > [Pg.

Di fondamentale importanza é la seguente riformulazione della additivita: se
f: R — R é integrabile e a, b, ¢ € [—00, +0o0] allora

[r+[r+[ =0

Infatti, se due tra a, b, ¢ coincidono, tale relazione é vera per definizione. Altrimenti,
uno dei tre é strettamente compreso tra gli altri due. Diciamo, per fissare le idee,
che sia ¢ ad essere compreso tra a e b. Detto I(a,b) U'integrale (non orientato) di f
esteso all'intervallo di estremi a e b, e definiti in modo analogo I(b,c) e I(c,a), per
additivita si ha I(a,b) = I(b,c) + I(c,a). Dunque,

[+ [ = tab = 100 =0 )

b—al e —b] la—c
b—a c—>b b—a a—c
=1(b,c I(c,a
Ma, siccome ¢ é compreso tra a e b, se ¢ > b allora b < ¢ < a, mentre se ¢ < b deve
essere a < ¢ < b. In ogni caso \Z:Z| + \E:ZI = ‘Z:Z‘ + \Z:; =0.




Il Teorema Fondamentale del Calcolo-1. Sia F(x) := [ f(t)dt, x € [a,]]
ove f é limitata e integrabile in [a,b], x¢ € [a,b].  Allora:

i) I ¢é continua in [a, 0]
ii) se f é continua in = € (a, b) allora F' é derivabile in x e F'(z) = f(z)

Dimostrazione. Usando I'additivita dell’integrale, si ottiene
z+h
Flo+h) = F@)+ f@h+ [ 7 = f)at

Siccome | [“T'[f(t) — f(x)]dt| < 2|h|sup |f| = O(h), F é continua in x.
Se f é continua in x, allora | [*T"[f(t) — f(z)]dt| < |h| sup |f(t) — f(z)| =
{t:lt—al<Ih]
o(|h]) e quindi F' é derivabile in x con F'(x) = f(x).
Si pud quindi scrivere

* [ st = fio)

dx xg

in ogni punto x in cui f é continua. Dunque
Corollario.  Sia f continua in [a,b]. Allora f ¢é dotata di primitiva in (a,b).

NOTA 9. Se ¢ ¢é di classe C! ed f é continua, allora

L s = Fet)e )

dx xg

Il Teorema Fondamentale del Calcolo-1II .

Sia f continua in un intervallo aperto I. Sia P una primitiva di f in I. Allora
b
[ r=PL=1PO)-P@] Vecl

Dimostrazione. Sia F(z) = [ f. Da F' = P’ in I, segue che F(z) — P(z) =
F(a) — P(a) = —P(a) Yz € I, e quindi [* f = F(b) = P(b) — P(a).

Potremo quindi scrivere, per una funzione f € C*([a,b]),

b df b
— dr =
a dl’ . f’a
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La formula di integrazione per parti . Siano f,g € C'([a,b]). Allora

[ 19 =sals = [ 19
Dimostrazione. [ fg' + f'g = [*(fg) = fol.
La formula di cambiamento di variabile .
Sia ¢ € C'([a, B]). Sia f continua in [a,b] := {p(t) : t € [a, B]}. Allora
i) I e ) dt =[5 fla)da
Se di pit ¢'(t) > 0 Vit € [o, 8] e quindi a = ¢(a), b = p(B) allora
i) Y f@)dr = [250) Fle(t)e(t) dt

Dimostrazione. [ f(o(£))'(t)dt = [J(& [50) f(x)dw)dt =[50 F12 =[50 .
Se di pit ¢'(t) > 0 Vt € [, ], e quindi ¢ é invertibile in [«, 5], posto
a=@(a), b= p(p), la formula i) si riscrive appunto come in ii)

APPENDICE.

1. Prova di (%) (vedi Lemma 1).
Chiaramente >°7_, I(I;) < (1) ¥n € N e quindi 3252, [(1;) < I(I). Poi, sia [a,b] C I.
Posto If := (inf I; — g7, sup I; + 57), si ha: [a,b] € U2, I§ = I N, tale che
[a,b] C UM IS = b—a < 2e+ X572, I(I;), Ve>0=b—a<Y;I(I;), V[a,b] C
I'= (1) <3,U(1).

2. ESEMPIO di I intervalli aperti limitati e disgiunti con Xuse 1, non integrabile.

Stal=ro>r...>r...,1n =1 >0, 1, =5 Ji:=[0,1].

Sia I, lintervallo aperto, centrato nel punto medio di J;; e di lunghezza
[(I;1) = 1—2[; (intervallo centrale). Siano Jy 1, .Jo2 gli intervalli ottenuti rimuoven-

do I, ; da Jy ;. Siano I, I 5 i corrispondenti intervalli centrali di lunghezza [ —2ls.

Iterando, si costruiscono intervalli aperti I,, ;, 7 = 1,...,2"" " di lunghezza l,,_; — 21,,.
Risulta 0%, Z?:ll(l -1 —2l,) = > (rp-1 —ry) = 1 —r. Notiamo anche che

laperto O := U, U?le I, ; é denso in [0,1]. Da cié segue che le somme superiori

X oo (2n-17 . valgono almeno 1, mentre ogni somma inferiore vale al piti 1 — .
n=1"j=1 1n,Jj

L’insieme [0, 1] \ O si chiama Cantor generalizzato (Cantor se r, = (3)").
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