AM120 Settimana 6
SUCCESSIONI E SERIE DI FUNZIONI

CONVERGENZA PUNTUALE. Sia £ C R. Siano f,: F — R.

Diremo che la ’successione di funzioni’ f, converge puntualmente in F
alla funzione [ se, per ogni x € E, fo(x) =0 f(2x)

Diremo che la serie di funzioni > °°, f.(r) converge puntualmente in
E se la successione delle somme parziali Sy, (z) 1= >7_; an(z) converge puntual-
mente in F e scriveremo Y00 fu(x) = lim, o > ful(z)

ESEMPI. 1.  Se fu.(x)=a,, x€ECR, le f,, convergono se e solo se
a, converge e, in tal caso, lim, f,(z) =lima,.
2. Se  fulz) =2",x € 0,1], allora f, converge alla funzione che vale zero in
[0,1) evale 1 in z = 1.
3. Ogni serie di potenze converge puntualmente dentro il proprio intervallo di
convergenza.
4.  La serie °° ;sin(nx)  converge se e solo se x = mm per qualche intero m
(ed in tal caso la somma é zero) giacché limsup |sin(nz)| > 0 se = ¢ Znr. Infatti,

sia limsup | sin(nz)| = 0 e quindi lign[sin(nx)] =0. Siaz >0 e m(n) € N tale che

m(n)r < nz < [n(m)+1]r. Allora min{nz—m(n)r, (m(n)+1)Tr—nz} —, 0,
altrimenti esistono ny —5 +ooed > 0taliche m(ng)m+d < npx < (m(ng)+1)T—0
e quindi | sin(ngx)| > sind. Dunque, per ogni n esiste [, € N tale che nx = [, 7+0(1).
Allora, per ogni n, risulta o(1) + l,.ym = (n+ 1)z = = + [,m + o(1) e quindi
x = (lps1 — ly)™ 4+ o(1). Da ci6 segue che k,, := l,,+1 — [,, é una successione limitata
e quindi esiste k,, convergente a qualche intero k. Da x = k,,m + o(1) —; k7
segue appunto z = kx. Notiamo, in aggiunta, che liminf,, | sin(nz)| = 0 per ogni x.
Questo é ovvio se x ¢ multiplo razionale di 7, mentre, se £ ¢ Q, usiamo il fatto (non
banale..) che esistono ny € N,my, € Z tendenti all’infinito tali che [T — 7| < Lﬁ e
quindi |ngx — mym| = o(1) e quindi sin(ngz) = sin(ngz — mym) = o(1).
Concludiamo che lim, (nz) esiste se e solo se « é multiplo intero di 7.

In generale le proprieta delle f,, non si conservano nel limite puntuale. Nell’e-
sempio  fu(x) = 2", xz € [0,1] le f, sono continue, ma il loro limite non lo é.
Cié si pud escludere se 'la convergenza é.....pia forte’



CONVERGENZA UNIFORME. Se f, converge puntualmente in £ ad
f, si dice che la convergenza é uniforme (in E) se

sup |fa(z) = f(2)] =nso0 O

>ome1 an(z) si dice uniformemente convergente in £ se Sy, () := >°7_; an(x) con-
verge uniformemente in £

ESEMPI. 1. La successione f,(x) = ™ converge uniformemente a zero
in [0,a] se 0<a<1,  malaconvergenza non é uniforme in [0,1). Infatti
sup " =a" — 0 mentre sup z" =1

z€[0,a] z€(0,1)
2. ( Traslazioni). Sia f una funzione (non identicamente nulla) nulla fuori di

(0,1). Siano fulz) == flx —n) le traslate di f. Allora f,() =, 00 0

Vz € R, ma la convergenza non é uniforme, giacché  supg |f.| = supg |f|.

3. ( Cambi di scala). Sia f una funzione (non identicamente nulla) nulla fuori
di (0,1).  Siano fo(z) == f(nz) . Allora  f,(2) 2p500 0, Vo € R, ma
la convergenza non é uniforme, giacché  supg |f.| = supg |f]-

4. fu(z) := min{n, %} — oo %, Vx € (0,1], ma la convergenza non € uni-
forme in (0,1].  Infatti supyg, i = +oo mentre vale chiaramente la seguente
Proprietd. sup,cp |fu(z)] < 400, fu —noseo f uniformementein E =

Sup:cEE ’f(x)‘ < +00

Teorema 1 (la convergenza uniforme conserva la continuita).

fn€C(E), fu—nf uniformementein FE = f¢eC(F)

Dimostrazione. Fissato e€>0 siano n. 0. >0 tali che
|fo(@) = f(2)] <€ Vo € E, |fao(x) = fa(zo)| < € Vo € E, [z — 20| < 0.
Allora
|f(x) — f(xo)| < 2¢ Ve E,|x— x| <0

NOTA. Se la convergenza non ¢ uniforme il limite pué non essere continuo.

Controesempi: 1. f,(x) = 2", x € [0,1] converge (puntualmente) in [0, 1] a x 1},
la funzione caratteristica dell’insieme {1} (ovvero alla funzione che vale 1 nel punto
1 e zero altrove).

2. fulz) = ﬁ converge puntualmente alla funzione, discontinua in zero, xo3.



Teorema 2 (il limite delle derivate é la derivata del limite).

Siano I intervallo aperto, f,g: I — R, f, € CY(I) taliche
fol@) =n f(x) e fl(x) =,g(x) in I Allora

f, =, g uniformementein I = feC'(I) e <li£nf")/ Eh}znf’lb

| f(z+h)—f(x)

Dimostrazione. Fissato x € I, sia h + 2 € I. Siccome - —g(z)| =

IR T fn<x+h>_fn<x)
= lim | h

— fo(@)] = lim | f;,(z + t(n, h)h — £, ()|

per ogni n ed h e qualche t(n, h) € (0,1), bastera, fissato € > 0, trovare n. e . tali
che
|fi(x+tn,h)h— fl(z)|<e  V|h| <d, Vn>n,

Ma  |fu(z +t(n,h)h — fi(z)] <
< [fal@ +t(n, h)h = g(z + t(n, h)h)| + g(x + t(n, h)h) — g(z)| + [g(x) — f,(z)] < 3e
perché f! converge uniformemente a g e g é continua (perché le f! lo sono).

NOTA. La convergenza uniforme delle f/ é essenziale. — Controesempi:

Sia fu(z) == |z, = € (=1,1). E limp oo fu(z) = |z| (limite uniforme!)
che non é derivabile in x = 0 anche se le f, sono di classe C'. Notare che
fi(z) = (1 + %)‘%M% —nooo [y PEr & # 0e f1(0) —, 0 (convergenza
non uniforme!)

Sia fn(z) = +arctan(nz), successione (uniformemente) convergente a zero in R di

funzioni di classe C1. E fi(z) = ﬁ —n—oo X{0}- Dunque la derivata del limite
non ¢ (in z = 0) il limite delle derivate.

Derivazione termine a termine nelle serie di funzioni.

(i)  Siano a, € C([a,b]).  Se la serie o ,ap(x)  é uniformemente con-
vergente in [a,b], allora  S(z) := 3%, a,(z) ¢é continua in [a, b].

(i)  Siano a, € CY(I). Se la serie di funzioni ~ °°,a,(x)  converge in

qualche punto di [ e la serie o ,al (x)  converge uniformemente in I, allora
00 0 dan
—— 2 an(®) = 3 ——(x)
dr — = dx
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Il criterio di Cauchy.
fn € uniformemente convergente in F sse la f,, ¢ Cauchy uniforme, ovvero

Ve>0,3n.: nom>n. = sup|fu(z) — fi(x)] <€
zelR

Dimostrazione. NECESSITA: fn— f uniformemente in =
e | fo(@) = fm(@)] < |ful2) = f(2)| +|f(2) = fu(2)| < €V € Esen,m = ne.

SUFFICENZA: intanto, per ogni fissato = in F, la successione n — f,(z) é di
Cauchy, e quindi f(z) := lim, . fn(z) esiste finito per ogni z in F.
Poi, dall’ipotesi, fissato € > 0, dn, tale che

(@) = f(@)| < [fal) = Faip(@)| 4 | frip(2) = f(@)] < €4 |fuip(x) = f(2)] V2 € E

se n > n, e quale che sia p € N. Fissato n > n. e mandando p all’infinito in
|fu(x) — f(2)] < e+ |forp(x) — f(x)] Vo € E siottiene |f,(z) — f(x)] <e Vx e E
e per ogni n > n, cioé f,, converge uniformemente ad f.

Criterio di Cauchy 2 . > a,(z) converge uniformemente in F sse

n-+p
Ve>0, Inc: n>ne,peN = sup |> a;(z)] < e
zeE j=n

Criterio di Leibnitz. Se 0 <a,1(z) <an(x) Vo € E, n € N, allora

+o0
SUp (%) —pstoc 0 = D (=1)"a,(x) converge uniformemente in E
zel n=1

Intanto, la serie converge puntualmente in F per il criterio di Leibnitz per le
serie numeriche. La convergenza é anche uniforme perché

+o0 1o
—ag1(z) < D0 (=Dfar(z) <0,  ag(z) > > (-)far(z) >0 Ve eE =
k=2n—1 k=2n

+oo
1> (1) ax(2)] € an(®) —ps00 0 uniformemente in  E
k=n

SERIE TOTALMENTE CONVERGENTI

> an(x) é totalmente convergente in £ se Y00, sup |a,(z)| < +oo
el



La totale convergenza implica ’'uniforme convergenza:

n+p n+p n+p
Zsup|an )| < 4oo = | aj(z |<Z|a] |<Zsup lay, ()| < e Vx e FE
n=1 2€E j=n j=n TE€E

ESEMPI di serie uniformemente convergenti ma non totalmente convergenti:

1. Se ap(r) = %, la serie >0° | a,(z) converge, ovviamente in modo
uniforme , ma non é totalmente convergente, perché >°°, |a,(z)| = 4oc.

2. sia f € C(R), nulla fuori di (0,1), an(z) := & f(z —n).
La serie di funzioni > +f(x—n)  converge alla funzione S(z) che vale
%f(a: —n) in [n n + 1] e zero se z < 0. Inoltre la convergenza é uniforme in R,

perché [S(z) = Su(@)] = | Zjon 5z —5)| < 17 Sup [/l = 0.

La convergenza perd non é totale, perché sup |an( )| = fsup |f(2)].
z€R zeR
Convergenza totale delle serie di potenze. Se Yoy apa” ha raggio
di convergenza r, allora > > a,x" converge totalmente in [—§,6], Vo < r:

o
sup |apz"| = lan|6" e ) lap|d" < o0
|z|<d 0

La somma di una serie di potenze é una funzione C'°.

Le a,(z) := a,z™ sono funzioni C™ e la serie delle derivate k-esime

0o > (4 | .
Snn—1)...(n—k+Daa" =3 U+ k)'a]quxj
n=~k 7=0

¢ anch’essa serie di potenze ed il suo raggio di convergenza é

(limsup|n(n—1)...(n —k+ 1)an|%)_1 = (lim sup |an|%)—1

ESEMPIO: A = &i(ih) = § Gk 37 Yo € (~1,1).

Teorema di Abel. Se > 7" a,x ha raggio di convergenza r e > 07y a,r"
converge allora la convergenza della serie é uniforme in [0, r]. In particolare, f(z) :=
Yonl o apx™ € continua anche in z = r.

“+o0o 1)n+

Esempio. Per Leibnitz, f(z) := Z a™ é definita in (—1,1] ed é ivi continua

per Abel. Da f(x) =log(1+z) in (—1,1), segue, per continuité, Z ~ (0t

n=1

= log 2.



