AM120 Settimana 5
SVILUPPI IN SERIE DI TAYLOR

SERIE DI TAYLOR  Sia f € C™((zg — 6,20+ 6)). Sia h := z — .

(n
Zf

si chiama serie di Taylor di f di punto iniziale x
SVILUPPABILITA IN SERIE DI TAYLOR

f sidice sviluppabile in serie di Taylor attorno ad x( se

Ir>0: flro+h) = i f (o) h", Yh e (—r,T)

|
n=0 n:

NOTA. f(x) := e se x # 0, f(0) =0 é C*°(R) ma non é sviluppabile in serie
di Taylor attorno ad ¢ = 0 perché f(™(0) =0 Vn € N.

ESEMPIO 1 L =3 2"  Vze(-1,1)
n=0

(serie di Mac Laurin, cioé di punto iniziale 7y = 0). Se  f(z) := =, é f™(0) =nl.
Notiamo che il resto n-esimo nella formula di Taylor (di punto iniziale zero) é

Ro(w) =& — yoab= L l=e™ e gy (1, 1),
k=0
Si deducono gli sviluppi = i(— L i(—l)”x%
n=0 L+ a? n=0
ESEMPIO 2. log(l —z) = — Ojo "f::ll per |z| <1

Notiamo che, per il criterio della radice, la serie di Taylor converge se |z| < 1.
Che la serie abbia per somma la funzione data, segue anche qui dal fatto che

|[Ro(2)] =0 0 V€ (=3, %), giacché | Ry ()] = | — cogigerr| ove [¢] < |z < L e
||

(n+1)(
quindi 1 — ¢ > 1 — |z| e quindi =g
E ci6 in accordo con la seguente

<1lse|z] <1

Proposizione f e C®((xg — d,z0 + 9)) é sviluppabile in serie di Taylor
attorno ad xg sse Ir > 0: R, (20, h) = nsi0o 0 Vh € [—1,7].



. N, £ (z0)
Infatti f(zo +h) — > ——7"h" = Ry(xo,h).
n=0 :

In particolare, se esistono r > 0, M,. > 0 tali che

M,n!
sup | f™(xo + h)| < VneN
|h|<r ™
allora f é somma, per ogni |h| < r, della sua serie di Taylor centrata in x.

Infatti, | Ry (2o, h)| = |{&rp5 f ") (20 + Th)| < MM 0 se |h] < 7.

In particolare, se per ogni r > 0 esiste M, > 0 tale che

max | f™(z)| < M, Vn

|z[<r

allora f é 'intera’; cioé é somma della sua serie di Mac Laurin su tutto R.

Infatti, [z] <r = [Ra(2)] < 55 supe, [F (@) < M4 00 =

flz) = i f(n)(o)x", Ve e R

n!

n=0

Si ottengono subito, ad esempio, i seguenti sviluppi in serie validi in tutto R:

N o0 . ) 00 . $2n+1 00 nl.2n
e’ = 2o sinx = ngo(—l) o £ 11 cosx = 7;)(_1) o

1 X 2n 00 " 00 x2n+1 o] xQn
SHE 2[71—0 n! 7;]( ) n! ) T;] 2n + 1! cose “= 2n!

> -1)...(a«— 1
(1+m)a:1+za(a ) n‘(o‘ ntl o v (o1,1)
n=1 .
Infatti, o —(1+2)* = a(a=1)... (a—n+1)(14+z2)*". Notiamo che,
posto a, = Ia(a*l)”'(zfnﬂ)”xln , ¢ 2 — |zf e quindi la serie converge se |z] < 1.
Poi, |R”“(I)| (nlil’rﬂftlﬂ < 1se |z| < 1 per n grande, e quindi R,(z) —, 0 se

2] < 3
Ad esempio, per x € (—1, 1), si ha

non — 1 T 2n — 11!

n!

1
1—i—x




1 X on — 1! 1 = 2n — 1!
- =1 I - =1 1)y 7 2n
V1 — 22 + nz::l ol V14 22 + nz=:1( ) ol
NOTA. In tutti gli esempi visti il resto converge a zero per tutti e solo gli A in un
intervallo del tipo |h| < 7. Non é un caso....

SERIE DI POTENZE

Dati ag, a1, ...,a,,..., x € R, la serie
oo
> a, " (SP)
n=0

si chiama serie di potenze .
L’insieme delle x per cui (SP) converge é necessariamente un intervallo
centrato nell’origine, detto intervallo di convergenza. Il suo raggio si
chiama raggio di convergenza della serie.

[e.°]

Infatti, se Y a, xy converge, allora |a,zq| é limitata e quindi

n=0
ol <lwo| = > lana"| < ) lanagl|—|" < suplayag] D [—[" <+oo
n=0 n=0 Zo n n=0 T0
Dunque il raggio di convergenza é  sup{|z| : ioj la, 27| < +oo}.
n=0
Proposizione (Formula di Cauchy-Hadamard).
Il raggio di convergenza r di (SP) é dato dalla formula
1
r = —
lim sup {7/ |ay|
((% = 400, é := 0). Infatti
o oo
lz] <r = > l|a,a"| < +oo, 2] >r = > la,a"| = o0
n=0 n=0

Cié segue subito dal criterio della radice:

[o¢]
2| Timsup (Ja,|)* = limsup (|z["a,))7 < 1T = 3 |a, 2" < 400
n n n=0
1 o0
= limsup (|z|"|a,)» > 1 = > |a,2"| = +©
n

n=0

3l
|

|z| limsup (|ay,])

3



Dunque {|z| < r}é 1 intervallo di convergenza.

NOTA. Jr:=lim |a“ﬁ| = an|n — 1 = r ¢ raggio di convergenza.
Ad esempio, la serie di Mac Laurin di ﬁ, di log(1 + ), di (14 2)* a ¢ N hanno

raggio di convergenza 1 (é utile ricordare che nw —, 1).

ESEMPI (di serie di potenze).

(1) io n™ 2" ha raggio di convergenza r = 0. Infatti (n")% = n — +o00
(2) %_O:O & 2" ha raggio di convergenza r = +oo. Infatti w — +o00.
(3) io n® 2™ ha raggio di convergenza r = 1. Infatti (n®)w = (nw)* — 1
(4) 720 ’ZZ—T,L 2™ ha raggio di convergenza r = % Infatti,

o = G o

NOTA. Dagli esempi precedenti si vede che una serie di potenze pud avere
qualsiasi comportamento agli estremi dell’intervallo di convergenza.

In (3) :
se a >0 la serie diverge in x = 1 mentre non converge né diverge in z = —1
Se o € [-1,0), la serie diverge in x = 1 e converge in x = —1 (Leibnitz)
se a < —1 la serie converge assolutamente sia in x = 1 che in x = —1.
In(4): Y % L =+oo perché, da
n=0
" 1
nt=" a (\/ 27 + O()) ( formula di Stirling )
er n
segue n?zn = \/ﬁio( 7 Infine, la serie converge in x = —% ( Leibnitz).

+o0
5 1 + nzzjl (—1)”%&'%" ( serie di Mac Laurin di ﬁ)

Ha raggio di convergenza 1 (come tutte le serie binomiali). Comportamento al bordo:
. —1n " . . . . . . .
siccome 222 ; 2ZndlL - 2Znd2 o g gerie converge in o = 1 ( criterio di Leibnitz)

2nll ° 2n2I1 T 2n+l
mentre in x = —1 diverge perché, per Stirling,
2n -1 2n!  2n! _ o 1 )
2nll (202 22(pl)2 TN /n



Proposizione . Sia r > 0 il raggio di convergenza di > a, x". Allora
n=0

> d
D ana"| = o lana]
d:E |Jl 0 ] n=1 dx
NOTA  limsup|n ay|® = limsup|a,|* e quindi la ’serie derivata’ (ovvero la

serie delle derivate) ha lo stesso raggio di convergenza della serie data.

[&.°]
Sia f(x) := Y aza™, |z| <r. Essendo le due serie assolutamente convergenti
n=0

per ogni |z| < r, si ha ‘WL Z na, x" !

((Hh;: —an _nmn_l>| B

1
Siccome |(z +th)"' — 2" = (n—1)|ht [(x+7th)"2d7| < (n—1)|h|(|z| + |h])" 2
0

e |z| + |h| <7 se |x| < r e h é abbastanza piccolo, concludiamo che

1

Z n a, [/ a:+th .:1:"_1> dt]
n=2 0

'f x4+ h)—

; Znannl

<|h|Z (n—1) |an| 1% =150 0

per qualche r < r .



