AMS5 2010: Tracce delle lezioni- 9
DISEGUAGLIANZE DI CONVOLUZIONE
Abbiamo visto come Fubini-Tonelli implichi la seguente diseguaglianza di convoluzione
lg* hlls < llgllx 1Al Vg.he L' (Y1)
Pit in generale,
geL, hel = gxhel e |gxhl. <lglllall.  (¥7r)

1
T

giacché  [[fgn (Jr lg(z —y)h(y)|dy))" dx]" =
URN (/RN l9(x = )| lg(z — y>|i|h<y>|dy)rdxf <

o (Lot = atitran) ([ lote = ias)” as l

™ 1 1
< llglli Iall-llgl[7

Stabiliamo ora una diseguaglianza dello stesso tipo quando g € L h € L", con
q,r > 1 qualsiasi.

DISEGUAGLIANZA DI YOUNG

Siano  p>1, qr>1, ]% + é + % = 2. Allora
h)(z)dx| = —y) My) dxd
[ f@) e @)del = | [ f(@) (e —y) hy) dedy
< U1l Nl Il )

per ogni f € LP, g € L9 h € L". In particolare, se % =

+ %—1 , allora

Q=

ge L'(R"), hel'(R") = gxhel® e |gxhlls<lgllq [l

Prova. Seq¢=r =1 e quindi p = oo, la diseguaglianza (Y) si riduce alla (Y1):

[ 5@ oo =) hly) dedg] < [ flle g * Bl < 17 ol 1)



Segq=1er > 1, allora p e r sono esponenti coniugati, e quindi la diseguaglianza
(Y) si deduce dalla (Yr) via Holder.

Caso generale: ¢,r > 1. Se  p/,¢,7  sono gli esponenti coniugati, allora

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

_ = — —_ = — — = — — —:1

pod g o g poq o

Dalla diseguaglianza di Holder generalizzata e quindi Fubini

| f(x)g(x —y)h(y)dzdy| <

R7»xR"™

r
7

S/ |f(@)]7 < | f(@)]7 x gl —y)[7" x |g(a—y)|7 x [h(y)|7 x |h(y)|7 dedy <
R”xR"

=

< ([ @Plo—wldsas)” < ([ f@phris)”

([ et — sy -

ol IA1E IE R ol
71 gl A1 IRl 10 gl = 11£1L Dol 1]

NOTA. La condizione % + é + % =2 ¢ necessaria, in quanto la diseguaglianza
deve essere invariante rispetto al cambio di scala x’ = tx, 3’ = ty: il primo membro
1 1,1
cambia per un fattore t=2", mentre il secondo cambia per un fattore tGrete),
Il caso limite:
Allora

%+%:1(equindip=1). Siano ¢,r > 1, %""%:1'

ge LYR"), heL(R") = hxgeCR") e sup|h*xg|(r) 2rotoc 0
>R

Intanto, [ '[g(z —y)| |h(y)ldy < llglly [|2]l, Ve Siano poi g, he € C5°(R")
tali che ||lg — gcll; + [|he — h||» < €. Da Holder

(g % h)(x) = (ge * he) ()] < [[(g = ge) * hl(2)] + |lge * (h = he)(z)] <

< Mg = gellg 120l + 1A = hellr [lgelly < 2€(llglly + 1A1]-)

Dunque ¢, * he —c_0 g * h, uniformemente e siccome ¢, * h, é chiaramente

¢, allora gxh é continua. Infine, che g*h vada uniformemente a zero all’infinito
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segue di nuovo dal fatto che g*h é limite uniforme di funzioni a supporto compatto.
NOTA Se, nel caso limite, ¢ = 1 e r = o0, allora, di nuovo, g * h é definita e

continua, ma non decade, in generale, all'infinito ( prendi ad esempio h = 1).

Effetto regolarizzante della convoluzione
Sia Jgn |f] < oo Allora
() g€ CRRY) = f g€ CX(R), Z(frg) = fr i
(ii) supp(f * g) C supp f+ supp g (supp f i= chivsura di {z: f(z) # 0})

Basta mostrare, usando Lebesgue, che ¢ lecita la derivazione sotto segno di inte-
grale.

Nuclei regolarizzanti. Sia 0 < ¢ sommabile in R" tale che [g.¢ = 1. Sia
@e(z) := € "p(%). Allora

[lecxf =11 =00 Vfe @)

Segue da . | ox f— fIP(@)dr = [ | [1f(2) = fx =) (0(y)7 (pc(y))7 dyl? do

/(/|f flz—y)Fey dy) (/!we \dy) dz =

/ ( /|f — flx— ez)|pdx> dz —c .00 (convergenza dominata)

Approssimazione mediante convoluzione. Siccome f *x ¢, € C*(R"),
abbiamo ottenuto che

ogni f sommabile é limite in media di funzioni C'*
In effetti ogni f sommabile é limite in media di funzioni C§°

Basta infatti prendere  f xp, * @

[15xs, v0c= 11 < [IUxs, = Hred + [ — f1=0

perché  [|f — f XBl‘ Sz |f| — 0 al tendere di € a zero.



COMPATTEZZA IN L’(RY): IL TEOREMA DI
FRECHET- KOLMOGOROV

Sia p > 1. Non ¢é in generale vero che una successione limitata in LP(RY)
ammette sottosuccessioni convergenti in L”. Cioé, non é vero in generale che

fo € LP(RM), sup|/fullr < +o0 =  3f,, convergente in LP

Ad esempio, se  f € C(RY) e fulz) = fu(z + hy), \hy| — +00,

allora fo(@) —, 0 Vx € R¥ ma f, non ha estratte convergenti

(necessariamente a zero) in LP perché  |[full, = £, Analogamente ,
N

fo(z) :== €& f(enx), €, —, 0  ha norma LP costante e quindi non ha estratte

convergenti a f =0  che é il limite puntuale delle f,,.

Al fine di individuare delle condizioni che assicurino la compattezza di f,, in L?,
cominciamo con 1’osservare che

/|fn—f|p—>n0 = Sgp/|fn|p<+oo e

sup [ [l + 1) = fue)Pd =y 0 up [l e 0

La validita di tali proprieta per ciascuna f, é ben nota: il fatto che tali proprieta
valgano uniformemente in n é facile conseguenza della convergenza LP delle f,,. E
sotto tali condizioni che una data f, ha una estratta convergente in L.

Teorema (Frechet-Kolmogorov) . Sia Q c RY  aperto. Siano f,
misurabili in LP(RY) e tali che

(i) VK CQ compatto 3e(K): sup/ |fnl? < e(K)
"k

(1i) VK C Q compatto sup/ |fu(z4+h) = fu(z)|Pdr —p)—0 0

"k
Alloraesistono f ed f,,  taliche [|f,,—f]P =10 V VK CQ compatto

K

Se di piu
(ii1) Ve>0, 3 K.CQ compatto e tale che sup IfulP < €

n O\ K.

allora  f, ha una sottosuccessione convergente in LP(2).



Prova. Sia, per semplicita, p = 1.  Nel seguito supporremo, come é lecito,
che  f, =0 fuoridi Q. Il seguente Lemma descrive il ruolo delle ipotesi (i)-(ii).

Lemma . Sia ¢eCP(By), 0<p<1, [p=1 . =ecNp(%). Sia
RN
K C Q compatto, €< dist(K,00). Allora

(i) = de=ce: 8161113|(fn* @) (z)| + Z [sup |5 (e x fu)(@)|| <c Vn
(”) = Sgp/|fn_(906*fn)| _>e—>00
K

Prova del Lemma.

Sia Ke:={z=z+4+y: z€K, |y <e}. Da

c(K):= sup [ |fa] <400 segue
n Ke
(e * fu)(@)] < llpellos / [fu(z = y)l dy < c(K°) [J@el Vre K
ly|<e
0
|ax](90*fn L/ fn(y o, we(r—y)dy < (K9 |2 ]Hoo Ve K

Poi, Sup";{ \fu(z 4+ h) = fol2)| d —=pp—0 0 =
JAr@ = t)@) < [ ([ 1nla=9) = fu@)lda) dy ) da =

/K (/RN [fa(r = €2) = ful@)lp(2) dz) v —

= [ (6 [ 1fala =€) = fu@) dr) dz =0
PROVA di F-K. )

Sia €2, h € N famiglia crescente di sottoinsiemi aperti limitati di €2 tali che

K, = ﬁh C Q, diSt(Kh, 6(2) > Uth =0

1
h )
Proviamo che

1
Sl =ful <5 Wkzh



Dalla seconda parte del Lemma segue che

1 1
Vh, 3en < 7 sw [ fa— (s fll < 5 (on =)
h n Kh h/
Dalla prima parte del Lemma segue che, per ogni €, la successione n — @, *x f,
soddisfa le ipotesi del Teorema di Ascoli-Arzela su ogni compatto K in {2 tale che
1

dist(K,0Q) > e. Esiste quindi una selezione di indici ~ n;  tale che ¢ * fn;

converge uniformemente (e quindi in media) in K. Possiamo quindi supporre che

Jlerety—prxful <1 Vi
K

Per la stessa ragione, esiste una (ulteriore) selezione di indici ~ (n3) C (nj)  tale
che

Vi, j

1
/|S02* fz = @2x f2| < 3
K>

Iterando, troviamo, al passo h una (ulteriore) selezione di indici (n®) c (0™
tali che

1 .

Ky,

Ma allora, indicata  ny :=n},  troviamo che

(20 o [ utul =
Ky,

3
< [ Uwe = ontfud + [ ot fue = ourfu |+ [ Nontfu = Sl <5
Ky, Ky Ky,
Siccome, fissato K C {2 compatto, K C K}, per h grande, si ha che f,, é di Cauchy
in L'(K) e quindi esiste f misurabile in  tale che [ |f,, — f| —& 0.
K

Per provare la seconda parte del teorema basta osservare che

IK, : /|f|§hminf / ful<e =
J

O\ K. O\Ke

K. T k.

timsup [ 15, = fI < timsup [ 11, = fl+lmswp [ [f,, = /1< 2¢
J a J j



CONVOLUZIONE CON NUCLEI SINGOLARI
e
DISEGUAGLIANZA HARDY-LITTLEWOOD-SOBOLEV

Dato A € (0, N), scriveremo Gy (z) := ﬁ

Chiaramente G non appartiene ad alcun LP(R”). Tuttavia G ha proprietd di

sommabilita locale. Ad esempio il f% = % RN, Cio
| I<R
comporta, in particolare, che se p € C5°(RY), allora
p(T
(¢ * Gy)(x /
|f6‘ y|A P |A

é definita per ogni z € RY ed ¢ infatti una funzione C*(R”Y). La convoluzione
con nuclei G, si estende a tutte le funzioni sommabili, come si vede dalla seguente
diseguaglianza Hardy-Littlewood-Sobolev:

fissati p,r > 1 tali che + % + % =2, esiste c=c(\ N,p) tale che

1
p

W) J()
T L o

per ogni f € LP(RYN), h € L"(RY). In particolare, posto % = % + % -1,
(ovvero s € l’esponente coniugato dir),  allora
Je>0: 1Gx * flls < cllfl vf e LP(RY)

In altre parole, I'applicazione f — G * f é ben definita per ogni funzione L” p > 1
e Lf := G, * f é infatti lineare e continuo da L? in L, % = % + % -1

NOTA La relazione sopra indicata tra i parametri A, p,r, N é necessaria
perché una siffatta diseguaglianza possa valere, e cié per il suo carattere di invari-

anza rispetto ai cambi di scala.

La dimostrazione di H-L-S é proposta in Appendice.



APPENDICE: una dimostrazione di H-L-S.
Data f > 0 misurabile in R, sia
Xr=xr,, Dp={(x1t)eR"x[0,+o0]: 0<t< f(z)}
Chiaramente I'y e quindi x; sono misurabili e
fz) = /0+°° (e 0dt veeRY, [ = / (f > )|dt

ove abbiamo indicato con |(f > t)| la misura dell’insieme (f > t) := {z € RN :
f(z) >t} ( la seconda uguaglianza deriva da Fubini). Analogamente

fP(z) +o0
Ple)=p sPlds =p z,s)sP ds | fp =p |(f > s)|sP " ds
f Xt
0 0

Infine, effettuando il cambio di variabile ¢ = T%, vediamo che

1 +oo +o00
o= /0' g = A T s = )\/0 Xisl<rym " ldr ¥z € RN

Prova di (HLS). Dividendo per ||f|l, ||2]l- . (HLS) si riscrive

h(x) f(y)

RVxRN |z —y|* dedy:  f,h =0, [fllp,=1=hll-} < +o0

c(N, A, p) = sup{

Si tratta cioé di provare che esiste ¢ = ¢(IN, A, p) > 0 tale che
+oo
p/ |(f > t)|tP 1ds—/ fP:1:/ h’":r/ I(h > s)|s"'ds =
N RV 0
+oo J +oo d +oo —A—ld de du <
/szxRN </0 Xr(yt) t) (/0 Xn(z, ) 8) </0 X{jz—yl<r}T T)} vdy <c

. too ptoo pdoo [(to g T)
ovvero, usando Fubini, che / / / pwE ————~dtdsdt < ¢
T

ove si é posto  I(t,5,7) := [gnrmy XF(@, 1) Xa (Y, 8) X{la—y|<r} dT dy.
Osserviamo che

X{z—yl<r} £ 1 = I < |(f>t)] [(h>s)]
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< wolB, |(f > t)| = ex ™V|(f > 1)

<1 o= I < wolBy |(h>s)| = ex 7 |(h > 5)
ey TV(f > )] |(h > s)]

= 'S aden 7, 17> D), (> 9)])

1
Sostituendo 7 con cy T, otteniamo

+oo oo+ [(t,5,7)
[ Tm ) gt ds dr <

<oy / - / - </ - P+ max] TN|(f|(jf t>)|t)||<h Ehsl B dT) ds dt

Passo 1 Per ogni s,t si ha

A

N

[ e < R it > ) 105 > 015, 105> 0 (> ) )

A = XN =
Infatti, se  |(h > s)| <|(f >t)|, allora

I > D] |(h > )| ™I > D] |(h > )|

max{ 7, [(F> Ol (> 9)} = max{7V, [(F > 0O}
e quindi
+oo [(t, s, A >IN 7N |(h > o0 f>t)| [(h>
| (Tif) i< [ [ |7.(,\+1 Moy s [ ( >T|A+|<1 )N o
= P> > DI+ (R >8] [(f > =
B NCJ% Noa Nc]% Noa
=5 o= OG> 01 < g S0 > D1 (> 9)

Scambiando h ed f, si ottiene

A
+oo J(t Nck
=T DN > D11k > )| <

(> )] 2 1(f > 1) S <yl

47

< S 1> 9l > 01



Dal Passo 1 otteniamo

N —
VT >0 : M/N Nh(x)f(A)ddy<
NeY  /RYxR |z — y

g/ooo<h>s|/ f>t|th>ds+/ ( h>s)|W/:Fm|(f>t)|dt)ds

g N—X\
ore, / (F >0 dat= [ | > p) T 05 e
0 0

N dt <

2>

= </ooo (f >t dt)w (/OTt—@—”NI* dt) =

N—
N\~ TU(lel o » 1 A 1
= ¢(\,N,p)T"= 1~ hé -+ —-+-=2=
(p) 1—(p—1) — c¢(\, N, p) perché p+N+T
A N — A\ PA P P
N_(p_l) N 1_p+ﬁ_2p_¥_p <7"_1)?

Dunque, prendendo T = sg, vediamo che

+o0
p/ |(f > )|t ds = 1—7“/ |(h > s)|s" 'ds
0

r

/Ooo (|(h>s)|/08p (f >t~ dt) ds <

= N,
< ¢(N,\,p) / (h>s) s1ds = AP
0

r
Analoga limitazione per il secondo integrale: usando Fubini e poi Holder

/Ooo( |(h>s)|W/SZO|<f>t)|dt) ds=/0°°( |(f>t>|/f (h > )% ds) di —
/OOO( |<f>t)y/f|<h>s>|Ws<r—1>N PR ds) i <

N-—X\

A
[e%s) [o%e) v t% _ N
< [T >0 (/ (b > s)|s™! ds> 7 (/ (=D ds) dt
0 0 0

O Npr) [N > D] 130D e = e Nopr) [T I(f > 0] e de
0 0
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AMD5: Esercizi e Problemi- 8

Problema 1. Sia0 <¢ sommabilein R® taleche [g.p =1. Sia

pe(z) = (7). Allora

/ |§05 * f - f ’p —e—0 0 vf € Lfoc<Rn)7 VR >0
Br
fely,, & Ju<rlflP <+oo VR>0.
Problema 2. Sia f continuain R", ¢ € (C§°.  Provare che

(i) fxe(x):= [z f(x—y)p(y)dy ¢ definita in tutto R™ ed é una funzione

.

(i) f#*¢e converge uniformemente sui compatti ad f.

Problema 3. Sia f sommabile in R". Provare che

J15@) = Gt [, Fwdy e =0

Problema 4  Sia f € C(RY). Provare che

f(l’) _>|x\—>+oo 0 ~ Elfn € COOO<RN) : sup ’fn(x) - f(l')| 7 n—+00 0

zeRN

Esercizio 1. Sia a€0,1). Sia f(z) = -=x0.1-
Provare che  fxf ¢ continua sse «a < %

Esercizio 2. Sia f sommabile in R". Posto fn = F Xqr@)<n}s

provare che

/Ig|<+00 = /Ifn*g—f*9|—>n0

Esercizio 3. Stabilire se é vero che

feCR"), pely = z— L f(x—y)g(y)dy  ésommabile
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AMD5: Esercizi e Problemi- 8

CENNI DI SOLUZIONE

Problema 2. Sia  supp ¢ C By, lz] < R.  Allora

(e * f)(z /!f Y)lpe(y) dy =
/( /lf — f $—€Z)|dq;) dz <
= sup |f(2) = ()| —e00

z,y€EBRy1, |z—yl<e

per la uniforme continuita di f in Bgry;.

Problema 3. J1f (@) = wim Jpow) f)dylda | <

- vaolB1/ (/|f Y¥)IXB. @) (Y )dy) dr =

T’NUOlBl/(/|f = flz=2)[ xm(= )dZ)dx:
rwvazgl J([15@) = s =€) xe (™ de ) da =
volBl / (XBI /|f — fle —r¢) |d$) d§ =0 0

perché  [|f(z) — f(xr —7&)|dx —,_0 0 e c’ éequidominatezza:

xm, () [ 17(@) = flz = r)lde < 2| fnr x5, (€)
Problema 4.

feCRY), f(@) ==t 0 = f éuniformemente continua su tutto R"

e quindi, esattamente come nel Problema 2 si vede che ora
sup (e * f)(z)] —e0 0
RN

Sia ora  Xp = X|z|<n- E

«(fxn) € CERY) e (o * (fOt — D)) < sup [f(y)| <e se n>n

n Iy‘>n
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e quindi, per n > n,, si ha

[(p2(fxn)) (@)= f(@)] < [(@x(f (=D (@) [+ (prxf) (@)~ f ()| lege Vo € RY

Il viceversa é ovvio:

Su]ylf(x) — fa@) <€, supp f,. CBg, |t|>R. =
R

[f @) <[f(@) = fo (@) + [fa(2)] < €

Esercizio 1. Se a < % allora f€L? equindi f*f écontinua:

(FxDa+h) = (= N@I < [If@+h—y) = fa—ylfwldy <

< sl ([ 15+ h =)= = p)dy)" =00

Per discutere il caso  « > %, calcoliamo esplicitamente f x f.
<0 = xou®)xoul—y) =X0np-10H) =0 = (f*f)(z)=0
x dy 1 = dy

VxSl = U= e e = g e

1 /1 dt N - 1
= — o0 se o> —
x2e=l Jo (1 —t)>te o 2
mentre

0<z<l = (f*f)(x):/ol o a—1

Dunque  f x f é discontinuain x =0 se « > % Questo ¢ in effetti I'unico
punto di discontinuita:

vzl = (f+))=

|
8
R0
O
L
|
B T
~~
—
|
QU
| F
Q
~
Q

che é evidentemente continua.
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