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Formule di Gauss-Green e di Stokes

Sia γ : [a, b]→ R2 curva semplice e chiusa, il cui sostegno é frontiera di un insieme E.
Se ω = M(x, y)dx+N(x, y)dy é una forma differenziale di classe C1 si ha

(1)

∫
∂+E

ω =

∫
E

(∂N
∂x
− ∂M

∂y

)
d x d y.

Tale formula prende il nome di Formula di Gauss-Green.

In particolare sia V = (V1, V2) in R2 un campo vettoriale, si ha divV = V1
∂x

+ ∂V2
∂y

,

posto M = V1 e N = V2 abbiamo il seguente Teorema della Divergenza∫
E

divV dx d y =

∫
∂E

(V1 ν1 + V2 ν2)d s =

∫
∂E

(V, ν)d s,

l’integrale su E della divergenza di un campo vettoriale V é uguale al flusso di V
attraverso ∂E.

Se A ⊂ R2 é semplicemente connesso, ogni forma chiusa definita in A é esatta.

Sia V (x, y, z) = (X(x, y, z), Y (x, y, z), Z(x, y, z)). Indichiamo con ∇ = ( ∂
∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z

) e sia

rotV = ∇∧ V prodotto vettoriale.

Sia S una superficie di classe C2. Si ha allora∫
S

(rotV, ν)dσ =

∫
∂+S

X dx+ Y d y + Z z =

∫
∂+S

(V, τ)d s

dove

ν =
ϕu ∧ ϕv
‖ϕu ∧ ϕv ‖

é il versore normale a S e τ il versore tangente alla curva ∂+S. Tale formula rapp-
resenta il Teorema di Stokes.

Se A ⊂ R3 é semplicemente connesso, ogni forma chiusa definita in A é esatta. In altri
termini, in un aperto semplicemente connesso ogni campo irrotazionale é conservativo.
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• Una prima applicazione della formula di Gauss-Green é il calcolo dell’area di
una figura piana. Sia M = 0 e N = x si ottiene∫

∂+E

xd y =

∫
E

dx dy = m(E).

Sia M = y e N = 0 si ottiene∫
∂+E

ydx = −
∫
E

dx dy = −m(E).

Sia M = −y
2

e N = x
2

si ottiene

1

2

∫
∂+E

xd y − ydx =

∫
E

dx dy = m(E).

• Calcolare l’area racchiusa dalla cicloide, di equazioni parametriche{
x = t− sin t
y = 1− cos t

0 ≤ t ≤ 2 π e dall’asse delle x.

Soluzione: Osserviamo che γ′(t) = (− cos t, sin t). Abbiamo che

m(E) =

∫
∂+E

xdy = −
∫ 2π

0

(t−sin t) sin td t =

∫ 2π

0

sin2 tdt−
∫ 2π

0

t sin td t = π+2π = 3π.

• Sia ω la forma 1−forma

ω = − y

x2 + y2
dx+

y

x2 + y2
d y.

(1) Verificare che ω é chiusa;

(2) Usando la chiusura calcolare
∫
γ
ω, dove γ é l’ellisse x2

4
+ y2

9
= 1 percorso in

verso positivo.

Soluzione:
Sia ϕ la circonferenza orientata unitaria orientata positivamente, risulta∫

ϕ
ω = 2π.

A =
{ x2

4
+
y2

9
≤ 1

}
\
{
x2 + y2 ≤ 1

}
tale che ∂+A = γ − ϕ. Applicando Gauss-Green∫

γ

ω −
∫
ϕ

ω =

∫
∂+A

ω =

∫
A

( ∂

∂x

x

x2 + y2
− ∂

∂y

y

x2 + y2

)
dx d y = 0
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per la chiusura di ω ∫
γ

ω =

∫
ϕ

ω = 2π.

• Siano
ω1 = y dx+ x d y

ω2 = y dx+ x d y + (y + z) d z,

1−forme in R2 e in R3 rispettivamente. Sia S = { (x, y, z) : 0 < z = 1−x2−y2 }
una porzione di paraboloide.
Allora
(1) verificare se ω1 e ω2 sono esatte. Eventualmente calcolare il potenziale

associato.
(2) Calcolare

∫
∂+S

ω2.
(3) Verificare la validitá del Teorema di Stokes per il campo vettoriale V =

(y, x, y + z) sulla superficie S.

Soluzione:
(1) Risulta ∂y

∂x
= 1 = ∂x

∂x
, pertanto ω1 é chiusa e quindi esatta. Si calcola

facilmente il potenziale f(x, y) = x y.

Risulta ∂x
∂z

= 0 6= 1 = ∂(y+z)
∂y

, pertanto ω2 non é chiusa e neanche esatta.

(2) ∂+S é il cerchio unitario, C nel piano { z = 0 } si vede facilmente che∫
∂+S

ω2 =
∫
C
ω1 = 0 perché ω1 é esatta.

(3) Calcoliamo rotV = (1, 0, 0), e sia ϕ la parametrizzazione di S

(2)

 x = x
y = y
z = 1− x2 − y2

con (x, y) ∈ D disco unitario 1−dimensionale. Poiché ϕx = (1, 0,−2x),
ϕy = (0, 1,−2 y), risulta ϕx ∧ ϕy = (2x, 2 y, 1), ν = ϕx∧ϕy

‖ϕx∧ϕy ‖ , d σ = ‖ϕx ∧
ϕy ‖. In coordinate abbiamo∫
S

(rotV, ν) d σ =

∫
D

rotV · (2x, 2 y, 1)dx d y =

∫
D

2xdx dy =∫
S

(V, ν)dσ = 2
(∫ 2π

0

cos θ
)(∫ 1

0

ρ2d ρ
)

= 0.


