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4. (a) Verifichiamo le tre proprietà: chiaramente ‖f‖ := sup
x∈[−1,1]

|f(x)| ≥ 0,

perché |f(x)| ≥ 0 ∀x ∈ [−1, 1], e inoltre ‖f‖ = 0⇔ sup
x∈[−1,1]

|f(x)| = 0⇔

⇔ |f | ≡ 0⇔ f ≡ 0; poi, ‖λf‖ = sup
x∈[−1,1]

|λf(x)| = sup
x∈[−1,1]

|λ||f(x)| =

= |λ| sup
x∈[−1,1]

|f(x)| = |λ|‖f‖, e infine ‖f + g‖ = sup
x∈[−1,1]

|f(x) + g(x)| ≤

≤ sup
x∈[−1,1]

(|f(x)|+ |g(x)|) ≤ sup
x∈[−1,1]

|f(x)|+ sup
x∈[−1,1]

|g(x)| = ‖f‖+ ‖g‖.

(b) T (αf + βg) = (αf + βg)′(0) = (αf ′ + βg′)(0) = αf ′(0) + βg′(0) =
= αT (f) + βT (g), dunque T è lineare.

(c) ‖fn‖ = sup
x∈[−1,1]
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1 + n2x2
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= 1 n→∞9 0. Ciò implica che questa applicazione non

è continua in 0: infatti, se lo fosse avremmo che ∀ε > 0 ∃δ > 0 : ‖f‖ < δ ⇒
⇒ |T (f)| < ε, ma questo è falso perché per ε = 1 non esiste alcun δ
con verifica quella condizione per tutte le f , perché non è mai verifi-
cata per le fn.

5. (a) Se x /∈ `p, allora chiaramente si ha ‖x‖∞ ≤ ‖x‖p = +∞; se invece

x ∈ `p, allora
∞∑
n=1

|xn|p < +∞, dunque in particolare |xn|
n→∞→ 0, per-



tanto ‖x‖∞ = sup
n≥1
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1
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Di conseguenza, se ‖x‖p < +∞, allora ‖x‖∞ < +∞ ∀p ≥ 1, dunque
x ∈ `p ⇒ x ∈ `∞.

(b) La successione costante xn = 1 ∀n ≥ 1 appartiene a `∞ perché ‖x‖∞ = 1

ma ovviamente x /∈ `p ∀p ≥ 1 perché
∞∑
n=1

|xn|p =
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1 = +∞.
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dunque ‖x‖p ≤ ‖x‖q, dunque se ‖x‖q < +∞, allora ‖x‖p < +∞ ∀p ≥ q ≥ 1,
dunque x ∈ `q ⇒ x ∈ `p.
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(e) Come già visto in precedenza, x ∈ `p ⇔
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vero allora xn
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dunque passando al sup
x∈[0,1]
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2
e

dunque Φ è una contrazione.


