AMZ2: Tracce delle lezioni- VII Settimana
SERIE DI FUNZIONI
INTEGRAZIONE E DERIVAZIONE TERMINE A TERMINE

Siano a,, € C([a,b]) tali che >-0°; a,(z) converga in [a, b],
Sy(x) := N a,(x) le somme parz1ah SN(Z) = Nooo vty an(x) Vo € [a,b].

Teorema 1 (somma di una serie di funzioni continue)

Se o Lan(x)  converge uniformemente in |a,b], allora

=> a,(z) € continua in |a,b]

Infatti S(x) é limite uniforme delle Sy (z) che sono ovviamente funzioni continue.
Teorema 2  (integrazione termine a termine)

Se >0 an(x) converge uniformemente in [a,b], allora

/Zan = nio:l/an(x)dx

a n=1
Infatti, siccome Sy = >0 a,(z) —xn 2%, a,(z) uniformemente in [a, b], é

[e.e]

Z(/ dx)—hrnZ(/an d:v)—hm/Zan da:—/b<z (x))das

= a n=1

Teorema 3  (derivazione termine a termine)

Siano an e C'((a,b)).
Se o Lan(z)  converge in (a,b) e o ,al(x)  converge uniformemente in

(a,b) , allora S(z) :=>02 an(x) € derivabile e

d [& = da
_ A = -_n ; ,b
dx (nz::la> nzzjldx in(a,b)
Infatti, Sy —n Sin (a,b), Sy =N, d, —y X2, a uniformemente in (a,b)

implica che S € C'((a,b)) e (X°°, an(z)) = 5" = thN = Yoty @y ().



SERIE TOTALMENTE CONVERGENTI

o, a,(x) é totalmente convergente in E se

[e.9]

> sup |an(z)] < +oo
n=1 ZTEE

La convergenza totale implica la (assoluta) uniforme convergenza.

Prova. Intanto, >-°° , a,(z) converge uniformemente in F se e solo se

- >0° , an(x) converge puntualmente
- il resto 3220 vy an () = 02 an(x) — SN | a,(x) va a zero uniformemente in E

Ora, la totale convergenza implica che, per n grande, si ha
|Zaj |<Z|aj |<Zsup laj(x)] <e Vzek

NOTA. La convergenza totale € piu forte della convergenza uniforme. Esempi:

. —1)n
1. Sia ap(z)="_ n) z € R.
La serie >0 | a,(z) converge, ovviamente in modo uniforme , ma non é totalmente
convergente, perché  >°°  |a,(z)| = +oo.

2. Sia a,(z) = X1, €06 a,(x) =+ se z € [n — 1,n) ed é zero altrove.

E Yoo yan(z) < % e quindi la serie converge uniformemente in R, mentre

En:l SUpRr Gn = Z?LO:]_

3=

ESEMPIO Sl 4o o z>1

Siccome sup,s,, -1 n% = nio la serie converge totalmente in  [zg, +00), Vg > 1
1 1 0o 1

(ma non in (1,1 + 6], perché sup,.; -z = -~ e > 1 =00).

La convergenza non é uniforme in (1,1 + §], perché f non é limitata vicino ad 1
(mentre le somme parziali sono ovviamente funzioni limitate). Infatti

n+1
dt 1 1 dt >
< — = = = Ve >1
n/tiE - n® r—1 Z_: v

Che la convergenza non sia uniforme segue anche, immediatamente, dalla:



Proposizione . Siano f, € C([a,b]). Allora:

Sufn  converge uniformemente in (a,b] = X, fu(a) converge.
Prova. S,(x):= 3", fj(r) ¢ Cauchy uniforme in (a,b], cioé
|Snip(z) = Sp(x)] < € Vn > n., peN, z € (a,b]. Per continuita si ha quindi

|Sntp(a) — Sp(a)] < e VYn > n, peN

ovvero S, (a) é successione di Cauchy e quindi converge.

Regolarita: f(z) = % - & C=((1,+00)). Infatti la serie delle
n=1
derivate k-esime, % “”i&#’”k é totalmente convergente in [1 4 §, +00):
n=1
(logn)* (logn)* > (logn)*
r 2 1+ = e < 1o € Zl ito 00
Integrazione per serie negli integrali impropri:
Siano a, € C((a,b)), —oo<a<b<4oco. Se
(1) X% 1f|an( )ldx < o0
(i) >0, an( ) converge totalmente in ogni (o, 3] C (a,b)
allora
b oo o b
/Zan(x)dx = Z/an(x)dx
a n=1 n=17¢
b
Siccome |Sy(x)] < 320°, |an(x)|, basta mostrare che J (2 an(x)]) de < 0o

(equidominatezza). E in effetti, per il Teorema 2, se  [a, 8] C (a,b), risulta

D an(z)| de = > / |an(z)|dz < Y / la,(z)| dx < 400
n=1 g n=1 g

n=1

ee—

e quindi

/Z]an )|dx = hm /Z\an ]dm<2/|an )| do < o0

a—at,
a n=1



Teorema 4  (convergenza totale nelle serie di potenze).

Se >0y anx” ha raggio di convergenza r, allora o2 Qnx"” converge to-
talmente in [—7,7], V7 <r.

Infatti, sup |a,2"| = |a,|T" e 30 |an|m < +oc.
|z|<7
Teorema 5 ( la somma di una serie di potenze é una funzione C*°)
d* (& = (n+k)!
—— <Z anx”> => <‘)an+kxn x| <r
n=0 n=0 n:

In Particolare, se f(x) := > aa™, |z| <r, allora

o £
:Zf (>x", lz| <7
n!

Prova. Le a,(z) := a,z™ sono funzioni C* e la serie delle derivate k-esime

Z mn—1)...(n—k+ Dayz"~ Z‘]+ @t

¢é anch’essa serie di potenze ed il suo raggio di convergenza é

(imsup |n(n—1)...(n —k + 1)an|%)_1 = (lim sup |0Ln|%)_1
Il carattere C™ di f(x) := Y02, a,a™ é allora conseguenza della totale convergenza
delle serie di potenze e del teorema di derivazione termine a termine.

ESEMPI.  Ricordiamo che ioj " = sse |zl <1

1-z
n=0
La convergenza é totale in [—r,r] ¥r <1 (non é uniforme in [1—4,1] : la funzione
somma della serie non é limitata attorno ad 1!). In particolare, se |z| < 1:

KGR, (S A
(4) ;O T _dxk<zx>_dxk(l_x)_(l_x)m, V€ (—1,1)

n=0
(i1) i G i/xt”_ldt = /x it”_l dt = /zdt = —log(l—uz)
n =1 Jo 0 |z o 1—1t
Ad esempio, § — = log2, Z & = log(l4+2xz) ¥V z € (—1,1).
n=1 n=1



COMPLEMENTI ED ESERCIZI .

1. Criterio di Leibniz. Se 0 < a,1(z) <a,(z) Vo € E, n €N, allora

+o00
SUp (%) —pogoc 0 = D (=1)"ay(x) converge uniformemente in E
el n=1

Prova. Intanto, la serie converge puntualmente in E per il criterio di Leibniz per le
serie numeriche. La convergenza ¢ anche uniforme perché

—agp_1(z) < Z (—DFar(z) <0,  agn(z) > Z )>0 VreE =
k=2n—1 k=2n
| Z z)| < ap(x) —=p—i0o 0 uniformemente in FE

Corollarlo. Sia a, > ape1 >0 V neN, lirrln a, =0, limsup, /a, = 1.

Allora § (=1)"a,x™  converge uniformemente in [0,1] e quindi

n=1
Yo (=D"ana” ==Y (=1)"ay,
n=1 n=1

Infatti a, 2" < a,z® Vn, Vz €10,1] e a,z™ —, 0 Vz € [0,1].

Usando il Corollario, vediamo che

(i) log(l+x) = i% niﬂ g1 § # e quindi
n=1 n=1
[es} )n+1
Z = log?2
n=1

Analogamente, da

(i) arctanz = [§ 1% = f(‘f[ioz (—t)"dt = 5 JS(=1)"t*"dt e quindi
n=0

n=0

= (_1>n 2n+1
arctan x nE:O mt1® ||

e dal fatto che Z Y +1 ~ 22"+1 converge uniformemente in [0, 1], possiamo con-
n=0

cludere che

Z = lim arctanz = —
(2n+1  a—1- 4

n=



Il Corollario é un caso particolare del

[e.°]
Teorema di Abel Se Y a,x" converge in x =1, allora converge uniforme-
n=1

o [ee)
mente in [0,1].  In particolare S apx™ — - Y. ap.
n=1 n=1

2. Serie di funzioni

[e.e] .
(k) Laserie S(z):= X |1Sf7(£§i‘ converge per ogni x € R, e la convergenza é
=0

totale in |z| > 6 > 0, perché

i max |M| < 3 max; —i #<—I—oo
= llz 14ntat T Bl 1T4nft o 140t

La convergenza non é uniforme in |z| < §, perché Jlmlax fﬂﬁih >sinl  se
z|<d

n> 1 equindi El pon converge uniformemente a zero in |z < 6.
é? 1+nz

Che la convergenza non possa essere uniforme si vede anche dal fatto che S(x) é

discontinua in x = 0. Infatti, S (%) > ¥ w > sin( X ) 3”211 mentre
n=0 | 1*t37 %7
S(0)=0.
400 00 1 .t 00 1
) [ (E b ) de < oo It [ (S o) de -
1 n=2 1 n=2
[e) +oo da 00 1 o~ logn]00 00 1 )
n2::2 lf n®logn - nz::2 logn [ —logn ]1 - nz::2 nlog?®n < +00 perChe
n 0 00 00
1 da 1 de [ 1 _ 1
nlogZn S nII zlog? x = n§3 nlog?n S ‘2f zlogZa { log x }2 ~ log2”
o r , .
(kkk) e = =, x>0. La convergenza ¢ totale in (0, 4+-00) se r > 1:

n=0

r,—nr\ __ r—1_—nx T ,—NT __ _r T,—NT __ T\T,—T
(zhe™™) =ra" e —naTe™™ =0 = x=1 = sup,ere ™ =(5)"e

La convergenza non é uniforme in (0,4+00) se 7 < 1: la serie converge infatti,
con somma zero, in = 0, mentre lim, o f(z) > 0ser < 1.

(o]
(kkkk) > 2 sinf  converge totalmente sui limitati: L sin2| < L%‘ ,
=1
ma non converge uniformemente in R, perché la successione delle somme parziali
N
Sy(z) = nzzjl L sinZ non ¢ Cauchy uniforme:
2N 2N
1 N 1 1 1 1
Son(N) = Sy_1(N) = — sin— > sin— — > — sin—
2N (N) -1 (N) %:n n Q%n_Z 2



