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1. () flz,y) =4 Vot (x,y) # (0,0)
0 se (z,y) = (0,0)

all’infuori dell’origine; nell’origine la funzione ammette derivate parziali

entrambe identicamente nulle, perché f(z,0) = 0 Vz e f(0,y) = 0 Vy,
h h—0 h k—0 k
inoltre, f & differenziabile (e quindi dotata di derivate direzionali)

f(hvk) B f(0,0) - <Vf(0,0)7 (hu k)> ‘ _

¢ chiaramente differenziabile

dunque lim
h—0

nell’origine in quanto ~ lim

(h,k)—(0,0) Vh? + k2
, h2k _ h2Vk2
= lim = lim <
(hk)—(0,0) | VA* + k2VRZ + k2| (hk)—(0,0) | VhE 4+ k2VR2 + k2
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< im =
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B % se (z,y) # (0,0)
(b) f(x,y)—{ 0+ e (z,y) = (0,0)

1
(e dunque neanche differenziabile) nell’origine perché f(z,0) = — e
x

non e parzialmente derivabile

f(0,y) = ; e dunque o (0,0) = }IHO - =
= hn% 2= = 400 e analogamente 9y —=(0,0) = ]113}) — =
= %1m k—12 = +00; la funzione non ha neppure le derivate direzionali
perché

. f(th,tk) — f(0,0) . t(h+ k) . h+k

1 = lim ——— = lim —————— =
arces t oo+ 13 (h2 + k2) 1m0t 12 (h? 4+ k2)

400 seh+k>0
= -0 seh+k<O0 .
0 seh+k=0

log(1+m2+y2)
(c) flx,y) = ) 2+ E ; a E ’8§ ¢ parzialmente derivabile
; of f(h, )* f(0,0)
nell’origine: infatti %(0 0) = Ali% AR AR S e
2
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log(1+k2)

= lim w = lim Wil = 0; la funzione & inoltre
k—0 k k—0 k
differenziabile (e quindi ha derivate direzionali) nell’origine perché
log(1+h2+k2) 1 log(1+p2) 1
lim —PPEE oy F T,
(h,k)—(0,0) Vh? + k2 p—0 p
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:Ey z
flx,y,2) =4 =*+y'+z° se (2,y,2) #(0,0,0) ¢ identicamente nulla
O Se (:Z:7y, Z) = (0’ 07 O)

sugli assi cartesiani, quindi possiede tutte le derivate parziali (nulle)
nell’origine; inoltre, ¢ differenziabile (e quindi derivabile in ogni di-
) hk2j2
lim
(hk,§)=(0,0,0) | (h2 + k* + j6) \/h2 + k2 + 52
VPV
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rezione) in quanto

= lim
(h,k,5)—(0,0,0)

< im
(h,k,5)—(0,0,0)

_ li =0
(h,k,j)lin(0,0,0) |j|

f(x,y) = v/|zy| & chiaramente differenziabile fuori dagli assi carte-
siani; sugli assi cartesiani, I'unico punto in cui esistono entrambe le
derivate parziali ¢ Dorigine: infatti, f(z,0) =0 = f(y,0) e quindi le
derivate parziali sono entrambe nulle; nei punti del tipo (xg,0) con

0
o # 0 invece, esiste solo —f, anch’essa nulla, poiché ——(z¢,0) =

y dy
k,0) — 0 0
— 1%1_)11%) f(-’L’O + bl ]3: f(x07 ) — O, mentl“e a7£<:I;0,0) —
— h
= lim F(@o, h) = f(29,0) = lim [0 non esiste; per simmetria,
h—0 h h—0

nei punti (0,yg) esiste (nulla) of ma non —f; anche le derivate di-

Jr dy
f(th,tk) — f(0,0)

rezionali esistono solamente nell’origine perché lim

t—0t t
t2 th, tk) —
= lim+\/F\/@masex07é0, lim+f(x0+ ) t) f(anO):
t—0 t—0

= 400 e per simmetria

.V |(xo + th)tk] . [(xo + th)k|
= lim Y———— = lim —_—
t—0t t t—0t+ t
f(th,yo + tk) — f(0,50) _
t

[|h tk
= M = +o00; nell’origine, tuttavia, la funzione non e dif-
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ferenziabile perché li = — se

m —_— =
(hk)—(0,0) VR2 + k2 /2
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di fuori dell’asse y; 'unico punto di quest’asse in cui la funzione am-

nei punti del tipo (0, o) si ha lim+
t—0

¢ chiaramente differenziabile al

7]
mette derivate parziali e 'origine; infatti, a—f(O, Yo) =
Y



fO,90+ k) = f(O,50) _ 0 Vyo ma g(O Yo) =

[y ( ) k( ) ox
T fhayo 7f03y0 T 2 . 1 . A
= }lLli% - = }111_% yosin | 4 ), che esiste (e vale 0), < yo = 0;
inoltre, la funzione e differenziabile nell’origine, perché
hk2 : 1 2 2
(hk)=(0,0) | V/h? 4 k2 (hk)—(0,0) h? + k?

= " kl)im( : |h|v/'h2 + k2 = 0; infine, negli altri punti f ammette derivate
,k)—(0,0

direzionali solamente in direzione dell’asse y: infatti, se yo # 0 si ha
f(th,yo + tk) — £(0,y0) th(yo + tk)? sin ()

t—0+ t t—0t t
1 0 sek=0
T 2 . L _
_t£%1+h(yo+k) sin (th) { B osek A0
xy?
flz,y) = p puo essere estesa ad una funzione continua anche
€ Y

. 2]y («° + y?)
1’ 0,0) =0, hé )| < 77 =

nell’origine con f(0,0) perché |f(z,y)| P

0; la funzione ammette inoltre derivate parziali en-

trambe nulle nell’origine perché f(z,0) =0 = f(0,y), mentre negli
9 4 I6 + 2\ _ 6136 4 9

altri punti si ha —f(x,y) _Y ( i ) 5 i e or
Oz (28 4+ y2) dy

— |$|y2 (x,y):;(0,0)

(,y) =
_ 4y (m6 + y2) — 2y

, € sono entrambe continue nell’origine perché

(a6 +y2)*
2
‘af(x ol < y (l.G +y2) 625y B Y2 (xﬁ +y2) .
) = 2 2 2
Z @ | @] | e )
628 (26 + 92 2 z,y)— 0
(+9") _ oy g0 b0 |OF )
(2% +42) Oy
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(8 +y?)? (a8 +y?)* (8 +y?)?
2|zy| (28 + ¢ ? z,y)—
M = 6|xy| (@:4)73(0.0) 0; quindi, la funzione puo essere
6 2)2
(@° +y?)
prolungata ad una funzione di classe C* su tutto R2.
2,2
flz,y) = Y puo essere anch’essa estesa ad una funzione con-
1‘4 + y2
2 (2t +17?)
ti 1origi 0,0)=0,1i t <———F =
inua nell’origine con f(0,0) = 0, in quanto | f(z,y)| < Ry

— 2 (1’».7!):)(070)

0; inoltre, essendo nulla lungo gli assi cartesiani, f
possiede anche derivate parziali nell’origine; tuttavia, solamente Iz
af‘ _ 2292 (2 + 2) — 4ady? y
Ox (24 + y2)? =
2l (@t 4y?) APy 20 (2 +y?) (@ 4 0?)
(x* +y2)° (@t +92)° (a4 +y?)?

¢ continua nell’origine, infatti
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4|.'L'| (,’1’,‘4 + y2) (1‘4 —+ yg) _ 6|1‘| (z7y):>(0,0) 0 ma 6f

(x4 +92)° dy
21,2 I4+ 2 _21,2 3
= L4 (( " 4 )2)2 L e quest’ultima quantita non € continua
5t +y

428 — 228 1
perché, calcolata lungo la curva y = 22, vale % =5
x

ac2y
fla,y) =4 @~ (,y) #(0,0) & anch’essa nulla sugli assi carte-
0 se (z,y) = (0,0)
siani e quindi le derivate parziali nell’origine esistono e sono nulle, Voo > 0;

2
la funzione ¢ anche differenziabile (e ha derivate direzionali) per a < 3

infatti, se a > 2 il limite li Wk calcolato sulla
infatti, a > — il limi im ~ u
3 (h,k)—(0,0) (RS + k2)* \/h2 + k2
h‘476a 2

curva k = h?, vale |7, che non tende a 0, mentre se @ < — allora

204/1+ h4 ) .3

h2k h h6 6 ]412 2

S )

lim =
(h K (0,0) (RS + k2)* Vh2 + k2| (hk)—(0.0) (S + k2)* Vh2 + k2 —
v h2 + k2 (h6 + k2)€ (h6 + k,2)§

2
< lim = lim (K245 “=0;
~ (h,k)—(0,0) (hS + k2)* Vh2 + k2 (h,k)—(0,0) ( )
2
infine, la funzione ammette derivate direzionali nell’origine anche per a € 3’ 1] ,
f(th,tk) — £(0,0) ) t3h2k , t272ap2

erché lim =lm ———————-=I1lm ———
berehe o t tmot £ (1ORS + £2k2)7 im0+ (476 + k2)°
esiste finito solamente per a < 1.

(a) f(z,y) = /a2 + y? & chiaramente continua, ¢ dotata di tutte le derivate
. . . f(th,tk) — f(0,0) . JtVR? + E?
direzionali in quanto lim = lim ——— =
t—0+ t t—0+ t
= v/ h? + k?, ma non ha derivate parziali perché f(z,0) = |z| e f(0,y) = |y|
non sono funzioni derivabili.

(b) f(z,y) = ¥y & chiaramente continua, ammette derivate parziali
nulle perché & nulla lungo gli assi, ma non ha le derivate direzionali

f(th,tk) — f(0,0)

(ad eccezione delle direzioni degli assi) perché lim+ ; =
t—0
V2 | hk
zlimixy:hmB—:—l—oo.
t—0+t t t—0+t 4

(c) f(z,y) = ¥/x2 + y? & chiaramente continua nell’origine, ma non am-
mette derivate parziali perché f(x,0) = R f(0,y) = y% non sono
funzioni derivabili in 0, e non possiede derivate direzionali in alcuna

o o f(thitk) = £(0,0) . t5 YRT 4R
direzione perché hm+ ; = hm+ — =
t—0 t—0

. s/h?+ k2
= lim = +o00.
t—0t t

(d) flz,y) = { aoy?  SC (z,y) i Eg’ 8; non € continua nell’origine perché



4
flz, 2%) = 5 1= 3 — 1; lesistenza di derivate parziali e
S 2+ z4+1
direzionali di questa funzione e stata gia discussa nel terzo esercizio,

con o = 1.

_ [ Fy se (w,y) #(0,0)
f(a:,y)—{ 0 " se (z,y) = (0,0)

con derivate parziali entrambe nulle, perché ¢ nulla lungo gli assi

¢ parzialmente derivabile nell’origine,

.. N . ) 120
cartesiani; non ¢ continua perché f(z,x) = 3 7 0 e non ha le derivate

th,tk) — t2hk
direzionali in quanto tli%l+ F(th, )t £(0,0) = ti%l+ m =
) hk
lim ————- = +o0.

=0+ t(h2 + k2?)
Floy) = { Vr2+y? se (z,y) € R%\A ove

1 se (z,y) € A
A ={(z,y) € R? y = 2% x # 0} non & continua, perché non lo & lungo
la parabola A, non ha le derivate parziali perché lungo gli assi vale
rispettivamente |z| e |y|, ma ha tutte le derivate direzionali perché

th,tk) — £(0,0 t|vVh? + k2
hm+ f(th, )t 1(,0) = hm+ H% = \/h? + k2, dato che per
t—0 t—0

t opportunamente piccolo la funzione lungo qualsiasi retta coincide

con v/x? + y2.




