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1 CONOSCENZE PRELIMINARI

Le funzioni circolari inverse
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¢ linversa di sin(z)|[_z = (< arcsin(sin(z)) = sin(arcsin(z)) = =, V).

arcsin(z) : [—1,1] — |

arccos(z) : [—1,1] — [0, 7]

¢ 'inversa di cos()|[g,x-
Tom
t "R—(——=, =
arctan(x) ( 5 2)
¢ linversa di tan(z)|(-z 1 x).

arcsin(x), arccos(x) e arctan(z) sono funzioni continue nel loro dominio
in quanto funzioni inverse di funzioni continue su un intervallo.

Le funzioni seno iperbolico e coseno iperbolico

et —e "
inh =
sinh(x) 5

x —x
cosh(z) := ¢ —;e



sono definite su tutto R e soddisfano le seguenti proprieta:

sinh(—z) = — sinh(x)
cosh(—z) = cosh(x)

sinh x 4 cosh(z) = €”
cosh(x) > sinh(x)
(cosh(z))? — (sinh(z))? =1
(sinhx) = coshx

(coshz) = sinhx

sinh(0) =0 , cosh(0) =1

Definizione 1.1. xy € Dom(f) si dice punto angoloso per f se f non é
deriwvabile in quel punto e f’ (x9) € R, fi(xzo) € R (con f’(x0) # f(20)).

Definizione 1.2. zy € Dom(f) é punto di cuspide per f se f non é de-
riwabile in xo e almeno uno det due limit limxﬁx(t R (o) hmx—m:g Ry ()
vale £00. Nel caso in cui entrambi questi limiti siano infiniti devono avere
seqno opposto. (Rf(mo) é il rapporto incrementale della funzione in x.)

2 ESERCIZI

ESERCIZIO 1

Dimostare, applicando la definizione di derivata, e le regole di derivazione,

che valgono le seguenti uguaglianze:

1)(sinz) =cosz VreR

J(cosz) = —sinxz VxR

)(e®) =e® VreR

4)(logz) =1  Va € Ry
)(@") =nz"! VneNVrecR
)(z]) = &l = sign(z) Vo #£0
)(2%) = ax®™ ! Vz € Rsp,Va € R.

ESERCIZIO 2
Dimostrare, utilizzando il teorema di derivazione della funzione inversa che
valgono le seguenti uguaglianze:
1)(arcsinz) = —- Vo e (—1,1)

1—x2’

2)(arccosz)’ = —\/11_?, Vo e (—1,1)




3)(arctanz) = ﬁ, Ve R

ESERCIZIO 3
Determinare I'insieme di definizione e I'insieme di derivabilita delle seguenti
funzioni e calcolarne la derivata prima.

1)f(x) = coszlog(l — z?)

2)f(x) = ]z +1]
3)f(z) = |log | + sinhx
Hf(z) = G

5)f(x) = (arctan x)*.

ESERCIZIO 4
Stabilire se la seguente funzione & derivabile nel suo dominio

f(:c):{ a:e_ﬁ sex #0

0 sex =0

3 SOLUZIONI

ESERCIZIO 1

Per le prime 4 si applica la definizione di derivata di una funzione (limite

del rapporto incrementale) e si perviene al risultato.
Per es. (3):
e:}c+h — et ex(eh _ 1)
e’) = lim ———— = lim ———% =¢
(¢") h—0 h h—0 h
5) Per n = 0 e n = 1, il risultato segue banalmente. Usiamo il principio di
induzione su n: Supponiamo che sia (")’ = nz""!, per ogni n, allora

(" = (2" z) =na" Tzt 2" = (n+ 1)

6) |x| non ammette derivata in 0 perché

i _ @ _[1 se h — 0t
Ph—0 = W5\ T 21 seh— 0~

Osservazione 3.1. 0 ¢ un punto angoloso per |z|.

7)
(xa)/ — (ealogm)/ — ealogrg = axr
X

a—1



ESERCIZIO 2

Si applica il teorema della derivata della funzione inversa, sfruttando la
conoscenza delle derivate di sin(z), cos(z) e tan(z). Per quest’ultima, ad
esempio: usando la regola di derivazione del rapporto

1
(tanz)' = —5— =1+ tan® z
cos?x
Quindi, sia y = arctanx < = = tany, allora

I
(tany)’ 14 (tany)2 14 2

(arctanz)’ =
ESERCIZIO 3:

)
Dom(f) = (~1,1)

f'(z) = —sinzlog(1 — :c2) — %
Dom(f") = (~1,1)
2)
Dom(f)=R
1 |z 4 1

f($):2\/]x+1\ x+1

Dom(f') =R {1}

e —1 & un punto di cuspide per f.

3)
Dom(f) = (0, +00)
f(z) = |11§§;C‘ % + coshz

Dom(f") = (0,1) U (1, +c0)

e 1 & un punto angoloso per f.
4)
Dom(f) =R,

eSn®(cos x(w? + 1) + 2z)

o) = =




Dom(f') =R

f (.ﬁ()) — 7 log(arctan x)

Dom/(f) = (0, +00)
x 1

J'(@) = (arctan 2)” (log arctan @) + {5 ————

)

Dom(f") = (0, +0)

ESERCIZIO 4:

In ogni punto diverso da 0 f e derivabile perché prodotto e composi-
zione di funzioni derivabili. In x = 0 bisogna per prima cosa verificare la
continuita, cioe che

lim f(z) =0

x—0
che effettivamente & vero.

Per la derivabilita in 0 deve esistere finito il limite del rapporto incre-
mentale di f in 0.

1
h REE 1
%’mzo — }lzim e o 0

—0

I
hlg% h

dunque f & derivabile anche in 0.



