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Esercizio 1. Considerare la seguente funzione di tre variabili

F : R3 −→ R
(x, y, z) 7→ z2 + (

√
x2 + y2 − 3)2

(1.1) Trovare l'aperto massimale U ⊂ R3 in cui F è liscia, cioè di classe C∞ e descrivere geometricamente il
suo complementare: R3 \ U .
(1.2) Scrivere il campo gradiente ∇F e trovare i punti critici di F .
(1.3) Sia Σ il sottoinsieme dello spazio Euclideo

Σ = {(x, y, z) ∈ R3 : z2 + (
√

x2 + y2 − 3)2 = 1}

Dimostrare che Σ è una super�cie liscia.
(1.4) Dimostrare che Σ è compatta, cioè un sottoinsieme chiuso e limitato di R3.
(1.5) Dimostrare che l'applicazione

x : (−π, π)× (−π, π) −→ R3

(u, v) 7→ ((cos v + 3) cos u, (cos v + 3) sinu, sin v)

è una carta locale su Σ. Descrivere Im(x) ⊂ Σ.

Esercizio 2. (Do Carmo, p. 80 es 7) Dimostrare che la relazione �S1 è di�eomorfa ad S2� è una relazione
d'equivalenza sull'insieme delle super�ci regolari.

Esercizio 3.Mostrare che il catenoide {(x, y, z) ∈ R3 : x2+y2 = cosh2 z} è di�eomorfo al cilindro {(x, y, z) ∈
R3 : x2 + y2 = 1}, esibendo un di�eomor�smo.

Esercizio 4. Dimostrare che, date due super�ci regolari S1, S2 ⊂ R3, un'applicazione f : S1 −→ S2 è un
di�eomor�smo ⇐⇒ f è liscia, biiettiva, e il suo di�erenziale dfp è un'applicazione lineare invertibile ∀p ∈ S1

Esercizio 5. La super�cie di Scherk è la super�cie di tipo gra�co S ⊂ R3 data da

S =
{

(x, y, z) ∈ R3 : z = ln
(

cos x

cos y

)
, (x, y) ∈ A =

(
−π

2
,
π

2

)
×

(
−π

2
,
π

2

)
⊂ R2

}
Mostrare che S non può essere scritta come immagine inversa di un valore regolare.
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