FISICA MATEMATICA (FM2), A.A. 2007/08

Soluzioni Primo Esonero (9-11-07)

Esercizio 1 (10 punti) Verificare l’esistenza e determinare la soluzione u(x,y) del
problema
wug + (y+ Nuy =2
1

u(z,1) = 2%

Soluzione Sia z = u(z,y). Possiamo riscrivere I'equazione come

a(m, y7 Z)Zw + b(m7 y7 Z)zy = C(:I’" ya Z)
1
zly = 2%
con a(x,y,z) =z, b(z,y,z) =y + 1, ¢(x,y,z) = z, v la curva iniziale con rappresen-
tazione parametricay =1, x = s, s € R.
Poiché

a(x(SO)vy(SO), 2(50))%‘3:50 - b($(80),y(80), Z(SO))%L?:SO =-2

per ogni sg € R, la soluzione esiste ed € unica in un intorno della curva . Le equazioni
per le caratteristiche sono

gx(t, s)=z
%y(t, s)=y+1
(1)
£z(t,s) =z
z(0,s) = s; y(0,s) = 1; 2(0,s) = }s

2

Si noti che la prima e 1'ultima equazione sono accoppiate. Le soluzioni del sistema
lineare

%x(t,s) =2z

%z(t,s) =z

1
x(0,8) = s, 2(0,s) = 25

sono z(t,s) = Ae! + Be™!, 2(t,s) = Ae! — Be™!, con A e B dipendenti dalle con-
dizioni iniziali. Si ottiene z(0,s) = A+ B = s e 2(0,s) = A— B = 1s. Si ricava
immediatamente A = %s, B = is. La soluzione é

3 1
xz(t,s) =s <4et + 4et>

y(t,s) =2e' — 1

Poiché ef = YL per y > —1 abbiamo

2
_ 3y+1+1 2
TG T2 Tyt

1



Moltiplicando per 2(y + 1) abbiamo
3 2
20(y +1) = [1(y +1)" +1s
2x(y + 1)
fy+12+1
Sostituendo si ottiene

2e(y+1)
Sy+1)2+1

[§y+1_1 2 |
4 2 dy+1"

2(t(z,y), s(x,y)) =

Esercizio 2 (7 punti) Verificare esistenza e determinare la soluzione u(z,y) del
problema
(x+Dug +zuy =u

u(ly) =y.
Soluzione Sia z = u(z,y). Possiamo riscrivere ’equazione come
a(l‘v yv Z)Zx + b(ﬂ?, yv Z)Zy = C(JU, ya Z)
zly ==
con a(z,y,z) =z +1, b(z,y,2) =z, ¢(z,y,z) = z, v la curva iniziale con rappresen-

tazione parametrica x =1, y = s, s € R.
Poiché

a(50), (50), (50)) S man — D (50),(50), 2(50)) G- omss = 2

per ogni sg € R, la soluzione esiste ed € unica in un intorno della curva . Le equazioni
per le caratteristiche sono

d
—x(t,s) =x+1

dt
%y@w):$
az(t,s) =z

z(0,8) = 1; y(0,8) = s; z(0,8) = s.

La soluzione é x(t,s) = 2e — 1, y/(t,s) = x(t,s) = 2! — 1 = y(t,s) = 2e* —t +5—2,
z(t, s) = se'. Poiché e' = ZFL quando z+1 > 0, s = y+2—2¢e'+t = y—x+1+log 1L
e quindi z = u(x,y) = (y—x+1+log%+1)%+l,

Esercizio 3 (8 punti) Sia u(z,t) soluzione continua in [0, 7] X [0, +00) del problema
.
Up = Ugy = S0 z e (0,m), t>0
3
u(0,x) = sin 5% TE€ [0, 7]; u(t,m) =1, u(t,0) = 0.
La soluzione u é non negativa? Risolvere

ut—um:sing xze€0,m), t>0

3
u(0,2) = sin 2% T € [0,7; ug(t,m) =1, u(t,0) = 0.



con il metodo di separazione delle variabili.

Soluzione La frontiera parabolica 0p ([0, 7] X [0,00)) = OpS é 'unione delle semirette
x=0,z=m,t>0e del segmento 0 < = < m, sull’asse z (t=0). Si osservi che
sin§ > 0 per x € [0,n]. Per il principio del massimo, u é non negativa in tutta la

3

striscia se u > 0 su dpS. Sulle semirette u é positiva; ma il dato iniziale sin 5z é non

2
negativo per 0 < x < %w. Concludiamo che u é negativa. Risolviamo il problema
misto. Sia u(z,t) = x 4+ v(x,t), con v soluzione di

vt—vm:sing ze(0,m), t>0
3
v(0,z) = sin 2T—% TE€ [0, 7]; vg(t,m) =0, v(t,0) = 0.
Si ponga
. 1
v(x,t) = Z cn(t) sin (n - 5)307
n>1
con
, 1\2 ) x
Z [cn(t) + (n - 5) cn(t)} sin(n — =)z = sin 5
n>1
e tale che

. 1 . 3z .3 : 1
v(z,0) = ch(O) sin(n — i)x =sin— —z=singz + ansm (n — §>x,

n>1 n>1
con 5 [ )
b, = — —x) si — =)adz.
- /0 (—z)sin(n z)x x
Le funzioni ¢, sono quindi soluzioni di:
, 1
Cl(t) + ch(t) =1, 01(0) = by,
9
co(t) + ch(t) =0, c2(0) =1+ bg,
2n — 1)2
i+ B =0, c0)=b n>3

Si ottiene

La soluzione é

3 2 1
u(,£) = e H by —4) +4]sin Se” B (by41) sin §x+; e B, sin (n—3 ).

Esercizio 4 (5 punti) Si determini la soluzione u(z,t) di

ug :um+6712 cost x€ R,t>0

w(0,2) =2, —-L<z<lIL; uw(0,2) =0, |a| > L.
3



Si stimi |u(0,t)].
Soluzione La soluzione é

lz—y|?

1 ff w2 k 1 _ >
u(x,t) = — e 2 yd Jr/ dsi/ e 1= e Y cossdy.
(%) Vart [L v o 4r(t—3s)Jr Y

Si osservi che

_lz—y? .2
=y e Y cos sdy.

u(O,t):/Otdsm/Re

Poiché |e=¥" coss| < 1
|u(0,t)| < t.

Esercizio 5 (8 punti) Si determini la soluzione u(z,t) di

Up = Uy xz€(0,1), t>0
u(0,2) =z, x€]0,1]; u(t,0) =0, u(t, 1) = 5.
Si calcoli il limy_. u(z,t) per z € (0,1) e il tempo affinché u(3,t) = 3.

Soluzione Si ponga
u(t,z) = 5z +v(t, )

con v soluzione di

Vi = Vg z€(0,1), t>0
v(0,2) = =4z, x€][0,1]; v(t,0) =0, v(t,1) = 0.

La soluzione v si determina per separazione di variabili
— 2 .
v(t,x) = g bpe” "™t sin nrra.
n>1
con

1 1
by, = 2/ v(0, z) sinnredr = —8/ xsinnrzde.
0 0

Si ottiene facilmente
lim sup |u(t,z)— 5z| = 0.
t—0 2¢(0,1]

Si deve verificare se esiste t tale che

Poiché —5 < v(t,z) < 0 si deduce che non esiste nessun valore di ¢ tale che u(t, 1) = 3.



