AMD5-2008: Tracce delle lezioni- 1
MISURE.
Dato un insieme X, una famiglia 3 di sottoinsiemi di X si chiama c-algebra se
(i) ey, (i) FeX=E€X, (i11) E; € ¥ = USNE; €%
Una funzione p : ¥ — [0, +00], si chiama misura se: p@ =0 e

(numerabile additivitd) E;e¥, ENE =0 Yi#j =

n-t A4,ey¥ = ﬂjAj:(UjAj)ceE, A,BEE = A\B=ANB‘eX

Proposizione 1. Sia p: ¥ — [0, +00] misura. Allora

i) A,BeX, ACB = u(A) <u(B)

(i) A,BeX, ACB, plA) <+oo = u(B\A)=u(B)—punA)

(ii) E;€X, E; CEjq V) = w(E;) — w(USYE;)  (in modo crescente)
(iv) Ej €3, Ejp CE; V), p(Er) <400 = u(E)) — p(N=E))
Prova. (i)-(ii): B=(B\A)UA= u(B)=pu(B\A) +u(A)

(ili) Ovvio se u(E;) = +oo per qualche j. Sia dunque p(E;) < +oo Vj.
Scriviamo Ey := 0. B U/5E; = U5 [Ej41 \ ;] unione disgiunta e quindi

+OOE Z 1(Ejen \ Ej) Z B\ Ej) = hgn 1(Ent1)
7=1

(iv) E1\NjE; =U;(E1\ E;) unione crescente e  pu(Ep) < +o0 =
p(Er) — p(MiEy) = p(Ex\ M E) = p(U;[ B\ Ej]) = lim p(Ey \ Ej)

= p(£r) — lim p(Ej)



Definizione 1: Misure ”esterne” (generazione di misure).

Dato un insieme X, sia P (X):={A: AC X} linsieme delle parti di X
Una funzione p : P (X) — [0, 4+00], si chiama misura (esterna), se  u(f) =0 e
+o0
ACUDA; = p(A) <D u(4)) (numerabile subadditivitd)
=1
I —!

p é monotona: ACB = pu(A) <u(B).

Esempi: le misure (esterne ) di Lebesgue e di Hausdorff in RY

Misura di Lebesgue. Qui R =1, x...x Iy, I; intervalliin R, denota
un rettangolo in RY, e Vol(R) = I(I}) x ... x I(Iy)
({(1):= lunghezza di ).

(0 co:=0) éilsuo volume
La misura di Lebesgue LY ¢ definita dalla posizione:

LN(A) =

+o00
inf{d Vol(R;) : ACU;R;}, ACRN
1

Nota che LN(R) = Vol(R). LY ¢ misura (esterna). Infatti, dato A C U;A;,
e supposto  p(A;) < oo Vj, sia A; CUR; con Y, Vol(Ry) < LN(4;) + 5.
Allora A C UyRy equindi  LV(A) < 3 Vol(Ry;) < 2e+ 3 LN(A;)).

Invarianza per traslazione, N-omogeneita.

Ricordiamo che se ACRN he RVt >0, A+h:={z+h| ze€ A}, tA:=
{tx| x € A}

sono rispettivamente il traslato di A lungo h, il dilatato di A (di
coefficente t). Da

vol(R + h) = vol (R), vol (tR) =t~ vol (R), segue che
LN(A+h) = LN(4), LN(tA) = tVLN(A)

VA C RV,
Misura di Hausdorff. Dati

heRM, t>0
s>0, §>0, AcR"

siano
+o0 L
Hg(A) = inf {Z(dlam Cj)s A C Uj:OTC], Cj = Cj, diaij S 5}
j=1

H*(A) = sup Hj(A)
50
H* é misura (esterna) (detta di Hausdorff s-dimensionale).

Come sopra, H®*(A+h)=h*(A), H°(tA) =t"H*(A).



Definizione 2: Insiemi misurabili. Sia y misura (esterna) su X. Diremo che
E C X & p-misurabile se uw(A) = p(ANE) + p(ANE°), VAC X
0, equivalentemente, ACE, BCE® = pulAuB) = p(A)+u(B)
>, denoterd la classe dei p-misurabili.

=11 wpE)=0= EFei,.

I =lI(ii)) E C R"™ é (Lebesgue) misurabile = FE + h, tFE sono (Lebesgue)
misurabili .

Proposizione 2 : yx, € una misura
() By e BNE = 0 Vitj = plUSE) = 5% u(E)
(ii) ¥, € una o-algebra

Prova di (i) E e, ANE = 0 = upAUE) = plA + uE).
Dall’ipotesi segue quindi pu(Ur, E;) = Y7 pu(E;), Yn e quindi

+oo
doulE) > wUSTE) > p(ULE) = Y u(E) Yn
1
Prova di (ii) : Ovviamente 0 € X, e FE €3, seesolose E°€ X,. Poi

Ei, EyeX¥, = A = p(ANE)+p(ANEY N Ey)+u(A N EY N ES) =
= LL(A N (El U EQ))+/L(A N (El U EQ)C) = F; U EQEEH

In particolare, E,F € ¥, = E\F = (E°UF) € X, equindi F, :=E; e
Foy1 = Enr \ U?ZlEj sono misurabili, chiaramente tra loro disgiunti e, infine
Ul Fy = U} E; Sostituendo eventualmente gli £, con gli F},, possiamo supporre
gli E; tra loro disgiunti.

Ora, dalla misurabilitd di U}_, E; segue che pu(A) > p(AN(UTE;))+p(AN(UET E;)©).
Ma, essendo gli F; misurabili e disgiunti, é p(AN(EyUE)) = p(ANE)+u(ANE,)
e quindi, iterando, p(A N (UTE;)) = X0, (AN E;). Dunque , passando al limite

+00
p(A) = 3 (AN Ey) + p(AN (VST E)) = p(AN (USTE)) + (AN (U E;))

i=1



(O  ESEMPIO di un insieme in R che non é Lebesgue misurabile.

Sia A, :=(z+Q)N[0,1]. E

r—ygdQ = A.NA4, = 0, r—yeQ = A, =4,
Poi, dall’assioma della scelta:

iZ Cc R tale che Vox: ZNA, ¢é esattamente un punto.
Proprieta di Z:
Uee(Z+a) =R, a#e = (Z+a)N(Z+qe)=0
Siapoi  «a:N —Q bilezione, ¢; := a(j). Da
L'R) <> LY (Z+q;) => LY2), segue LYZ)>0
J J

Sia infine ¢;, € [0,1] V& e quindi 2= L'([0,2]) > LY (U (Z + ¢,)).

Se Z fosse misurabile, lo sarebbero anche gli Z + g;,, e quindi risulterebbe

2

T1(2) Vn

L'NUNZ +q;,)) => LYZ +q;,) =nL(Z) equindi n<
1

contraddizione.

MISURE BORELIANE, di RADON

Sia (X,d) spazio metrico, e sia B C P (X) la pid piccola sigma algebra che
contiene i chiusi di X. B, intersezione di tutte le o-algebre che contengono i chiusi
di X, si chiama la sigma algebra dei boreliani di X.

Definizione 3.

Una misura (esterna) p su X sidice misura borelianase B C 3,

Se di piu p ¢ finita sui compatti, p si dice di Radon.

Definizione 4. Una misura (esterna) p su X si dice misura metrica se

0 < d(A, B) = u(AU B) = u(A) + u(B)

4



Proposizione 3: @ metrica = p boreliana
Premettiamo il

Lemma . Siano g misura metrica su (X,d), E; C E;4; Vj. Allora
d(Ejr2 \Ej1, Ej \Ej-1) > 0 Vj>2 = pu(E) — p(U;E))

Prova del Lemma. Possiamo supporre sup, u(E;) < +00.

Siccome , dall’ipotesi ed essendo p misura metrica,

p(E2 \ E1) + .+ p(Eop \ Ean—1) = p(Uj—1[Egj \ Eaj1]) < pu(Esn) < Sup u(E;)

(B3 \ Ea) + ..+ p([Banga \ Fan]) = p(Uj_y [Eaj1 \ Eajl) < p(Eont1) < Sup 1(E;)

otteniamo i u([Ejer \ Ej]) < +o0 e quindi Y5, p([Ejq1 \ Ej] =0 0 e
quindi

(B < () + D (B \ Bj)) Vo = p(UE;) < limp(E,)

ji>n

— Gli £ non si suppongono misurabili!

Prova della Proposizione 3. Sia C =C un insieme chiuso.
Siano A C C, B cCC(C“ Sia B,:= {reB: d(C)>1}.

Sihache B = U,B, perché BC C¢ e (¢ éaperto. Inoltre

1 1 .
d(Bjy2 \ Bjw1,B; \ Bj-1) > ST+ >0 Vj=>2

Dal Lemma segue quindi che p(B,,) — u(B) e quindi
mAUB) = wW(AUB,) = wA) + p(By) — pA) + wp(B)

Proposizione 4: LY é metrica e quindi boreliana.
Infatti, sia 0 < &:= d(A,B). Datoe>0,siano R; tali che

o
AUB CU;R;, diamR; < 3 > VolR; < n(AUB) + ¢
J

Allora p(A) + u(B) < Xgnazs VOLR; + X g app VOIR; < (AU B) + ¢



Proposizione 5. LY é borel regolare:

VACRY 3 BeB: AcBe LNA=LY0B
Infatti LN (A) = LN(N; U; Ry;) con A C U; Ry, 32; Vol Ryy < LN(A) 44
Proposizione 6: Aj C Ajy = LN(Aj) — LYV (U;4))

— gli A; non sono supposti misurabili!

Verifica: siano B; € B, A; C Bj, tali che LY (A;) = LY(B;).
E A, C Nj>,B; e N5, B, é famiglia crescente (di misurabili). Dunque

LN<UnAn> S LN(Un mjzn BJ) = lim LN(ijnBj) S lim LN(An)

Proposizione 7: Approssimazione mediante aperti, compatti
i)VACRN: LY(A) =inf{LN(O): AcCO, O aperto }

ii) VE misurabile : LY (E) =sup{L™(K): K C E,K compatto }

La i) segue dal fatto che vol(R) = vol(int R).

(i) Sia dapprima F C B, e sia O; aperto tale che B, \ E C O;, con

LN(0;) < LN(B, \ E) + ; =LY(B,) - LN(E) + ; e quindi LY(E) <

— 1 — — 1 — 1
LN<BT) - LN(Oj) + - =< LN(BT) - LN(Oj N BT) +-= LN(BT \ Oj) + -
J J J
Dunque, Kj;:= B,\0O; ¢ un compatto contenuto in E e LV (E) < LV(K;)+ %

Nel caso generale, se B, denota la palla di raggio n, LN (E N B,) —, LY(E).

Quindi, se K,, C EN B, ¢ compatto tale che LY (E N B,) < LY(K,) + + si ha
LY(E) <lim, LY (K,) < LN(E).

O —!! Daii) segue che , se LV(FE) < +o00 ed E ¢ misurabile allora

(%) Ve 3K.CECO.,K. compatto, O, aperto: LY(O.\ K.) <e

Viceversa, se vale (%), £ é misurabile: E = (N,0.,) \ (MO, \ E) ¢é differenza di
misurabili perché¢ (N, 0.,)\ F C [M,0.,]\ [U.K,,] = LY (N0, \ E) = 0 (dunque,
A limitato e misurabile secondo Peano-Jordan =- misurabile secondo Lebesgue).



Esercizi e complementi 1

Misura di Hausdorff. Dati s > 0, 6 > 0, A C R" sia

+o00
Hg(A) = mf{Z(dlam Cj)s cAC U+Oon, Cj = 6]', diaij < 5}
j=1

j=1

H*(A) =sup H§(A)

5>0
(i) Provare che H*® ( misura di Hausdorff s-dimensionale) é misura boreliana.

(ii) H°(rA) =r*H*(A),YA C R",Vr >0
(iii) H5(A) < +o00,t > s= H'(A)=0 e H*(A) >0,t <s= H'(A) =+
Esercizio 1 . Sia X un insieme .

(i) Per ogni A C X, sia u(A) = numero di elementi di A, se A é un insieme
finito, u(A) = 400 se A non é finito (p é "misura che conta”) . Provare che p é una
misura sull’insieme delle parti di X.

(i) Dato Xo C X, sia 0x,(E) = 1se ENXy # 0, 0x,(E) = 0se EN Xy = 0.
Provare che dx, ¢ una misurasu X e ¥, ={E: X, C E op. E C X{}.

Esercizio 2. Dato X, sia ¥ una o- algebra di sottoinsiemi di X, u : ¥ — [0, +00]
misura, e sia  (E) =1inf{d u(A4;) : E C UA;, A; € ¥} Provare che
(i) /1 & misura (esterna) su X, (i) X cC X,
(i) o é X-regolare: VACX, JEe€X: ACE, a(A) =pu(F)

Suggerimento: £ € ¥, A CU;A;, Aj € =3, u(4;) > (ANE) + a(A\ E)...

Esercizio 3. Sia A C R, L'(A) > 0. Provare che esiste E C A che non é
L'-misurabile.

Suggerimento. Cominciare col provare che Zy C Z, LY(Zy) > 0 = Zy non €
misurabile (Z € il noto esempio di insieme non misurabile..). Provare quindi che
0 < LYAN(Z + q;)) per qualche j

Esercizio 4. Mostrare che non é sempre vero che
Ej C R, Ej+1 C Ej,Ll(El) < +00 = Ll(EJ) — Ll(ijj)

Suggerimento. Da Ny, Ujsp (Z 4 q;) = 0... ove Z é come sopra..



