AMD5-2008: Tracce delle lezioni- 1
MISURE.
Dato un insieme X, una famiglia 3 di sottoinsiemi di X si chiama c-algebra se
(i) ey, (i) FeX=E€X, (i11) E; € ¥ = USNE; €%
Una funzione p : ¥ — [0, +00], si chiama misura se: p@ =0 e

(numerabile additivitd) E;e¥, ENE =0 Yi#j =

n-t A4,ey¥ = ﬂjAj:(UjAj)ceE, A,BEE = A\B=ANB‘eX

Proposizione 1. Sia p: ¥ — [0, +00] misura. Allora

i) A,BeX, ACB = u(A) <u(B)

(i) A,BeX, ACB, plA) <+oo = u(B\A)=u(B)—punA)

(ii) E;€X, E; CEjq V) = w(E;) — w(USYE;)  (in modo crescente)
(iv) Ej €3, Ejp CE; V), p(Er) <400 = u(E)) — p(N=E))
Prova. (i)-(ii): B=(B\A)UA= u(B)=pu(B\A) +u(A)

(ili) Ovvio se u(E;) = +oo per qualche j. Sia dunque p(E;) < +oo Vj.
Scriviamo Ey := 0. B U/5E; = U5 [Ej41 \ ;] unione disgiunta e quindi

+OOE Z 1(Ejen \ Ej) Z B\ Ej) = hgn 1(Ent1)
7=1

(iv) E1\NjE; =U;(E1\ E;) unione crescente e  pu(Ep) < +o0 =
p(Er) — p(MiEy) = p(Ex\ M E) = p(U;[ B\ Ej]) = lim p(Ey \ Ej)

= p(£r) — lim p(Ej)



Definizione 1: Misure ”esterne” (generazione di misure).

Dato un insieme X, sia P (X):={A: AC X} linsieme delle parti di X
Una funzione p : P (X) — [0, 4+00], si chiama misura (esterna), se  u(f) =0 e
+o0
ACUDA; = p(A) <D u(4)) (numerabile subadditivitd)
=1
I —!

p é monotona: ACB = pu(A) <u(B).

Esempi: le misure (esterne ) di Lebesgue e di Hausdorff in RY

Misura di Lebesgue. Qui R =1, x...x Iy, I; intervalliin R, denota
un rettangolo in RY, e Vol(R) = I(I}) x ... x I(Iy)
({(1):= lunghezza di ).

(0 co:=0) éilsuo volume
La misura di Lebesgue LY ¢ definita dalla posizione:

LN(A) =

+o00
inf{d Vol(R;) : ACU;R;}, ACRN
1

Nota che LN(R) = Vol(R). LY ¢ misura (esterna). Infatti, dato A C U;A;,
e supposto  p(A;) < oo Vj, sia A; CUR; con Y, Vol(Ry) < LN(4;) + 5.
Allora A C UyRy equindi  LV(A) < 3 Vol(Ry;) < 2e+ 3 LN(A;)).

Invarianza per traslazione, N-omogeneita.

Ricordiamo che se ACRN he RVt >0, A+h:={z+h| ze€ A}, tA:=
{tx| x € A}

sono rispettivamente il traslato di A lungo h, il dilatato di A (di
coefficente t). Da

vol(R + h) = vol (R), vol (tR) =t~ vol (R), segue che
LN(A+h) = LN(4), LN(tA) = tVLN(A)

VA C RV,
Misura di Hausdorff. Dati

heRM, t>0
s>0, §>0, AcR"

siano
+o0 L
Hg(A) = inf {Z(dlam Cj)s A C Uj:OTC], Cj = Cj, diaij S 5}
j=1

H*(A) = sup Hj(A)
50
H* é misura (esterna) (detta di Hausdorff s-dimensionale).

Come sopra, H®*(A+h)=h*(A), H°(tA) =t"H*(A).



Definizione 2: Insiemi misurabili. Sia y misura (esterna) su X. Diremo che
E C X & p-misurabile se uw(A) = p(ANE) + p(ANE°), VAC X
0, equivalentemente, ACE, BCE® = pulAuB) = p(A)+u(B)
>, denoterd la classe dei p-misurabili.

=11 wpE)=0= EFei,.

I =lI(ii)) E C R"™ é (Lebesgue) misurabile = FE + h, tFE sono (Lebesgue)
misurabili .

Proposizione 2 : yx, € una misura
() By e BNE = 0 Vitj = plUSE) = 5% u(E)
(ii) ¥, € una o-algebra

Prova di (i) E e, ANE = 0 = upAUE) = plA + uE).
Dall’ipotesi segue quindi pu(Ur, E;) = Y7 pu(E;), Yn e quindi

+oo
doulE) > wUSTE) > p(ULE) = Y u(E) Yn
1
Prova di (ii) : Ovviamente 0 € X, e FE €3, seesolose E°€ X,. Poi

Ei, EyeX¥, = A = p(ANE)+p(ANEY N Ey)+u(A N EY N ES) =
= LL(A N (El U EQ))+/L(A N (El U EQ)C) = F; U EQEEH

In particolare, E,F € ¥, = E\F = (E°UF) € X, equindi F, :=E; e
Foy1 = Enr \ U?ZlEj sono misurabili, chiaramente tra loro disgiunti e, infine
Ul Fy = U} E; Sostituendo eventualmente gli £, con gli F},, possiamo supporre
gli E; tra loro disgiunti.

Ora, dalla misurabilitd di U}_, E; segue che pu(A) > p(AN(UTE;))+p(AN(UET E;)©).
Ma, essendo gli F; misurabili e disgiunti, é p(AN(EyUE)) = p(ANE)+u(ANE,)
e quindi, iterando, p(A N (UTE;)) = X0, (AN E;). Dunque , passando al limite

+00
p(A) = 3 (AN Ey) + p(AN (VST E)) = p(AN (USTE)) + (AN (U E;))

i=1



(O  ESEMPIO di un insieme in R che non é Lebesgue misurabile.

Sia A, :=(z+Q)N[0,1]. E

r—ygdQ = A.NA4, = 0, r—yeQ = A, =4,
Poi, dall’assioma della scelta:

iZ Cc R tale che Vox: ZNA, ¢é esattamente un punto.
Proprieta di Z:
Uee(Z+a) =R, a#e = (Z+a)N(Z+qe)=0
Siapoi  «a:N —Q bilezione, ¢; := a(j). Da
L'R) <> LY (Z+q;) => LY2), segue LYZ)>0
J J

Sia infine ¢;, € [0,1] V& e quindi 2= L'([0,2]) > LY (U (Z + ¢,)).

Se Z fosse misurabile, lo sarebbero anche gli Z + g;,, e quindi risulterebbe

2

T1(2) Vn

L'NUNZ +q;,)) => LYZ +q;,) =nL(Z) equindi n<
1

contraddizione.

MISURE BORELIANE, di RADON

Sia (X,d) spazio metrico, e sia B C P (X) la pid piccola sigma algebra che
contiene i chiusi di X. B, intersezione di tutte le o-algebre che contengono i chiusi
di X, si chiama la sigma algebra dei boreliani di X.

Definizione 3.

Una misura (esterna) p su X sidice misura borelianase B C 3,

Se di piu p ¢ finita sui compatti, p si dice di Radon.

Definizione 4. Una misura (esterna) p su X si dice misura metrica se

0 < d(A, B) = u(AU B) = u(A) + u(B)

4



Proposizione 3: @ metrica = p boreliana
Premettiamo il

Lemma . Siano g misura metrica su (X,d), E; C E;4; Vj. Allora
d(Ejr2 \Ej1, Ej \Ej-1) > 0 Vj>2 = pu(E) — p(U;E))

Prova del Lemma. Possiamo supporre sup, u(E;) < +00.

Siccome , dall’ipotesi ed essendo p misura metrica,

p(E2 \ E1) + .+ p(Eop \ Ean—1) = p(Uj—1[Egj \ Eaj1]) < pu(Esn) < Sup u(E;)

(B3 \ Ea) + ..+ p([Banga \ Fan]) = p(Uj_y [Eaj1 \ Eajl) < p(Eont1) < Sup 1(E;)

otteniamo i u([Ejer \ Ej]) < +o0 e quindi Y5, p([Ejq1 \ Ej] =0 0 e
quindi

(B < () + D (B \ Bj)) Vo = p(UE;) < limp(E,)

ji>n

— Gli £ non si suppongono misurabili!

Prova della Proposizione 3. Sia C =C un insieme chiuso.
Siano A C C, B cCC(C“ Sia B,:= {reB: d(C)>1}.

Sihache B = U,B, perché BC C¢ e (¢ éaperto. Inoltre

1 1 .
d(Bjy2 \ Bjw1,B; \ Bj-1) > ST+ >0 Vj=>2

Dal Lemma segue quindi che p(B,,) — u(B) e quindi
mAUB) = wW(AUB,) = wA) + p(By) — pA) + wp(B)

Proposizione 4: LY é metrica e quindi boreliana.
Infatti, sia 0 < &:= d(A,B). Datoe>0,siano R; tali che

o
AUB CU;R;, diamR; < 3 > VolR; < n(AUB) + ¢
J

Allora p(A) + u(B) < Xgnazs VOLR; + X g app VOIR; < (AU B) + ¢



Proposizione 5. LY é borel regolare:

VACRY 3 BeB: AcBe LNA=LY0B
Infatti LN (A) = LN(N; U; Ry;) con A C U; Ry, 32; Vol Ryy < LN(A) 44
Proposizione 6: Aj C Ajy = LN(Aj) — LYV (U;4))

— gli A; non sono supposti misurabili!

Verifica: siano B; € B, A; C Bj, tali che LY (A;) = LY(B;).
E A, C Nj>,B; e N5, B, é famiglia crescente (di misurabili). Dunque

LN<UnAn> S LN(Un mjzn BJ) = lim LN(ijnBj) S lim LN(An)

Proposizione 7: Approssimazione mediante aperti, compatti
i)VACRN: LY(A) =inf{LN(O): AcCO, O aperto }

ii) VE misurabile : LY (E) =sup{L™(K): K C E,K compatto }

La i) segue dal fatto che vol(R) = vol(int R).

(i) Sia dapprima F C B, e sia O; aperto tale che B, \ E C O;, con

LN(0;) < LN(B, \ E) + ; =LY(B,) - LN(E) + ; e quindi LY(E) <

— 1 — — 1 — 1
LN<BT) - LN(Oj) + - =< LN(BT) - LN(Oj N BT) +-= LN(BT \ Oj) + -
J J J
Dunque, Kj;:= B,\0O; ¢ un compatto contenuto in E e LV (E) < LV(K;)+ %

Nel caso generale, se B, denota la palla di raggio n, LN (E N B,) —, LY(E).

Quindi, se K,, C EN B, ¢ compatto tale che LY (E N B,) < LY(K,) + + si ha
LY(E) <lim, LY (K,) < LN(E).

O —!! Daii) segue che , se LV(FE) < +o00 ed E ¢ misurabile allora

(%) Ve 3K.CECO.,K. compatto, O, aperto: LY(O.\ K.) <e

Viceversa, se vale (%), £ é misurabile: E = (N,0.,) \ (MO, \ E) ¢é differenza di
misurabili perché¢ (N, 0.,)\ F C [M,0.,]\ [U.K,,] = LY (N0, \ E) = 0 (dunque,
A limitato e misurabile secondo Peano-Jordan =- misurabile secondo Lebesgue).



Esercizi e complementi 1

Misura di Hausdorff. Dati s > 0, 6 > 0, A C R" sia

+o00
Hg(A) = mf{Z(dlam Cj)s cAC U+Oon, Cj = 6]', diaij < 5}
j=1

j=1

H*(A) =sup H§(A)

5>0
(i) Provare che H*® ( misura di Hausdorff s-dimensionale) é misura boreliana.

(ii) H°(rA) =r*H*(A),YA C R",Vr >0
(iii) H5(A) < +o00,t > s= H'(A)=0 e H*(A) >0,t <s= H'(A) =+
Esercizio 1 . Sia X un insieme .

(i) Per ogni A C X, sia u(A) = numero di elementi di A, se A é un insieme
finito, u(A) = 400 se A non é finito (p é "misura che conta”) . Provare che p é una
misura sull’insieme delle parti di X.

(i) Dato Xo C X, sia 0x,(E) = 1se ENXy # 0, 0x,(E) = 0se EN Xy = 0.
Provare che dx, ¢ una misurasu X e ¥, ={E: X, C E op. E C X{}.

Esercizio 2. Dato X, sia ¥ una o- algebra di sottoinsiemi di X, u : ¥ — [0, +00]
misura, e sia  (E) =1inf{d u(A4;) : E C UA;, A; € ¥} Provare che
(i) /1 & misura (esterna) su X, (i) X cC X,
(i) o é X-regolare: VACX, JEe€X: ACE, a(A) =pu(F)

Suggerimento: £ € ¥, A CU;A;, Aj € =3, u(4;) > (ANE) + a(A\ E)...

Esercizio 3. Sia A C R, L'(A) > 0. Provare che esiste E C A che non é
L'-misurabile.

Suggerimento. Cominciare col provare che Zy C Z, LY(Zy) > 0 = Zy non €
misurabile (Z € il noto esempio di insieme non misurabile..). Provare quindi che
0 < LYAN(Z + q;)) per qualche j

Esercizio 4. Mostrare che non é sempre vero che
Ej C R, Ej+1 C Ej,Ll(El) < +00 = Ll(EJ) — Ll(ijj)

Suggerimento. Da Ny, Ujsp (Z 4 q;) = 0... ove Z é come sopra..



AMS5 2008: Tracce delle lezioni- 2
FUNZIONI MISURABILI, SOMMABILI

Siano X un insieme , ¥ C P (X) sigma algebra . Una  f: X — [—00, 400
¢ funzione misurabile se vale una delle (tra loro equivalenti) affermazioni

(i) {rzeX: fx)<c}eX VeeR (i) {reX: f(z)>ceX VeeR
(i1i)  {f(z)<c}eX VeeR (w) {f(z)>c}ed VeeR

Nota. Se 4 é misura completa, cioé Ny C N € X, u(N)=0=
Noe ¥, allora f misurabile, p({z : g(z) # f(x)}) =0 = g é misurabile.

Esempi. x4, funzione caratteristica di un insieme A,  ovvero
xa(z): =1 VereA,  xalr):=0 VzeA® ¢émisurabile se e solose A € 3.
Sia X = R" e ¥ la classe dei boreliani. Se f é inferiormente/superiormente
semicontinua (cioé f~!((—oo,c]) é chiuso/f~!((—o0,c)) é aperto, per ogni ¢ € R)
allora f é (borel) misurabile.

Proposizione 1. Siano f, g : X — (=00, +00) misurabili.  Allora

(i) tftsg.t,seR, fg,  [fT(x)=max{f(),0}, [~ (z):=max{-f(x),0},

|f]  sono misurabili; % é misurabile se pu({f =0}) = 0.

(i)  f, misurabili = inf, f,(z), sup, fu(2),
liminf,, f,(z), limsup,, fo(x)  sono misurabili

Verifica di (i): La misurabilita di tf, % segue subito dalla definizione. Poi,
f+g  ¢é misurabile perché

{f +g < C} = U{r,s€Q7 T+s<c}({f < 7“} N {g < S}) Sy

Infatti,  f(z) +g(z) <c = flr) < §+ M = d reqQ:
flx)<r<§+ 710(1);9(:”). Analogamente, 3ds€Q: g(r)<s< g+ 79(90)?(‘%)
(ci6 prova ”C”; laltra inclusione ¢ ovvia).

Si vede poi subito che f misurabile = f? é misurabile, e quindi fg = W

é misurabile, e quindi f* = fx(s>0, 7 = —fxqr<0}, |f| = f*+f sono misurabili
Verifica di (ii):  {z: inf, fu(x) > ¢} = 0 {z: fulx) >ct e X,
{z : sup, flz <c} = n{z: fulx) <c} e X, liminf, f,(z) =
supp[infy>p fi(z)],  limsup, fo(z) = infy[supgs, fr(@)].



Proposizione 2. Sia f >0.  Allora

(=

fl@) = > = xg2) Vo e X ove ( induttivamente)
i=1

Ey:= {z: f(x) >1}, E,:= {z: flx) > ¥ o4 1}, neN.
Dimostrazione. ~ Posto  g(z) := X, %XEj, proviamo che f =g.
E  f(z)>g(z). Infatti:

g Uik, = g(r)=0= f(x)
re b\ Usnpnlbry = f(x)2 nX::l —

¥ € Ej,jr — 400 = flo)> ¥ —— Vk = f(r)> ¥ jxg (@) = g(2)
J

E  f(z) <gla). Infatti, g(x) <400 =
djp — +o0: v ¢ E;, = f(x)<

FUNZIONI SEMPLICI.  Sia p misura su (X, ) ; ¢ misurabile si dice
semplice se ¢(X) é al pit numerabile. Si ha ( rappresentazione ”canonica”’di ¢ ):

te[—o0,+00]

INTEGRALE DI UNA FUNZIONE SEMPLICE. Sia ¢ > 0 semplice.
/ ¢ = / ¢ du = > tu({o=1t}) = /,u({¢ > t})dt (integrale di Riemann)
X - /

Nota. Siano ¢ =Y ;t;xa, (rappr. can.) B; € ¥: B;NB; =0 Vi # j. Allora

(i) U Bj=X = Xitixa, = Xijti Xans,, Jx o= Xytin(Ain B;)

(i71) [x¢=0 < pu{e#0}) =0 (diremo che ¢ =0 quasi ovunque (g.0.) )

(@) pW(N) =0 = [oxne= X;t;u(E;NNe) =3 t;u(l;) =[¢
Proposizione 3. Siano ¢, @ > 0 semplici. Allora

(i)d)gw:»/d)g/w (i) /¢+w:/¢+/w, /t¢:t/¢, Vi >0

9



INTEGRALE DI UNA FUNZIONE MISURABILE NON NEGATIVA.
Sia f > 0 misurabile. Definiamo
/f = /de,u ::sup{/qb: 0 < ¢ < f, ¢ semplice}
Nota. Per f = ¢ semplice, le Definizioni 2 e 3 coincidono.

Proposizione 4. Siano f < g misurabili e non negative. Allora [ f < [g

Nota. (i) [f=0 = p({f#0}=0. Infattic [f=0 ¢ <f =
Jo=0= ¢=0gq.o.. DallaProp. 2: 3¢, < f, ¢; — f equindi f =0 q.o..

(@)  pN)=0 = [ fxn =]/ Infatti, [ fxne < [ f
mentre o<f = Jo=[oxne < [ fxne = [ f <[ fxne

Teorema di Beppo Levi (o della convergenza monotona)

Siano f, funzioni misurabili, tali che 0 < f,(x) < fup1(z), Vn € N, Vz . Allora
Jim [ fa= [ 1m_ g

Dimostrazione. Posto f(z):=lim, f,(x), proviamo che lim [ f, > [ f,

OVVero 0<op<f, ¢ semplice = / ¢ < lim / fn
Posto £ :={z: ¢(x) = +oo}, se wp(E) >0, allora lim [ f, =+oo. Infatti,
EM={zreE: f,(r)>M}CE),, U EM = FE YV M >0
perché f,(z) < foii(x) Ve,n e fu(x) - +oo Vre E.  Quindi,
/fn > /fan,A/ > Mu(E)) = 1im/fn > Mu(E) VM >0

Sia quindi ¢ = X tjxg, < f, t; <4oo Vj. Allora, 0 <t <1, ¢(x)>0 =
lim, f.(z) > tp(z) = A :={z: f.(z)>te(x)}C A, e UA =X =

/fn /fnxAz > t/wat >tZtJM (AL, N E;) etthuE Vk =

j=1
hm/fnZt/¢ Vt<1:>hm/fn /gb

10



Nota. Si pu6 supporre 0 < f,(x) < for1(z), Vn € N, Vo ¢ Z, u(Z) = 0.
Bastera sostituire alle f, le f,xz.

Corollario. Siano f, g, f; funzioni misurabili non negative, t > 0. Allora

@) [r+g9=[r+[g [tr=t[f vez0

@) [Sh=3[1

(i)  Dalla Proposizione 2: Jp; < f, 1; < g successioni crescenti di funzioni
semplici non negative tali che p; — f, 1; — g. Da Beppo Levi, segue che

/f+g=hjm/90j+¢j=1im(/90j+/¢y)=/f+/g
(i) X7 f; — X f; in modo crescente implica
Z/fy‘ Zli}lﬂZ/fj Zli}}l/zfj Z/h};ﬂij Z/ij
1 1 1 1 1

Il Lemma di Fatou. fn >0  misurabili = lim [f, > [lim f,

Prova: [fu > [infesn fi = lim [f, > lim [ infr fi e, siccome
infz>, fr converge in modo crescente a lim f,, dal Teorema di B. Levi segue
lim [ infgs, fi = [lim f, .

Il teorema di Lebesgue (o della convergenza dominata).

Sitano f, > 0 funzioni misurabili convergenti puntualmente a zero .  Allora

3 g > 0 misurabile : /g <400 e faulzx) < g(x) Vn, = /fn —0
X

Prova. Sia h,(z) = g(@) — fu(2). B [ho+ [ fo= [ g < +0. Da Fatou:

/g—m/fn=M[/g—/fn]:m/hnz/g e cioé OZM/fnSO

Nota. L’ipotesi di ’equidominatezza’ é essenziale.

Ad esempio, Xpni1(z) =0 Ve €R ma [y Xpatyy=1 Vn.
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Un altro esempio é dato dai cambiamenti di scala. Se f: RY — R,
sia  fo(x) :=n" f(nx). Siccome [gnvn"xp(nz)dr =nVNLN(LE) = LY(E) 6

1

Jax fo= [~ f.  Seallora, ad esempio, f € Co(RY), siha fn?a:) —0 Vr#£0
ma g~ fo = [r~ -

SOMMABILITA. f misurabile si dice sommabile se [ |f| < oo.

In tal caso Ixf = Jx fr—JIxf".

Proposizione 5. Siano f, g sommabili, t,s € R. Allora

(i) tf+sg ésommabilee [tf+sg=t[f+ s[g

i) f<g, = [f < [g. Inparticolare, |[f] < []|f]

(iii) [|f|=0 < {f#0} ha misuranulla ( f énulla q. o.)

(iv)  p({lf] = +o0}) =0

(v) {|f|#£0}é o—finito, cioé

esistono E; misurabili e di misura finita tali che {|f|# 0} C U;E}
Provadi (i).  (f+9)"=(f+9) = f+9=0U"—-f)+"-9) =

fH+9) "+ +g = (f+9) +f+g" =

Juso +[r+[o = [uro +[r+[s =
[r+g9=[G+or = [+ = [r=[r+[d=[a=[r+]9

Prova di (iii). ¢ indica una funzione semplice: [fl=0 <
S0<p<lfl= [e=0 e 0<e<Ifl= u{e #0} =0) & a({lf] #0} =0
Provadi (iv). I/ 2 S1f] Xypon = nu({lfl2n}) =

p({lfl = +o0}) < u({lf12n}) < — [17] vneN

Provadi (v). {f#0}=Un{I/Z 1} e JIAZTIfx,, , =2edlfl= 1)),

{124y
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Definizione.  Se f ¢ sommabile ed E é misurabile, [ f=[Ffxe
E X
Proposizione 6.  Sia f sommabile. Allora
(i) ACB ,A /B misurabii = [ |f] < [ |f]
A B

i [ fzecu{fzch) Ve
{fzc}

(i) (infaf) p(A) < [y [ < (supa f) n(A)

(iv) AjeX AnA;=0Vi£j = [Jya [ =%/4 f
(V) A eX ACA v = Ju [ = Jya [

(Vi) A eX A CAYS = [o f = Jya f

Prova di (iv)-(v)-(vi). A,NA;=0Vi#j = Xoja, =25 Xa, = [ Xuja, =
lm, 355 fx,, e |30 f XAj| < |f| . Dal teorema di Lebesgue,

foa 7= 10 :/hzﬂjfilfm :hznfil&f:;f%f

Analogamente, x, — Xuja;0 Xa; 7 Xeja;o |fXAj| <lfl =

/XA_fz/foﬁ/fxujAjz/X o /XA'fz/fop/fxnjA].:/x /

U;A NjA;
Assoluta continuita dell’integrale:  Sia f sommabile. Allora

277 J

() Ye>0,38>0: p(4) <6 = [/ <

(i) Ve>0,3A: p(A) < oo e / If| < e
Prova. (i) Per assurdo: Jeo > 0, A; tali che p(A;) < 5 e Ja, 1f] = €o.
Se B = Ny Ujsy Aj, tisulta p(B) = 0e [g[f] = lim, [, 4 |f] = e,

o j>n
contraddizione.

(i) B {If|>0}=UAs, A= {Ifl =1}, w(A,) < oo, [|f| = lim [, |f]-
Dunque, In, : €+ fa, Il 2011 = La, 1F] + Las, IS

Ne
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Esercizi e complementi 2
Funzioni misurabili e sommabilita

Una Formula di rappresentazione. Sia f > 0 misurabile in (X, %, p).
Provare che ¢ — p({f >t}) ¢ Riemann integrabile in [0, M] VM >0 e che

Jofdn = [ ur >y ar
X 0
Esercizio 1. Provare che f misurabile = f~!(B) € ¥ VB C R Boreliano.
Esercizio 2. Sia f,, una successione di funzioni misurabili. Provare che I'insieme
{z: Ilim,, . fo(x)} & misurabile.
Funzioni misurabili, sommabili secondo Lebesgue in R".

Teorema di Lusin. Sia A C RY Lebesgue misurabile e di misura finita, f
misurabile. Allora

Ve >0, 3K, C A compatto : LN(A\ K,) <€ e fx ¢ continua

Nel seguito risulteranno utili i seguenti: Insieme di Cantor, funzione di Cantor

Dato un intervallo chiuso I = [a, b], I'intervallo aperto J := (a + bga, b— I’_T"“) é

“intervallo centrale”, I; = [a,a + %5%], I, = [b— %5%,b] sono i "restanti”. Iterando,

a partire da [y = [0, 1] I'operazione di "selezione” dell’intervallo centrale, si trova

0,1 =0UC, 0= U2, U2 T, C =N, U Iy

ove  Jy;, I,; sono intervalli aperti (risp. chiusi) di lunghezza 3%, per cui
. 2
LN Tg) = (3)" L'Y(C) =0, L'(0)=1
L’insieme C' ¢é ”insieme di Cantor”.
3 27L T
Sia 0=V Y, hal@)= [
1

Da |fui1(z) — fu(2)] < 3= Vz € [0,1]) segue che f, converge uniformemente, dici-

amo ad f.

14



Tale funzione é detta funzione di Cantor. Ecco alcune delle sue proprieta:
f é non decrescente, f(0)=0,f(1) =1, f=cost.in J,; V n,j
f(O)={%£": k,neN}. Dunque f(O) é numerabilee L'(f(0)) =0
Dunque L'(f(C))=1 (in particolare, C' non é numerabile).
Esercizio 3. Sia g(z) = %(x), x € [0,1], f funzione di Cantor.
Provare che g ha inversa continua e che  L'(g(C)) = 3.

Esercizio 4. Sia f : R — R localmente Lipschtziana. Provare che f trasforma
insiemi di misura (di Lebesgue) nulla in insiemi di misura nulla.

Mostrare con un esempio che le funzioni continue non hanno, in generale, questa
proprieta.

Esercizio 5. Provare la falsita della seguente affermazione

f misurabile £ C R Lebesgue misurabile = f(F) é Lebesgue misurabile.

Suggerimento. Se f € la funzione di Cantor, prendere A C f(C) non misurabile
(perché esiste?)...

Esercizio 6. Provare la falsitd della seguenti affermazioni
(i) f misurabile E C R Lebesgue misurabile = f~!(E) ¢é Lebesgue misurabile.

Suggerimento. Sia f = g~ ', g come nell’esercizio 3 ed E = g~'(A), A C g(C)
non misurabile.

(ii) LY(E)=0 = E ¢ boreliano
(iii) L', ristretta alla o-algebra dei boreliani, é misura completa

Esercizio 7. Siano f, g Lebesgue misurabili in R. Provare che

g1 (B) ¢é boreliano se B é boreliano = g o f ¢ misurabile

e che la implicazione é falsa se g é soltanto misurabile.
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Esercizio 8. Provare che ogni funzione monotona di R in se’ é misurabile.
Esercizio 9. Sia B := {xr € R": ||z| < 1}. Calcolare, usando l'esercizio 3

L= lel™xs = el X

e concludere che

I, <+00 & p<n, Jp<+o0o & p>n

Esercizio 10. Sia f Lebesgue sommabile in RV, f;,(z) := f(z — h), h € RN,

Provare che
/RN fr(x)dx = /RN f(z)dz

Suggerimento. Provarlo dapprima per le funzioni semplici..
Esercizio 11. Sia f sommabile in R. Provare che

(i) 2 fx+k)  converge assolutamente quasi per ogni x € R

(i) g:=X>_ f(zr+k) ¢ 1-periodica e sommabile in [a,b] Va <b

k=—o0

Suggerimento. Considerare Y73 [q fixpa), fu(x) = flz+k)

o . . 4 . .
Esercizio 12. Provare che la serie Y729 (cosnz)™ converge quasi per ogni

x € [—m, 7] e diverge in un insieme denso in [—m, 7| .
us
. . 5 4
Suggerimento. Considerare 7% [,2 (cos nx)™ dx
Esercizio 13. Sia n — r, biiezione di N su Q.

Provare che — A < er quasi tutti gli z € R.
2n 5 == per q g
Suggerimento: Considerare b —L ) a<hb.
99 fa (Zn 2nm)
Esercizio 14. Sia f misurabile e limitata in R". Provare che
(i) fa~ |f] < +oo se e solo se 3,020 s LN ({a - | f(x)] > 55}) < +o0
Provare con un controesempio che I'implicazione < & in generale falsa se f non

si assume limitata.
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Esercizio 15. Sia f misurabile e limitata in R™. Provare che

(i) SIf] < +oo= X, LN({|f] > n}) <oo

Si pué prescindere dall’ipotesi di limitatezza? E vero il viceversa?

Esercizio 16. Sia f misurabile in R" e nulla fuori di una palla. Provare che
Ja~ |f] < 400 se e solo se 30920 LY ({x : | f(z)] > 2"}) < 400

Provare con un controesempio che I'implicazione < ¢ in generale falsa se f non
si assume a supporto compatto.

Esercizio 17. Sia p misura su X, £ C X misurabile, f : X — R misurabile,
p > 0. Provare che

) pdlfl =t} < HSIfP
(i) [P < oo = u({lfl =t}) = o(3)

Provare con un esempio che u({|f| > ¢}) = o(3) non implica [ |f|P < oo.

Suggerimento. Considerare f(x) = m X(0,1)-

Esercizio 18. Siano f, misurabili, 0 < f,.i(x) < f.(x) per ogni n e q.0. .
Provare che dn: [fu<4oo = [fo— [limf,
e che 'ipotesi dn: [ f. <+ é essenziale.

Esercizio 19.  Provare che  f,(z) — f(z) Vo = [|f| <sup[|fal

Esercizio 20. Sia p la misura che conta su un certo insieme X. Provare che

G) [ fldn = swp{3|f(@)]: ACX, A fiito}

acA

(17) / Ifldu <400 = {xz: f(x)#0} ¢ al pid numerabile
X

Esercizio 21. Provare che se Y f,(x) converge quasi per ogni x ed esiste g
sommabile tale che | Y7 fj(x)| < g(x) quasi per ogni x, allora Y f,, ¢ sommabile e
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CENNI DI SOLUZIONE

Prova della Formula di rappresentazione . Sia o = X0 tixg, 0<
th <ty...<t,. Allora

{7 0(x) >t} = U 50 Fj e quindi p({e > t})dt =

o—g

=t1 > u(E;) + (t2 — t1) z”: (=t p(Ey) = zn:th(Ej) = /80

Poi, se ¢, — f,  ¢©n < i1 < f, é{f >t} = U,{p, > t} unione crescente, e
quindi p({@, > t}) — w({f > t}) e quindi, per Beppo Levi,

[ fdn=1im [ pndys = tim 7#({% > t})dt = 7u({f > t))dt

Esercizio 1  Osservare che la preimmagine di un aperto é misurabile (ogni
aperto in R é unione numerabile di intervalli aperti). Provare quindi che {A C R :
f7Y(A) € 3} é sigma algebra.

Esercizio 2 {x: 3lim, f,(z)} = {z : lim,, f,(7) = lim,, f,(x)}

Dimostrazione del Teorema di Lusin. Dato 5 € N, siano ]w intervalli
disgiunti di lunghezza ; 1 tali che U;I;; = R. EA=uy, Aigy Ay = AN L) (AN
Ay =0sei#1) .

Siano Kj; C A;; compatti tali che LV (A \ Kf;) < 5557 (KN K =0sei#1!).
Siano g; = ay; € I;; in K. Le g; sono continue su Ui, KF; Vn Poi

LN(A\ UL KS) — LY(A\ U KS) < =3 n;: LV(A\UZKS) <

€
= 9j+1 2
Posto allora K¢ := N; U2, K, é |g;(z) — f(z)] < % Vo € K€ e quindi f é continua

su K. Infine LNV(A\ K) <>, LV (A\ U?ilej) < 2e.

Esercizio 3 {z+f(z): v € Jo;} = Jn;+cny  se  f=cyjsuJ,. Dunque

on—1 00
1 2 1 1
LY( N (E)"== equindi L'(g(0)) ==

Esercizio 4 |f(x) — f(y)| < L|x—y| = I(f(I)) < LI(I) VI intervallo .
Poi, se f é la funzione di Cantor, L'(f(C)) = 1.
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Esercizi 5-6-7 Sia g come nell’ esercizio 3. Sia A C ¢(C') non misurabile
(tale A esiste perché g(C') ha misura positival), e sia ~ E =g '(A).  Siha:

5 FE C C ha misura nulla ed é quindi misurabile, mentre g(£) = A non é
misurabile.

6-(i) Se h:=g ' h"}(E) = g(F) = A non é misurabile.

6-(ii) Sia E come in 6-(i). Se E fosse boreliano, A = g(F) = h™!(F) = sarebbe
misurabile.

6-(iii) Sia L'(F) = 0 con E non boreliano. Sappiamo che esiste un boreliano di
misura nulla che contiene E. Siccome E non é boreliano, L non é completa.

7 11 controesempio é : xgoh = xp-1(g) = xa (h come in 8-9). L’affermazione é
ovvia: {g > ¢} boreliano = f~'({g > ¢}) misurabile.

Esercizio 9 L"({z € B: = > t}) = vol(B)t » se t > 1 e vale vol(B) se

[
t<1: p<n=I,=vol(B [1+f1w%] =vol(B);%, p=n=1I,=+oc.
Calcoli analoghi per J,,.
Esercizio 11 Per Beppo Levi e numerabile additivita dell’integrale

+oo [H0
[ S+ Bl

Dunque 3% | f(z+k)| < 400 per quasi ogni x € [0,1]. Siccome }* | f(z+n+k)| =
ST\ f(r+ k)| Vn € Zéinfatti 72| f(x + k)| < +o00 per quasi ogni x € R e
tale funzione é per 'appunto 1-periodica.

Infine [y | 27 f(x+k)|dr < [g |f| < +0o e quindi, per periodicitd, g é somma-
bile su ogni intervallo limitato.

400 400 L 00
do=3 [ 1fblde =3 [ 1 = [T < o

Esercizio 12 Effettuando un cambio di variabile ed utilizzando la periodicita
del coseno, troviamo

™ 4 1 nZ ™

/E(COS nx)" dr = —/ i(cos " dt = /i(cos 6" dt
0 n Jo 0
Siccome fog(cos t)rdt = O(ﬁ), vediamo che fog (cost)™ dt = O(-%) e quindi, per
Beppo Levi
5[ " X [ "
/ [Z(COS nx)" ] dx = Z/ (cosnx)" dr < 400
o | = Jo

s

Dunque 37%(cos nx)"4 < 400 quasi per ogni x € [0, 7] ed infatti, per periodicita,
quasi per ogni x.

Infine la serie diverge in ogni z = 2’;“, k,l € N.
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Esercizio 13. ™, m) <8 fM 4= 16vVM =

Jdr < o0

Z/M B AT B S A
e IO 3Y By vy
n =M N, | — 1, —M =M on | —
1
= ——— < 40 q.0.x
n 2™\ /|z — 1y
Esercizio 14  Sia g(t) = LN({|f| > t}), cosicché g é monotona decrescente e

0 Jin- [ = 5 [P0 [To ook < [P < ok

n=1" 27 P

Dunque [ [f] = 232 1f2” T 9> 5500 9(5w) g mentre [P <g()llflle =
T < g flloe + 2081 9(50)5n < maz{L, || flloc} 020 9(zm) 30

z) z € R.

ControesempiO' f( ) = lX(o,1)(
E >on>0 3w s L{f > on =) = > n>0 2% < 400  ma l'integrale diverge.

(i)  SIfl = [°9 = Xus19(n) e quindi Uipotesi di limitatezza non entra. 11
viceversa é in generale falso: se |f(z)| <1 Vx la serie converge (serie di zeri!) ma,
in generale, [ |f| =

Esercizio 15 Come sopra,

2n+1

/|f| /9+Z/ g>9(1)+ = 22" 2"2;20: (27)

indipendentemente dal fatto che f sia a supporto comptto. Viceversa, se f = 0
fuori della palla B,., allora LY({|f] > 0}) < wol(B,) e quindi g < vol(B,) e quindi

JIfl= f09+z ozn QSUOZ( F) + Xt 2g(27).

Controesempio. f(z) = %X[Q,Jroo) (x): la serie é una serie di zeri, ma l'integrale
diverge.

Esercizio 16

i gd p p - p_lo
i) [ Pzl z ) > A= < 5 [ = o)

[f1=t}
perché  [i 5y [P —toto0 J{ipi=toy [fI = 0se [[f]P < +oo.
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AMS5 2008: Tracce delle lezioni- 3
CONVERGENZA QUASI OVUNQUE, IN MISURA, IN MEDIA
Siano f,, f funzioni misurabili in (X, X, ). Diremo che f,, converge a f

quasi ovunque (q.0.) se AN eX: puN)=0 e fu(z)— f(z) Vo ¢ N
in misura se pw{z | fulz) — f(x)] > €}) =, 0 Ve >0
in media se fn, f sono sommabili e ){ |fr — f] dpw —5 0.

Nota.  Unicita del limite: se f, converge a f e a g q.o. (oppure in misura,
oppure in media) allora  pu({z: |f(x) —g(x)| #0}) =0, (sidice f=g q.0.)

Proposizione 1

i) fuo—f inmedia = f,— f in misura

(i) fo—f qo. = f,— fin misura sugli insiemi di misura finita
(i) f,— f inmisura = dng: f, — f quasi ovunque
Prova.

() Segue da:  [|fn = f] = eu({|fn — f[ = €})

(ii) Sia gni=|fo—fl. B {z€A:gs—0} =N Uy Non{z €A g <1}
Quindi, g, =0 ¢go.in A <  pU; N, Upsp{z € A: g > %}) = 0. Quindi, se
gn — 0 qo.in A ed A é di misura finita, allora pu(Ugs, {x € A: gp > %}) —, 0
per ogni j e quindi f,, —, 0 in misura su A.

. . , . . 1 1
(iii) Se fp =5 0 in misura, é vero che  Vj, dn;: pu({g, = ;}) < 55, Vn=n;.
Siccome Uj>p{gn; > 11 & una successione decrescente di insiemi con

Uizr{gn; 2 73) € Ejoe gy = gor 5 visulta p(O Ujsk {gn; = }) = 0. Ma

1

T ¢ Mg Ujsk {gn, > j} = Jk: j2k = gyr) <

S

equindi  gp,(z) =0 Vo &My Ujsk {gn;, > %}
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Nota. Unicita del limite: dalla Prop. segue che se f,, converge a f q.o., od,
indifferentemente, in misura od in media, ed f,, convege a g q.o., od, indifferente-
mente, in misura od in media, allora  f = g q.o.

CONTROESEMPI

(i)  La convergenza in misura (cosi come la convergenza q.0.) non implica la
convergenza in media: X = R con la misura di Lebesgue e f, = nx( 15 fa
n
converge a zero in misura (e puntualmente), ma [ f, = 1.

(ii) La convergenza in misura non implica la convergenza q.0.:  f,x = X([k=2 k1,
n ’n
ove, dato ,n € N, k va da 1 fino ad n, converge a zero in misura ma non converge
in alcun punto (in ogni punto il massimo limite é 1 ed il minimo limite é zero).

(iii) La convergenza puntuale non implica la convergenza in misura: fn =
X[nn+1]  converge a zero puntualmente (e, sugli intervalli limitati, anche in misura),
ma non converge in misura su tutto R.

Teorema 1 (Lebesgue)  Siano f, sommabili. Se
fn € equidominata, esiste cioé g sommabile tale che |f,(z)| < g(z) quasi per ogni x
fn converge ad f q.o., oppure in misura
allora f é sommabile ed f, converge a f in media.

Prova.  Se f, converge ad f q.o., esiste N tale che
pN) =0, [fale) = F@) =0 Yo @ N e [fulw) — f(z)] < 29(z) Vo & N.
E ci6 assicura che  [|fu(2) — f(z)| = [ [fu(z) — f(2)[xne — 0.

Se invece f, converge ad f in misura, una sua sottosuccessione converge anche
q.0. e quindi in media. Se f,, non convergesse in media a f, esisterebbero n; ed
e > 0 tali che [|f,, — f| > €, mentre anche f,, al pari di f dovrebbe avere una
sottosuccessione convergente a f in media.

CONVERGENZA IN MISURA E TEOREMA DI VITALI

Abbiamo visto che se  f é sommabile, allora

() Ve>0, W.>0: Eey, uE)<s = [l <e
E

(i)  VYe>0, dJE.€X¥: ulE)<oco e / If] < e
B¢
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Se [|fn — f| — 0, le proprieta (i)-(ii) valgono (banalmente) uniformemente in n:

()

Ve>0, 3J6.>0: FEeX, wk)<i = sup/|fn|<e
n E

(kk) Ve>0, 3E.€X:

WE)<oo e sup [ |[fo] <€
EC
Infatti,

n €

/E!fn\ S/Ifn—fH/E\f\ < 2 se

mentre [ |f;j| < € perj

1,...,ncse u(E) <
Analogamente, se [p. |f|

- )
< ¢ allora

/|fn|§ / |fn_f’+/ If| <e se n>n,
B¢ B¢ E¢

mentre [pe
7€

fil < eperj=1,...,nper certi E;. di misura finita e quindi, posto
F. = E.U; Ej, risulta [p. Ifu] < e
TEOREMA DI CONVERGENZA DI VITALI .

Siano f, sommabili e convergenti in misura ad f. Se valgono (k) e (kk), allora
f € sommabile e [|f, — f| — 0.

Prova.  Dalla Prop. 1-(ii) e dal Lemma di Fatou segue che:

3fn, —r f qo0.  equindi

Jelfl < lim Jg [fo,| <sup, Jplfal  VEE€X.  Se
de;, E. sonocomein (k)—(kk) e A, :={xe€ A :|fu(x)—f(z)] > ﬁ} per cui
w(Acn) <6 sen>n. (f, — fin misural)

vediamo che f é sommabile, perché

A iR AU AT AN AEE Ty VAR e
ACUAc, AN\Acn AN\Ac.n Ae
e, infine, n>n., =

€

= De
1(Ae)
NOTA. Nel Teorema di Vitali I'ipotesi 'f,, converge a f in misura’ pud essere

sostituita dalla ’f,, converge a f q.o., giacché la convergenza q.o. implica la conver-
genza in misura sull’insieme di misura finita A..

Jia=tl=[ A= fl4 [ SIS et
AgUAgyn Ae\Ae,n Ae \AEJL
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COMPLETEZZA

Una successione di funzioni sommabili f,, soddisfa la condizione di Cauchy per
la convergenza in media se

Ves0, G mmzne = [lf-fal <e (©)

Se f,, converge in media, f, é necessariamente di Cauchy (i.e. soddisfa (C)). Vicev-
ersa, se f, soddisfa (C) , allora f, converge in media a una funzione sommabile f:

Teorema  Se fn € una successione di funzioni sommabili, allora
fn converge in media se e solo se soddisfa la condizione di Cauchy (C).

Dimostrazione. La necessitd é ovvia; proviamo la sufficenza. Da (C):

1
Jny, : /lfnk+1 _fnk| < ?
Posto  gi := fu.., — fn,, dal Teorema di B. Levi otteniamo
1 -
SIS ol | dn = 5| [lorldn] = 5 5 < 400 ciog
i k e
g = |ol ¢ sommabile e quindi finita q.o., e quindi
ke
la serie Z gr converge ¢.0., OVVEro f(z) :=lim f,, esiste q.o. Inoltre,
e
|fo]l <I|fil+9¢ e quindi /|fnk — f| = 0 (convergenza dominata)
Da (C): Ilfa = 1< o= fal + T = fl <€ se nyng=ne

NOTA. Dalla dimostrazione:

fn di Cauchy = 3 f,, equidominata e convergente quasi ovunque.

Definizione di L1(x). L(u) = {[f]: [Ifl <oo}, [f] i={g:9=f g0}
Possiamo riformulare i fatti mostrati dicendo che

- | fll = / |f] é una norma su L*(p)

— (LY IF1D é uno spazio di Banach
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SPAZI [¥
Sia g misura su X, p > 1.
LP = [P(X,pu):={f: X — [-00,+00] | f é misurabile e /X|f|pd,u < oo}
Siccome leé(W)p < M Vs,teR, é

f,gel? = f+qgelP

e quindi, facilmente, LP é spazio vettoriale. Nel seguito, non distingueremo
LP da LP quozientato rispetto al sottospazio N := {f =0 q.o0.}.

— Se X = N e p é la misura che conta, I? := LP(X, u) é lo spazio delle succes-

sioni @ := (an)nen di potenza p-esima sommabile con norma ||a|| = >0, |an|p]%
DISEGUAGLIANZE di HOLDER, di MINKOWSKII .

Siano f, g misurabili. Se p > 1, allora

([1f + g% < ([15P);

=

+ ([ lgly? (Minkowskii)

Se p,qg>1, % + % =1 (i.e. p,q sono ’esponenti coniugati’), allora

[1ral < (fumye ([ g0 (Holder)

Una elementare diseguaglianza di convessita.

1 1 tP ?
pg>l, —+-=1 = st<—+> Vst>0
p q p q
Da d%(% —-r + %) = r»~! — 1  segue che r = 1 é punto di minimo assoluto.
Da% —-r + % = 0inr =1, seguer < %rp + % Vr > 0. Scrivendo (se s # 0)
r = Sqt_l si ottiene la diseguaglianza voluta.
Adesso Holder segue subito scrivendo t = (@)l T, § = M)'l e integrando.
(f1r1P)P ([lglr)?
Minkowskii segue da Holder:
1 p— 1 P p—1 p—1
PR [f+gl” < Af gl A1 +97 gl
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= /‘f+9’p /\f+9!p /!f\p /!f+g\p /\g\p%

COMPLETEZZA degli spazi LP. Siap>1.

() Iflly = (x |fIP du)? é una norma su L.
(ii) L? dotato di tale norma é uno spazio di Banach, ovvero

fn € Lpa ”fn _mep _)n,m—>ooo = Elfe Lp: an - fHP_>0

Si prova esattamente come nel caso p

= 1 sia e = [n, tale che
g1 — grllp < zik Posto Fo =0 lgeii—anl, € [[Fll, < 2T 21k <1 Vn
e quindi  F(z) := lim, F, é in L? per il Teorema di Levi, e quindi

Z ]ng — gk| < +00 (q.0.
1

f(z) = lilgn[gl +(g2—91)+ .- -+ (g — gx_1)] = lillgn fn, esiste finito q.o.

Inoltre | fn, | < F+|g1] equindi|f,, |’ é equidominata e quindi [ | f,,, — f|? — O.

Infine, essendo f,, di Cauchy in L?, [|f, — f|? — 0.
DISEGUAGLIANZA di INTERPOLAZIONE .

Siano 1 < p < ¢, 6 € [0, 1] tale che % = 1=0 " Allora

Q

p T g
ferrnlt = fel vrelpd e|fll. <5115

Infatti, J- e

(1—(10)7« sono esponenti coniugati e quindi

/|f|T:/|f|T6|f|T(1_9)§(/|f|pT; /|f| ra-6)

DISEGUAGLIANZA di HOLDER GENERALIZZATA .

Siano f € LP, g € L9. Allora
1 1 1

—=odk o< = | fgll- < Afllp llg
Ty £l < 11 £l lgllq

Basta applicare Holder con esponenti 2 e 4

Jurigr < (f1rm3 ([ 19l
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Esercizi e complementi 3

Teorema di Egoroff. Sia u(X) < co. Siano f,, misurabili. Allora,
fa(z) — 0Vx = Ve > 0, FA. misurabile : u(A.) < ee f,, — 0 uniformemente inA\ A,

€

Suggerimento. Provare che Vi, €, In(e,j) : p(Un>n(e,j)1gn = Jl}) < 57 e considerare
Ae = Uj UnZn(e,j) {gn Z %}

Convergenza in misura, q.0., in media

Esercizio 1. Sia f,(z) := |sin(k,z + t,) [P, z € (0,27), k, € N,p, — +oo.
Provare che f,, converge a zero in misura.

Sugg. Confrontare L*({z : |sin(k,z + t,)|P* > €}) con L'({z : |sinz|P" > €}

Esercizio 2. Discutere convergenza puntuale, uniforme, in media, in misura per
(1) fu(x) = =22, 2 € (0,1), folz) = 2%, x € (1,+00)

1+n212 Y 1_;'_”212 Y

(i) fu(z) = nee ™", x € (0,1), fo(z)=nze ™", z e (1,+00)

(iid) fo(z) = 222,z € (1, +00)

n4+$2’
(i0) fu(®) = T logmr D)

Esercizio 3. Siano f,, ¢ misurabili in R, |f,(z)] < g(x) per quasi tutti gli .
Provare che L'({g > ¢}) < o© Ve >0, f, —0q.0. = f, — 0 in misura

Suggerimento. L*({|f.] > €}) < L'({|g(x)]| > €} )....

Esercizio 4. Sia ® : N — QN [0, 1] biiezione. Siano
d(k) = %, my,ny  primi tra loro fr(z) = e~ e [0, 1]
i

Provare che fj tende a zero in misura, mentre lim fy(x) non esiste per alcun z.

Suggerimento. Trovare le x che soddisfano la diseguaglianza (my,—ngx)* < log %
Usare poi il fatto che per ogni x esistono razionali my,ny tali che |x — ™| <
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Considerare a parte il caso x razionale.
Esercizio 5. (i) Trovare f,, misurabili tali che f,, — 0 in misura ma [ |f,| > 1
(ii) Trovare f,, misurabili tali che f, — 0 q.o. ma [|f,| > 1
(iii) Trovare f,, misurabili tali che f, — 0 q.0. ma non in misura

(iv) Trovare f, : [0,2] — R tali che f,(z) — 0 VY ma non in misura
Suggerimento. fn = Xu,5,(Z + q;)---

Esercizio 6 . Sia pu(X) < co. Siano f, > 0 funzioni sommabili. Provare che

sup [ fu <400, fu = f qo. [ fadn = [ fdu = fa=fln—0

Suggerimento: Ape =A{x:|fulz) = f(x)]| > € =
S = 1< Ja Mo = fl+en(X), o(1) —ep(X) < [y, fn < o(1) + eu(X)
Spazi L?
Esercizio 1. Siano p; > 1, p% +... —1—% = % < 1. Siano fi,..., f; misurabili.

Provare che ) ) )
(St sy < (a1

Esercizio 2 . Data f Lebesgue misurabile in R", t > 0, sia fi(z) = f(tx).
Provare che

(i) f, ¢ misurabile, i) feLr=fielr e |fill,=t7|fll,
Esercizio 3. Siano f,, € LP(X) tali che sup,, [y |fn|? < +00. Provare che
liminf |f,| € LP, mentre puo accadere che [limsup |f,| = +oo.

Esercizio 4. Sia u(X) < +o00. Siano 1 < s < t. Provare che

i) felL' = felL® elinclusione L'C L® & stretta

(i)  linclusione L' C L¥ efalsase u(X) = +oc.

Esercizio 5.  Sia f,, successione limitata in LP(R"™), p > 1. Provare che
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fom a0 [IP= (177 = =1l =0
Convergenza in media, q.0., in misura: cenni di soluzione
Esercizio 6 . Sia [:=[f, A,.:={z:|f.(z)— f(z)| > €}. Intanto
wX)<oo,fp—f qo. = fo—f inmisura = (A, —n,0

Quindi [y, f —n 0 (assoluta continuitd dell'integrale) e quindi

Sl S [ VDl en(X) < 20p(X)+ [, S Vnzme Ma [ =

:I—i-O(l)—/AC fnSI—l—O(l)—/A (f—€) <en(X)+ [ <2u(X) Vn>n,

c
n,e An,e

Esercizi sugli L”: cenni di soluzione

Esercizio 2. Se E é misurabile, allora ACtE, BCtE® =

1/1 CE, 13 CE° = u(AUB) = t”u(iAUB) _ t”[u(iA)%—u(iB)] — J(A)+u(B)

e quindi tE é misurabile.
Se E é misurabile, xg(tr) = X1p ¢ misurabile e [xe(tz)du(z) = u(tE) =
()" u(E) =t [ xp.

Se 0 < f é misurabile e 0 < ¢; < ;1 < f, allora
[ Fr)due) =tim [ Gt)ape) = e [ 5
Esercizio 6.  Proviamo intanto che dal Lemma di Fatou segue che

o faos [l = 1 = T [0 < [P VE  misurabil
n E FE

Infatti

S =T [ g =t ifar = [ 151> [ 15 = T [ 1< [

Ci6 implica I'uniforme assoluta continuita degli integrali:
wE) <é = sup/ |ful? <, dE. con u(E,) < 400 : sup/ |ful? <€
n JE n JE¢

Siamo quindi nelle ipotesi del Teorema di Vitali, e quindi || f,, — f||, —» 0.
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AMD5 2008: Tracce delle lezioni- 4

L? e gli spazi di HILBERT

IFI = [IfP =<ff> ove  <fg>= [fgdu Vfgel’

¢ un prodotto scalare (ovvero una forma bilineare simmetrica positiva) in
L? . Notiamo che la diseguaglianza di Holder, con p = ¢ = 2 d4 la ben nota

|/fg] < [ fll2 llgll2 diseguaglianza di Cauchy-Schwartz
Lo spazio L? é uno spazio di Hilbert:
SPAZI DI HILBERT .

Sia (H,||.||) spazio di Banach. Se esiste in H un prodotto scalare <
x,y >:=b(z,y), x,y € H ovverobé bilineare e

<z,y>=<y, x> Vr,y € H, <z,x>> 0 VreH, x+#0
tale che ||| = v/<z,x> VreH, H si dice spazio di Hilbert.

Le seguenti (ben note) proprietd si verificano facilmente:

Cauchy-Schwartz : | <z,y>| < ||z|| ||yl Vz,ye H
Pitagora : <z,y>=0 = |z+yl®=z[?+]yl> VYo,ycH
Regola del Parallelogramma : |z +ylI> + |z — y|*> = 2(||=]|* + |ly||*)

La proprieta fondamentale degli spazi di Hilbert é I'esistenza della
PROIEZIONE ORTOGONALE :

Sia V' sottospazio lineare chiuso di H. Allora
Vhe H A hyeV: <h—hy,v>=0 YoeV

Tale vettore si chiama proiezione ortogonale di h su'V e si indica Pyh.
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L’operatore Py é una proiezione lineare :
P2 = Py, Py(rh+ sk) =rPy(h) + sPy(k) Vr,se R,h,k € H
Inoltre Py, é operatore lineare continuo:
1Py (R)I| < [nll - Vh e H
Infine, indicato V+ :={h€ H: <h,v>=0 Vv eV} risulta KerPy=V>,
Prova. Il vettore v(h) é quello che realizza la minima distanza di h da V:

se d:= ig‘f/Hh—vH, allora |h—wv(h)|| =d

Esistenza: Mostriamo innanzi tutto che tale inf é realizzato: sev, €V
é minimizzante, cioé ||h — v,|| —, d, allora, dalla regola del parallelogramma

Up + U,

[vn = vil* = [[(vn = B) + (h = v ) I* = 2(J|vn = Bl* + [|h = v, *) = [12] —hJ|”
< 2([lvn = AP + 7 = vi ) — 4d® —, 0

perché ||®2F — h| > d in quanto *25¥= € V; dunque v, é di Cauchy e quindi
converge, necessariamente ad un elemento di V' perché V' é chiuso.

Poi, se T realizza il minimo, cioé ||h — 7| = d, allora, fissato v € V' e posto

0o(t) = ||h—T+t|? = ||h—T|* + v + 2t < h —T,v >
risulta
wu(t) > p(0) VEeR
cioé t = 0 é di minimo per ¢, (t) e quindi
0=¢,(0)=2<h—-T,u> WYoeV
Unicita: se v1,V9 € V sono tali che < h — v, v >=<h—wv,v> YveV

allora
<V —v,0>=<h—v,v>—<h—v,v>=0 YoeV

e quindi, prendendo v = vy — vy, troviamo che v; = v,.
Linearita: Da <h— Pyh,v >=<k— Pyk,v>= 0 Yv eV segue
<rh+sk—(rPyh+sPyk),v >=0 YveV = Py(rh+sk)=rPyh+sPyk
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per 'unicita.
Poi, siccome Ppbv =v YveVePyheV Vhe H, Py, é¢éidempotente.
Inoltre, Pvh=0<< h,v >=0 Yo e V.

Continuita:  Per Pitagora:

[2]* = |(h = Pvh) + Pyhl® = [|h — Pyh|® + || Pvh|* > | Pvhl*  Vhe H
Corollario: V=V = H=VagV
Infatti VNV+ = {0} ed ogni h € H si scrive come h = Pyh+(h—Pyh) € V+V+.

ESEMPIO. Sia  V =<ey,...,e, >, e; € H, <e;,e; >=0;;. Allora

th:Z<h,€j>€j

J=1

Essendo tutte le norme su R” tra loro equivalenti, V' é completo e quindi é chiuso
in H. Poi,

<h—=> <hje>e,ej>=<he>—<he >=0

(2

Proiezione su un insieme convesso e chiuso.

Sia C' sottoinsieme chiuso in H Hilbert.
Se C ¢ anche convesso (cioé z,y € C = tz + (1 —t)y € C Vvt € [0,1]), allora,
esattamente come nel caso in cui C' é sottospazio lineare, si vede che

Vhe H FdheeC: ingh—vH =||h — he
Fissato v € C', la funzione
©o(t) := [|h—[tv+(1—t)h]||* = ||h—he||*+t2||hc—v||*+2t < h—hc,he—v >, t € [0,1]
ha, in t = 0, un punto di minimo, e quindi
0<¢(0)=2<h—hg,h¢—v> YoeV
OVVero

<h—hc,v—hec><0 Yvel
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TEOREMA DI RAPPRESENTAZIONE DI RIESZ .

Sia l: H — R lineare e continuo. Allora

3 heH: Ilx)=<zh> VreH

Prova. Se l(r) = 0 Vax € H, basta prendere h = 0. Altrimenti, [ con-

tinuo = V := [7!(0) ¢ sottospazio lineare chiuso proprio di H, e quindi esiste
h # 0 tale che < h,v >= 0 VYov € V. Posiamo supporre ||h|| = 1. Siccome
l(x — %h) =0 Vz € H, abbiamo che < h,z — %h >= (0 Vz € H ovvero

l(x) =<z, l(h)h >.

NOTA. Lo spazio lineare ~H' := {I : H — R : [ é lineare e continuo}
dotato della norma degli operatori

[
1] += sup !
o Tl

¢ uno spazio di Banach. Tale spazio é detto duale algebrico topologico di H.

Dato h € H , il funzionale [, : H — R  definito come  [,(z) =< x,h >,
é chiaramente lineare e, per Cauchy-Schwartz, continuo e quindi é un elemento di
H'. Inoltre, I'applicazione
T:h—l,

di H in H' é chiaramente lineare e, di pid, [|T'(h)|| = ||lx]] = ||#/|. Il Teorema di
Riesz dice che T' é suriettiva. In altre parole

Corollario ( RIESZ ) .
Ogni spazio di Hilbert é isometricamente isomorfo al suo duale.

Diseguaglianza di BESSEL .

€jEH, < €4, €5 >:6ij = Z|<h,€j>’2 SHhHQ Vhe H
J

Prova. Posto Voeo=<e,....,e,>, P, =Py, é

S| <he;> [ = [Phl? < B2 WheH, WneN
j=1
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BASE HILBERTIANA (o base ortonormale) .

e Un sistema di vettori e¢; é sistema ortonormale se < e;,e; >= 0;;

ee Un sistema di vettori e; ¢ completo se <z,e;>=0 Vj = x=0
NOTA.

(i) Un sistema ortonormale e; é completo se e solo se < e; >, varietd lineare
generata dagli e;, ¢ densa in H.
Ad esempio, e 1= %, t €[0,2n], j € Z formano un sistema ortonor-
male completo in  L*([0, 27]).
Ci6 segue dal teorema di Weierstrass (ogni funzione continua in [0, 27] é limite uni-
forme di polinomi trigonometrici) e del fatto che, come vedremo, se € é aperto in
RY, C5°(9Q) (spazio delle funzioni C*°(§2) a supporto compatto contenuto in §2), é

denso in ogni L”.

(ii) Ogni Hilbert separabile H ha un sistema ortonormale (numerabile)
completo.
Infatti, se D é numerabile e denso in H, da D si pud costruire un insieme numerabile
di vettori linearmente indipendenti f; tali che la varieta lineare < f; > coincide con

< D > e quindi < f; > ¢ densa in H. Posto e; = Hf—ill e quindi, induttivamente,

__ _Vk+1
Epp1 = T2t ove
kt1 vkl
k
Vg1 = frg1 — Z < frr1,€5 > €
i=1
(proiezione ortogonale di f;41 sulla varieta generata daglie; : j = 1,..., k: procedi-

mento di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt) si ottiene un sistema (numerabile)
ortonormale che genera una varietd lineare densa (e quindi é completo).

e o o Un sistema ortonormale di vettori e; ¢ base hilbertiana se
n
x:Z<x7ej>ej ::111£nz<:v7ej>ej Ve € H

J Jj=1
I numeri < z,e; > si chiamano coefficenti di Fourier di x nella base e;.

Proposizione 1.  Un sistema ortonormale completo e; ¢ base hilbertiana e

(IDENTITA DI PARSEVAL) 2|2 =" | <wz,e;> > VoeH

J
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Sia x, ;= XJ_; < x,e; > e;. Dalla diseguaglianza di Bessel segue che ||24p, — 2, |* =
ZZi’f | < x,e; > |[* —, 0 per ogni p, ovvero x, é di Cauchy e quindi converge, di-
ciamo a T. Proviamo che T = z. Infatti, < 7,e, >= lim,, < z,,¢e;, >=< x,¢e, >.
Dunque < z — Z,e;, >= 0 Vk e quindi x = Z. Infine, z,, — = = ||z, || —, ||z] e
quindi 377, | <xe; > |2 =||zal|* — ||z]%

Proposizione 2. Ogni Hilbert separabile ha una base hilbertiana.
NOTA. Sia e; base ortonormale. Da Parseval: z — (Fz), :=<uz,e; >, v € H
é una isometria ( lineare) di H su [2. (Suriettivita: (a)jens 25 la)* <

+oo = z:=)jaje; € H étaleche (Fux);=a;.)

Teorema di isomorfismo. Ogni Hilbert separabile, é isometricamente isomor-
fo a 2.

NOTA. Pit in generale, ogni Hilbert é isometricamente isomorfo a un L?(X, i),

ove X é l'insieme degli indici di una base hilbertiana per H (eventualmente non
numerabile) e p é la misura che conta.

CONVERGENZA DEBOLE

Ricordiamo che z,, —, = (z, converge in norma (o fortemente ad ) se
|zn —z|| =0 e x, € Hsidice limitata se sup, ||z,| < +oc.

NOTA: successioni limitate in spazi di Hilbert di dimensione infini-
ta  non hanno in generale sottosuccessioni convergenti. Ad esempio,
se e;,7 €N  ésistema ortonormale, allora  |le; —¢;||? =2 se i#j e

quindi  e; non ha estratte convergenti.

Definizione ("= =’ converge debolmente’).
Ty —p 0 & < Ty, h>—,0 VheH
Si dice che  z, =, x se (x,—z)—,0. Dalla diseguaglianza di Bessel
segue ad esempio che, se  ej,7 € N  ¢é sistema ortonormale, e; —; 0.

Proposizione 1

i) zp—2x = z,—px (ma non viceversa !)
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(i) xp —=n 2z, Yn =0y, o, BER = ax,+ Py, —,ax+ Ly
(iii) z, =& = liminf|z,| > |||

Prova. (i) | < xp—ax,h > | < ||| ||lxn — 2] —nO. (ii)  ovvia
(iii) Possiamo supporre = # 0 . Allora

>| <zl = [lzf] = lim| <y, > | < liminf ||z, ||

x
]
NOTA. (iii) dice: la norma é ’inferiormente semicontinua rispetto alla conver-
genza debole’.

Teorema (uniforme limitatezza). =, =,z =  sup, ||z,| < +oo

Prova. Posto vy, := z, —x é y, — 0. Se y, ¢é non limitata, allora, per una
sottosuccessione (ancora indicata y,), si avrd  ||ly,|| > 4™ e quindi

e _4n||yn|| 1| = 47, < Yoy h>—,0 VheH

Basta quindi provare che se ||h,|| = 4™ allora non pué accadere che h, — 0. Per
provare tale affermazione, poniamo

> o; h;
h=Y 2 21 loj| =1 Vj
23 1

e proviamo che, per una scelta opportuna dei o; risulta | < h;, h > | —,, +00. E

25 <M
n—1
o h; On h;

| 7] <hn>7]>+7||hn” | | <hna |

25 S Ly <ty
Se scegliamo o7 := 1 e, induttivamente,

1 nf"]<h "> 1 nfaj<h M <
op =1 se - ns e o0,:=-—1 se —= ns
i 15l — Pt 1751
vediamo che | < hy,, h > | > g—: |l = %g—
j>
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Lemma di Mazur. h, € C chiuso e convesso, h, =, h = heC.

Prova. Siccome h, € C, indicata con hg la proiezione di h su C, si ha <
h — he,hy — he >< 0 Vn. Passando al limite otteniamo ||h — h¢l|* < 0 e quindi
h=hceC.

Proposizione 2

) Tp =n T, Yp =Y = < Tp,UYp>—p < T,y >

(i) <e; >=H, <xp,e;>—, 0 V4, sup, |z, <+00 = 2,—,0
Prova. (i) | < xp,yn>—<z,y>]| = |<zp—2,y> + < Tp,yn—y>| <
<l <ap—x,y>1 + ||lyn — vl |zal] —n 0 perché 1z, ¢ limitata

(i) <zp,h>—,0 Vhe<e >. Se hi, € < ej >, hi, — h, allora
| < xp,h > | < | <xp,hp >|+]|<azp,h—hy>| = limsup,| <z, h>|<
|he — h||  sup, ||zn|]] VEk € N equindi limsup,| < z,,h>|=0.

Compattezza debole. Sia H Hilbert separabile.  Allora
r, limitata = r, ha una estratta debolmente convergente.

Prova. Sia e; base ortonormale. Siccome z,, é limitata, basta (vedi Propo-
sizione 2-(ii)) provare che 3 a,, v <xh,e;>—p<z,6;> VjeEN

Siccome | < xp,e; > | <sup, ||z,|| < 400, esiste una ( prima) selezione di
indici  n; = njl e un numero c¢; tale che cp = lim; < x}, e >. Effettuando
una (ulteriore) selezione di indici n?, troviamo che  d¢; := lim; < z,2,¢; >

J
1 =1,2. Effettuando k successive selezioni di indici (nf_l) jeN C (nf)jeN ed
applicando il principio diagonale di Cantor troviamo che lungo la sottosucces-

sione (diagonale) ng := nf  siha de; = limg <y, e, > VieN

Da SN, = 1limpy SN, | < @, > |2 < sup, [|7,]|> VN segue che

=1 "1

©,¢2 < 400.  Resta quindi definito il vettore in H dato da =z := 332, ¢;e;

avente appunto la proprietd < z,e; >=¢; = limy < 2y, ,€; >.

NOTA. L’ipotesi di separabilitd si pué facilmente eliminare, argomentando
nella chiusura della varita lineare generata dagli x,, (che é appunto separabile).
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Esercizi e complementi 4

SERIE DI FOURIER DI FUNZIONI L2([—, 7))

Indichiamo con  C5, lo spazio delle funzioni continue in R a valori complessi
che sono 27 periodiche, dotato della norma della convergenza uniforme in [—, 7]

Cor = {feCR,C):  [flt+2m)=[f(t) VieR}, |flleo:= sup [f(t)]

te[—m,m]

Tra tali funzioni é definito il prodotto di convoluzione
frg ()= [ flt=s)g(s)ds

Indicheremo con  P7 il sottospazio dei polinomi trigonometrici, ovvero il sot-
tospazio lineare generato da €%’ :j € N.

Esercizio 1 . Provare che

i) fxg = gxf (i) feloy, ¢gePT = fxgePT
Esercizio 2. Siano g, € Cy, tali che
ga(t) >0 W, /gn:1 ¥n € N, /gnﬁn() V6 >0
“n 126
Provare che  fxg, —, f uniformemente in [—m, 7).

Esercizio 3 . Siano

. 1+ cost 1 et 4 e J"

9(t) = —— = Sh+—7F—] gn = 5

2 2 2 g

Provare che le ¢,  soddisfano le condizioni dell’Esercizio 2 e concludere che
PT  é denso in Cor.

Esercizio 4. Sia f € L*([-n,n]).  Provare che
Ve >0, g € Coll-m 7)) [l -0l <e

e concludere che ﬁ sin kt, ﬁ coskt, k&N ébasehilbertiana in L*([—m, 7]).
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SPAZI DI HILBERT, CONVERGENZA DEBOLE
Sia. H Hilbert. ¢ C H, T':C'— R sono convessi se
tr+ (1 —t)y € C, Ve,y e C,  Vtel0,1]
Ptz+(1—t)y) < t0@)+(1—-0T(y) Vo,y e C, Vtelo1]

Esercizio 1. Sia  C C H chiuso e convesso. Provare che
VheH, 3!'hceC: |h=he|<|h—v|, WweC

e che < h —he, v —he >< 0, Vv e C.

Esercizio 2. Sia C chiuso e convesso in H. Provare che
r,€C, z,—x = ze(C

Dedurre che, se  x, — x  allora esistono  z,, combinazioni lineari convesse
degli z,, tali che ||Z,, — x| —, 0.

Esercizio 3. Sia C convesso e [1':(C — R funzionale convesso e continuo.

Provare che r, €C, z,—x = liminfI'(z,) > (z)
Esercizio 4.  Sia C' chiuso e convesso in H, ' C—-R continuo e
coercivo: z, € C,  Nzy|| = 400 = TD(z,) = +o0
Provare che dxeC: infel =T(2).
Esercizio 5.  Provare che

Ty =&, ]| =zl = flon = 2] =0

Esercizio 6. Sia L € £ (H) ( operatore lineare e continuo in H).

Provare che esiste un (unico) L* € L(H) taleche < L*z,y>=<ux,Ly >
Vz,y € H (operatore aggiunto di L) e dedurre che t, ~x = Lxr,— Lz

Esercizio 7. Provare che [, ¢™*dz — OVA C [0, 7] misurabile e dedurre che , se
ng < Ngy1, linsieme {z €[0,7]: sin(ngz) converge } ¢ di misura nulla.
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CENNI DI SOLUZIONE

Serie di Fourier in L*([—m, 7))

Esercizio 1 - (ii). Sia g(t) =X}_,¢;e7".  Siha

™

(Fxa)lt) = / e [Zﬁ: K eij(t_S)] = z”: [Cj/f(S)e‘ijs ds] €'

=1

Esercizio 2.

3

s

(Fxa)®) = fO)] = Lf@—ﬁ%QMs—/f@m@ﬁk

—T

<

3

< [ t=9=f0 gds +20fll [ al)ds < € + 2]

js/<o |5/>6

se 0<d, |s|<o = |f(t—s)—f(s)|<e e k>k = [ gx <e
[t|>6

Esercizio 3.  Si tratta di provare che [ gr(s)ds —, 0 Vo >0.

s[>0
, rol ok ol ak
D %;:/ {+C%} it > 2/ﬁ [+ﬁ%} sint dt =
2 2
—m 0
4 d 11+ cost]*! 4
k+1 dt{ 2 Ftl Quindi
1 k+1 1 1"
O B (S, [ES°CY,
Ck 2 2
|s|>6
Esercizio 4. Possiamo supporre f =0 fuoridi [—m, 7] e infatti
1 1 .
f=0 Vig|[-n+—,m——] perché
n n
JIf =Xyt o1y)? <€ senégrande  (assoluta continuitd dell’integrale).
Siccome f = f* — f~, basta provare che
se g>0, gelL*R), g(t)=0 Vit ¢ [—7r+%,7r—%], allora
Ve >0, 3je€Col(—m,m): [lo—g < e

40



Siccome poi esistono funzioni semplici 0 < ¢, < g con

¢n < Ppp1 pUD-
tualmente convergenti a f, e quindi (convergenza monotona!) convergenti a g anche
in L?, basta provare che,

se EcC[-m+ %, ™= %] ¢é Lebesgue misurabile , allora

Ve>0, 3 heCy(—mm): /|XE—h|2§6

Ma ci6 segue subito dal fatto che

Ye>0, 3 K. C E C O. C (—mm):
con K, compatto, O, aperto.

Infatti, dato 6 > 0 tale che
() == ~(d(z,K.)) ove

LY O N\ K,) <c¢

diz,K.) <6 =
7€ C(R)

x € O, Dbasta prendere
con v(0)=1 e ~(t)=0set>9:

[ o= xel” <4 [ xoaw, = 4L1(O\ Ko < 4e

Spazi di Hilbert, convergenza debole

Esercizio 1.  L’esistenza di hgo segue come nel caso in cui C é sottospazio
lineare. Poi,

veC = ||h—[tv+ (1 —t)he|*>||h—he|* VEte0,1] =

l¢e=0

0 < iWh—ﬁv+ﬂ—¢Mdﬂ

a |

11 + Elo]® + (1 — 2 [he |l — 2 < hto + (1 — he > +2t(1 — ) < v, he >]

=2|lhc|® =2 < h,v > +2 < h,he > +2 < v, he >
Esercizio 2.

[t=0

—2 <h—hc,v—hc>
r, € C, x, = x, xc proiezione di x sul convesso chiuso C' =
<T—Tc, Ty —2Tc>< 0

= <r—x2c,x—2c>< 0 =

r=xc€C
Esercizio 3. Sia c¢: liminf, I'(x,) = lim; I'(2,,). Allora
Ve >0, Fj: j>Jje = an el = {zeC:I'(zx)<c+e}
Ora, I“te

é chiuso (perché I' é continuo) e convesso (perché I' é convesso), e
quindi ( Esercizio 2)

Ty, =2 ,T, €T = el Ve>0
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ovvero I'(z)<c+e Ve>D0.
Esercizio 4.  Sia r, € C minimizzante: [(z,) — info T
Dalla coercivitd segue  sup,, ||z,|| < +0o0 e quindi esiste una sottosuccessione

Tn,  (ancora minimizzante) che converge debolmente a un z. Siccome C' é chiuso
e convesso, allora (Esercizio 2) 2z € C e quindi (Esercizio 3)

: o S S
1rclf r hmklnf I(zn,) > T(x) > 1rclf r
Esercizio 5. |z, — z||? = ||z.|)> + |z]|* = 2 < v, 2, >— 2||z|* — 2 <z, 2 >.
Esercizio 6.  Indichiamo con G :H — H* lisomorfismo di Riesz:
Vh € H, G(h) (x) =<h,o> VxeH

Fissatoy € H, x — Y(z) =< L(z),y> ¢ un funzionale lineare e continuo
e quindi esiste un unico vettore, diciamo  L*(y), tale che

G(L*(y)) =1Y, ovvero < L*(y),x > = lY(v) =< L(z),y > VreH
Chiaramente,  L* é lineare e | < L*(y),x >| = | < L(x),y > |
< Lzl flyll < IL0 =l vl = L) [ < L] llyll
e quindi  L* é continuo e
L] == sup{|[L*(y) : [yl <1} < |IL]
In effetti, siccome chiaramente  (L*)* = L, siha | L*|| = |L]. Infine,
T, = = < Lx,),y>=<L*(y),r, >>< L*(y),r >=< L(x),y > YyeH

Esercizio 7. Da Bessel:
2 2m
ST emadt? < hally = [ eyadt =, 0
—Jo 0
Poi, se f(x) :=limsin(ngz) in A := {x : Ilimy sin(ngx)}, per quanto sopra si ha

0 = lim /O sin(ne®) X {r>0) = /0 FX(r=0y

e quindi f* =0 q.0. ed, analogamente per f~ e quindi esiste Ny con u(N;) = 0 tale
che sinngx — 0 in A\ N;.

Analogamente, cosngr — 01in A\ N,. Ma 1 = sin® ngz +cos® njz — 1 in A e quindi
AC N,UN.,.
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AMS5 2008: Tracce delle lezioni- 5
SPAZI L*: COMPATTEZZA DEBOLE E DUALITA
Sia g misura su X, p > 1, %D + % =1; |.||, indicherd la norma in LP(X, u).
Definizione di convergenza debole in L.  Sia f, € L? :

Jn—n f & /fngduﬁ/fgdu Vgelt

Uniforme limitatezza. fo—nfinl?P = sup, anHp < +00

Prova. Per assurdo. Come nel caso p = 2 possiamo supporre che esista f,, € LP:

Wl =4 [ fag =20 VgelLf
|ful? 2 fu .
Posto g, := ‘727_1 si ha /|gn| =1, /fngn = || full, =
1 fullb
Posto o07:=1 e, induttivamente, o,:=1 se ffn g;i >0 e

Jf

n—1
— 9; . ; N S
o, :i=—1 se (jz::l T /fn gj) <0, sia g = 20 Da

n+m/ n+m 1
I Z 3]9J||q— Z —.—> 0 Vm segue ¢ € L% e quindi |/fn§| =

n

=125 b+ X5 [fal 2 ég’;:/fng] |23J/fngj

J>n j>n
O 7 / f?’lgj| = |Z 3] /fngj 3n /fngn‘ > /fngn = ( — s
4n 1.4 1.4
mentre |Z 37 /fngj’ = 3] = g(g)n (S quindi |/fn§| > §(§)n — 400,
Jj>n j>n
contraddizione.
Proposizione.

i) lfo— fllb =0 = f, =, fin L? (ma non viceversa)
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i) fo—=nf, gn —=ng, InIlP o,feER = af,+ 09, —naf+Fgin LP
(i) fo =0 £ in L2 = Timinf]|f], > £,
(iv) fo—=n f In L, go—g in LY = [fign —n [fg
() TGS =10 [fugi—n0 Vs, [fully, < +00 = fo=,0in I¥
Prova. () [J (=)ol < IS Flpllolly —a 0 ¥Ygelt (i) ovvia
(i) |/ fugl < fullp lolly = /£ gl < Qimink, | fll) lgll, Voe Lt =
Jise =1 [ 12 < timin | fully |17 g = limnf £l (15177
(iv) sup, | fuly < +o0 =

| [Unga=t ) <1 [(Fa=Dal+] [(Ga=9)fal <1 [(a=Dgl+11allplgn—glly = 0

v) E[fog—n0 Vge< g; >. Dato g € L9, siano h; €< g; > tali che
1h; = gllq —; 0. Allora

[ fugl <1 [ absl [ fallhi=gl = Timsup| [ fagl < [h=gllysup [ full, Vi
e quindi limsup,, | [ f, g| = 0.
DISEGUAGLIANZA DI HANNER

1<p<2 = (Ifllp+ lgll)*+[ 1Al = Nglly I < 1f+glp+If =gl Vfig e L?
p=2 = (If s + gl + Ll = lgllp " = L +glp+1f =gl V.9 € L

NOTA. Scrivendo ¢ :=f+g, ¢p:=f—g,equndi f = 2% =22
le diseguaglianze si riscrivono nel modo equivalente

1<p<2 = (If+glp+I1f =gl 1f + gl = 1F = gllo I” < 22 (1112 + llgl)

p=2 = (If +glly + lf = glp)*+1Lf +glly = ILf = gllo " =22 (112 + ll91l%)

In particolare, se p = 2 ritroviamo la regola del parallelogramma, mentre se p = 1
si tratta di due modi di scrivere la diseguaglianza triangolare.
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Prova. Siccome la diseguaglianza é simmetrica in f, g, e certamente vera se
1fllp 1lgll, = 0, possiamo supporre || f[l, > [[gl[, > 0. Dividendo per |[f[[} , ed

avendo posto  f := ﬁ, g = i ngp la diseguaglianza si riscrive,

() pelt2]: |Ifllp=1lgl, <1 = (+lgll,)"+A=lal)?” < 1f+gl+1f =4l

Cer)  p =2 ([fll, =1 Mgl <1 = (A+llglp)?+=llgllp)" = [ f+gll5+I1f =3l

Ora, (%), (x*) si possono derivare da

Una diseguaglianza elementare.

(o) 1<p<2 = am)t|P+b(r)|sfP <|t+s|P+]|t—sP VsteR,re(0,]1]
(e0) 2<p = a(r)|tP +b(r)|s|P > |t +s|P + |t —s]P Vs, t € R,r € (0,1]
ove a(r):=0+rPt+ 1 —r)Pt  br):=rP[(14+r)Pt—(1—r)P1.

Proviamo che (o) = (x) (e (ee) = (xx)). Da

L+ + Q=) =[1+r) T+ =) P P )™ = (L= )P =

= a(r)+b(r)r? segue, posto r =gl
(AH1g 1P +A=lgl,)? = [ a)lf(@)P+b(r)|g(2)l”  perché /|f|p =1
Quindi, posto  t = f(z), s=g(z), in (o), otteniamo  (x).

Prova di (e), (ee). Intanto, sono vere per t =0:  ¥r > 0 si ha

—1
b/(T)Zpr [(1—7)P2—(14+7r)P2]>0 se p<2 e U(r)<0 se p>2

Siccome b(1) =271 <2sep <2 e b(l) >2sep > 2 siha quindi che
1<p<2 = b(r)<2in (0,1] mentre p>2 = b(r)>2in (0,1] . Ovvero,
(o) ¢ ((ee)) valgono per t = 0 e si possono dunque riscrivere, dividendo per [¢[P |
nella forma equivalente

(o) 1<p<2 = ar)+b(M)|rP<|1+7P+|1—-7P VTER

(@) p>2 = alr)+br)|rP>1+7P+[]1-77 VreR

che infatti basta provare per ogni 7 > 0, perché la diseguaglianza é pari in 7.
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Posto  ~(r,7) :=a(r) +b(r)r?, r € (0,1],7 > 0, basta provare che

l<p<2 = sup Y(r,7)=[14+71P+[1 =7 V>0
0<r<1
: _ p _ P >
p>2 = Og};’y(rﬁ) 1+7P+[1—7|P V>0

" ! — — / alr ! ! T
B o) = (- DI B = -0 ) =) ()
ad <0, V>0 se p<2 e d>0 V<0 se p>2 Vr>0

In particolare, 7/ si annulla esattamente in r =7, e y(7) = [1 + 7|P + |1 — 7|P é un
massimo se p < 2 ed un minimo se p > 2. Quindi

<1 = (o), (o0) valgono

Sia infine 7 > 1. Per quanto visto, se p < 2 §==Lr<lere(01]

allora ’

a(r) +b(r)o? < (1+46)P+(1-96)» equindi 7Pa(r)+b(r) < (1+7)P+(1—7)°

e vale la diseguaglianza opposta se p > 2. Basta allora provare che Vr € (0,1]
a(r) +b(r)m” <a(r)r? +b(r) se p<2

a(r) +b(r)m® > a(r)m? +b(r) se p>2

E ci6 segue dal fatto che p<2 = o -V =d(1+ %) <0in (0,1] e
quindi

a(l)=b(1)=2""1 = a(r)>b(r) Vre (0,1 = [a(r)—b(r)] 7" > a(r)—b(r)

= a(r)+7°b(r) < 7P a(r) + b(r)

Se invece p > 2, é ' —b' > 0 in (0, 1], e quindi si ottiene la diseguaglianza opposta.

Proiezione su un convesso. Sia 1 < p, C C L?  chiuso e convesso.
Allora Vfelr, 3feeC: |f—fl<If-gl VgecC
Inoltre 0< / (= felP2(f=fo)(fo—v) YweC

Prova. Sia f, € C' minimizzante: || f, — f|| —=» d :==infyec||f —gl|.  Se fn

é di Cauchy, 3 fo € C =C taleche | f,— fc| —»0equindi | f— fcl = d.
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Hanner = fn € di Cauchy.

Caso p > 2.  Utilizziamo la versione in Nota, con  f, — f, fo+ fn —2f
al posto di f, g: fissato e >0, dn, tale che

nom>ne = 2 [ o= fulll + 1ot fm—2fI5 | <

2(fa = Hllp + 12(fm = HI)PH 200 = Hllp — 120 = Do < (4d)P+€ . Ma
2

C convesso = —fll>2d =

eC = |fatfu—=2fl,=2]

TW&—M%+@W1SZPHL—M%+H%+M—WW]SWW+G
= 2P ||fn_fm||g SG s€ n>m2ne

Caso 1 < p < 2. Utilizziamo la versione in Nota, con fn—1, fm—f
al posto di f, g fissato e >0, dn, tale che n,m?>n. =

(an o mep + an + fm - 2f”p>p + | an - fm”p - an + fm - Qpr‘p <
< 12(fa = DI+ 12(fm — FI < 27710 427 dPe
Allora, dividendo per  (2d)? e giacché || fo + fin — 2f|l, > 2d  otteniamo
. _ P N o —Fon L .

14 pllesfole < [1 4 Lofulb]” <9y ¢ o quindi egfole < bte < .
Quindi, 2+ (| fo = fallp)? + (2d = [ fo = finllp)? < 2rHdr 427 dPe e quindi,
dividendo per (2d)?, e posto  ¢(t) := w si ha gb(%) <l+e
Ma  ¢'(t) > 0Vt e (0,1] e quindi ”f”4d];mup < ¢ '1+e€ Vn,m>n.

Infine, — @u(t) := [|f=[tv+(1=0)f)IlF = [[f = fol’ = ¢u(0) Vv eC, Viel0,1]

= 0<¢,(0)=[|f = felP2(f = fo) (fe —v) VveC.
Corollario .  Sia V =V C L” sottospazio lineare. Allora
Viel, eV [IF-fl i -f=0 WweV o [f-fol <

Prova. (C’¢ solo da provare la diseguaglianza:

1F = fol = [ 1= fol 2 (F = fo = [ 1f = 1P (F = ) f < 1F = fuld 11,
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Teorema ( IL DUALE DI  L* é L9)

Sia p>1, -4+-=1. Allora (L?)) éisometricamente isomorfoa L7.

141
P q

Se g € L9, allora I,(f) = [fg ¢ definito in L per la diseguaglianza di
Holder, ed é un funzionale lineare e continuo:

(NI < N F1lp llgllg

Dunque, 'applicazione

T:g—l, lg(f)rz/fg, ge L
manda, in modo lineare, L7 nel duale di L.  Inoltre T é una isometria:
lglle = 17 (9)ll ove 179 = Sup ly(f)] = ”?ﬁ”il' /gl

Infatti, in primo luogo,  ||T(9)|| < |lgll;-  Poi,

ol g1 = [ 1ol g7 = [ 1ol = lgl ¢ quindi
(gl 9) _ Jlgl* 4%
1T = == ="—"7=llglls *=llgll,
lglld lglld
Infine, T" é suriettiva:
Vie (LPY, 3 g=g el l(f):/fg Vf e LP
Sia infatti  V := Ker [. Se | # 0, V é sottospazio lineare chiuso proprio di

L? e quindi esiste helP: h¢V .Se hy#h élasua proiezione su V,
detta g:= |h—hy|P2(h—hy) ,sihachege Le

/gv: /]h—hv|p’2(h—hv)v20 Yv eV, /gh>0 perché
Jgh=[1h=hyP~2(h = hy)[(h = hv) + hv] = [ [h = hy P, Ora,
b 1), _ Lo 1), _ 1(f)
Vfell: l(f—mh)—o equmdl0—/g(f—l(h)h)—/gf—l(h)/gh
. _ (] )
e quindi l(f)—/[fgh 9] f



Teorema (compattezza debole)  Sia LP separabile. Allora

sup || fullp < +o0 =  If € LF, ny —p+oo:  fu, =k f

Prova. Sia  u, densa in LP. E facile vedere (usando ad esempio il
Teorema di Vitali) che g, := |u,[P"%u, ¢é denso in LY.

Siccome  sup, | [ fng;| < +o00 Vj e quindi, per ogni j, la successione nu-
merica 1 — [ f,g; hauna estratta convergente, si pué estrarre da f,, ( metodo
diagonale di Cantor ) una f,, tale che

l(g;) := lilgn/fnkgj esiste finito  Vj

e quindi l(g) :== lilgn/fnkg esiste finito Vg €< g, >

Inoltre, [  échiaramentelinearesu<g; >, e |l(g)] < (sup, ||fallp) ll9llg
Vg €< g; >. Dunque [ siestende (in modo unico) a un funzionale lineare e con-
tinuo su tutto L9, che continuiamo ad indicare [. Dal teorema di rappresentazione:

df e LP: l(g):/fg Vg € L1

Per quanto sopra, /fnkgj — 1(g;) = /fgj vy

e ci6 ¢ sufficente a garantire che  f,,, — f.

Lemma di Mazur Sia C chiuso e convesso. Allora

fnel fo—=nf = fed
Prova. Per assurdo: f ¢ C, e quindi, indicata con  f¢ la sua
proiezione su C, risulta
fAfe e 0 [If =Ll fo) (fo—v) WeeC

Quindi, preso v = f,, siha

0< [1f = fol = [ 1 = el (7 = fo)f = [1f = felP2(F = fe)fe <

< [1F = felP 2 (F = fo)f = [ 1 = felP*(F = fo) fu =0 0

contraddizione.
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Esercizi e problemi 5

Problema 1 . Provare che

1 1
L? separabile , —+4+-=1 = L7 separabile
P q

e, pii in generale, se £ é un Banach, allora
E'  separabile = FE separabile

Provare con un esempio che I'implicazione E separabile = E’ separabile é falsa.

Suggerimento. Usare il ‘fatto’ sequente: se V € sottospazio chiuso proprio di F,
allora esiste un ' € E', ' # 0 tale che x'(x) =0 per ogni x € V

Problema 2.  Siap >2.  Provare che ||.|, ¢ uniformemente convessa:

”f+g

Sl <1-

Ve>0, 36>0: |flllgll <1 Nf=gllp=e =
Suggerimento: usare la disequaglianza di Hanner

Problema 3.  Sia p > 2. Provare che

fo=n fo Wl = Fl = (o= fll, =0

Suggerimento: usare la uniforme convessitd della norma

Esercizio 1.  Dare un esempio di LP non separabile.

Esercizio 2. Sia f, =, fin L, p > 1.

(i) Provare con un esempio che f,, puo non convergere in alcun punto, puo non
convergere in misura. Puo accadere che f, non abbia alcuna sottosuccessione con-
vergente q.0.7

(ii)Provare che se f,,(z) — g(x) q.o. allora g = f q.o0.

(iii) Provare che se [ |f.|? — [ |f]? allora f,, ha almeno una sottosuccesione con-
vergente q.o. ad f.
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Esercizio 3  Sia f,, — f quasi ovunque. Provare che
uw(E) <+oco = fuxg — fxg in misura

Esercizio 4  Sia f,, € L? limitata: sup,, ||f.||, < +00 . Provare che
fn — f q.0., oppure in misura, = f, converge a f debolmente.
Suggerimento Fissata ¢ € L' N L7 | usare la diseguaglianza
U= Dol < Whally + A 161546 [ o
Esercizio 5  Siano f,, € LP. Provare che
(i)f, — f in misura, f, — f in misura = f = f q.o.
(i) f, — f in misura, f, — f q.0. = f = f q.0.
(iii) f, — f in misura, f, — f in LP,= f = f q.o.
(iv)fn — f q.0., fo — fin LP,= f = f q.o.
(v)f. — f debolmente f,, — f debolmente = f = f q.o.
(vi) fo — f debolmente f,, — f in misura = f = f q.o.

(vii) f, — f debolmente f, — f q.0. = f = f q.o.

Esercizio 6 Sia f € L? . Provare che

(1) p{z e R™:|f|P 2 1)) <

(ii) ?Pu({r € R™ : |f(z)] > t}) — 0 al tendere di ¢ a 0 e a +oc.

Provare con un esempio che tale condizione non garantisce I'appartenenza di f
ad LP.

(iii) Sia p(X) < +oo. Siano f, € LP,p > 1, tale che sup, ||full, < +0o0, €
fn — f,q.0.. Provare che f,, — fin LY Vq < p.
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CENNI DI SOLUZIONI

Problema 1. Sia D denso in LP. Sia g € L9.  Allora
f=lg|"?9gel? = 3f,€D: f,— f qo.f, equidominatain LP

= g = |fulP 2 = |fIP2f =9 equidominatain  L?
= {|fI""°f: fe€D} ¢édensoinL?
Sia E' separabile, {2/, : n € N} denso in E’. Sia

1
z, € E: 2ol =1, ) (x,) > iH:U;LH Allora

1
¥(z,) =0 YneN = 5”3:%“ <zl (x,)=2a (x,) — 2 (x,) < |2}, —2'|| VneN

= ||| < |2 =2+ ||z)] <3| — 2| VneN = 2'=0

n

Cié comporta che V', chiusura di < x, >, é densa (altrimenti esisterebbe 2’ € E’,
non nullo che si annulla su V) e quindi anche 'insieme delle combinazioni lineari
degli z,, e a coefficenti razionali (che é un insieme numerabile) é denso in F.

Un esempio é dato da [', che é separabile (le combinazioni lineari dei vettori
eii € N, e;(j) = d;; sono dense in [') mentre il suo duale, che é [*°, non é sepa-
rabile: l'insieme {x;; = e; +e; : 4,5 € N} é non numerabile e 4,5 # I,m =
|ij — T1mlloo = sup,, |zi;(n) — z1m(n)| =1 e quindi esiste una famiglia non numer-
abile di palle disgiunte; un insieme denso, dovendo intersecare ogni palla, é dunque
necessariamente non numerabile.

Problema 2.  Da Hanner (scriveremo |||, = ||.|]):
f+yg
Ifl=1lgll=1 = 22| f+gl"+[If —gll” = [77I"<1-e€
se H%Hp > e Ora, supponiamo esistano f,, g, con

fn_gn fn+gn

1fall lgnll <12 ] |26 e | | —1
2 2

Intanto || ful, lgall = 1, perché [|fu]l + llgnll <7 <2 = [[Lf] <z <1,

fn
[1fll
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=0

Dunque ”fn - H — 0, Hgn -



Jn

ovvero f, = A + 2Zn, 2n— 0, g, = ” H + w,, w, — 0. Ora,
fr 17 T Tou] J
| I = I fa=gn+wn—2)[l > 20=[llwn]|[+]2al] = [LLIA2eby>0-2
1l ||gn|| 2 2
fn gn
Jn _.I_ _Jn
mentre dovrebbe essere lim ||wn = lim | Jn ;— In |=1
Problema 3.  Facilmente,
Jn f S
— | lp—=0 = |fa—=fllp—0
1full LA HhH T g
Possiamo quindi supporre, (f # 0 e) dividendo per || f.||,  [|fall = ||l = 1.
Quindi fn—f = J 5 LN = hmmef fH > =1
Dall’uniforme convessita segue allora che || f, — f||, — 0.
Esercizio 1 . Sia X insieme non numerabile, dotato della misura che conta .

Gli elementi di LP(X, p) dati da  f = xys3,# € X hanno la proprietd

r#y = X — Xl =2

Dunque esiste in LP(X, ) un insieme non numerabile di palle disgiunte e quindi
ogni insieme denso in LP(X, i), dovendo intersecare ognuna di queste palle, é nec-
essariamente non numerabile.

Esercizio 3 fn — [ quasi ovunque implica

= il € B limsup |, @)= (@) > 0}) = p(UNUiza{e € B £ (0)=f@)] > )

> 1 Ui {2 € B < [ful) — f(2)] > ;}>

e quindi, dato che p(FE) < 400, otteniamo

(e € E - |fulz) — f(2)] > ;} < 1(Uisn{ € B < |fule) — f(2)] > ;}>

o (O Upsn {2 € B+ [fulz) — F(2)] > j}) ~0
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Esercizio 4  Sia g € L' N L% Se f, — f in misura, allora

hmsup/ Yal < (Ifallp + IIf hmsup/ g +5/g
| < Ul I s [ g [

§5/|g| Vo > 0

Basta ora osservare che L1 ﬂ L7 é denso in LA. Infatti, se 0 < g € L9, é
g = limy ZJ 1 ij con Z] 15 € L4 e quindi anche in L'. Poi, scrivi g = g™ — ¢~

Se  f, — f quasi ovunque, e g¢g= Z;V 1 ij € L9 equindi p(E;) <

+oo Vj e quindi f, — f  in misura su ogni £,  come sopra si ha che
timsup, | [(f, — f) g| = 0.

Esercizio 5
(i) fn— finmisura = 3f,, — f q.0. Passando eventualmente di nuovo
ad una sottosuccessione possiamo supporre  f, — f q.o. Dunque f = f q.o.

(ii)  come in (i)
(iii) segue da (i), perché f, — fin LP = f, — f in misura
(iv)  segue dal fatto che f, — fin LP = 3f, — f q.o.

V) Jfg—=Jfg, [fg—Jfg Ygelt = [(f-flg=0 Vge
L1 = f—f=0q.o.

(vi)-(vii)  f, — f debolmente = f, limitata, fatto che, insieme a f, — f
in misura oppure q.o. implica f,, — f debolmente, e quindi f = f q.o. per (v)

Esercizio 6 [ /P = (/@) = 1) ¢ [fPell =

n({If(@)] = t}) =tetoo n({[f(z)| = 400}) =0 = e S —tete0 O

Esercizio 7 w(X) < 400,  fo— f,qo0. = f, — fin misura =
W({ - |falz) — F(2)] > €} — 0. Dunque

tim sup [ |f, — f17 < limsup o= f17 4 p(X) <
n n {z:] frn(z)—f(z)|>€}

q

B U{x.m(m)_ﬂm)zﬁ} o f!”] il | fa@)=f @)] = )5+ p(X) = +elu(X)

n
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AMDb5 2008: Tracce delle lezioni- 6

LO SPAZIO L~: DUALITA E COMPATTEZZA DEBOLE*

Sia g misura su X. L>® =L>(X,% pn) =
{fl f ¢ misurabile ed esiste ¢>0: |f(xz)] <c¢ quasiperogni z}
e |fllo :=inf{c >0: |f(z)|<c¢ qo. =z}=
= fllo =min{c>0: [f(z)|<c qo. z}, perché

plfes 1@ > 1leh) = w(Unes @I > It} ) =0

E facile vedere che (L%, ||.|l») é un Banach.

L>* éildualedi L!

Se u  €o-finita, allora  (L')  é isometricamente isomorfo a L>

TEOREMA DELLA MEDIA.

Sia ge L' . Se mgﬁfggM VEe€Y con0< u(FE) < +oo, allora
o

m

IN

g < M q.o.

Prova. [|g| < 400 = p({z : g(z) > M + 1}) < oo ed allora é anche
p({z : g(x) > M + 1}) = 0 perché, se no,

1 1
VEmnmerry | ez

{z:g(2)>M+5}

Dunque p({z : g(z) > M}) = p(Upfz : g(z) > M + 1}) = 0. Ugualmente
ul{a - glx) < m}) = 0.

Prova del Teorema di isomorfismo. Data g¢ge& L>*, sia

T(g) =1, W)= [Jg ¥reLl E Nyl =1 [ fol < 1/ ilglee

é un funzionale lineare e continuo su L' con

11 < Nlglloo
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T é isometria (chiaramente lineare). Si tratta di provare che [|l;]] > ||g]|co-
Sia X = UjEj, Ej C Ej+1, /L(E]) < +00. Allora gj ‘= 9XE; € L'
lg(xENE;)

= —um o S

E

Iyl W(ENE; - .
25 ] 9 XenE, ” g”//j((E)m ) < Iyl e quindi, per il

1
mggj\ =
Teorema della Media, ||g;]|oc < ||ly]| e quindi [|gllos < [/lg]l-

T é suriettiva. Sla X =U;E;, E,NE; =0, u(E;) < +oo. Datol € (L', sia
Li(f) = 1(fxg) D

GO < MU Xl < 1y e(E) I fll - Ve L?

segue che [; é lineare e continuo su L? e quindi
el Ue) =Ll = [fg Vel

Allora, presa f = xg, sign g;, si ha che, se i # j, 0 = l(xg, sign g; xg;,) = | |gj| e
E;

quindi g; = 0 q.o. in E}. In particolare g; € L' e quindi, dal teorema della media e

u(lE) b[ %

segue che g; € L. Ora, se f € L', allora f‘Ej é approssimabile in L'(FE;) mediante

_ l(XEmEj)
n(E)

< |l

funzioni L? e quindi, dalla limitatezza di g; e dalla continuitd di [ segue che

(i) =N = [ fg;  vfer!

Infine, siccome 37 fxg,; converge a f in L', dalla continuitd di [ segue che
= Ufxe) = Z/fgj = /f(Zgj)
J J
ove || ; gjllee < (2.

11 duale di L*® non é L!

Data g € L'(X,pn),  sia l,(f) =[x fogdu, feLl>* L(g):=1, ¢€
isometria lineare di L' in (L)', ma mon ¢, in generale, suriettiva.
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Da [ly(N)] < llglls 1, segue che Iy € (L%)" e [[Lgflc < llgll = L ¢
operatore lineare continuo di L' in (L>)". Di pi, presa f = sign g,  ||l,|| > [9g]-
Controesempio. Se

() == p(0) Ve CFRY)

[ ¢ funzionale lineare continuo su C§°, e, per il Teorema di Hahn-Banach, [ ha
un prolungamento lineare e continuo su tutto L*°, che indichiamo ancora con [ .

Se esistesse g € L! tale che I(f) = [gf, V[fe&L>® sarebbe
/g o(nx)dr —, 0 Yo CPRY) ;  contraddizione se ¢(0) # 0.

Convergenza debole in L!. Siano f, € L.

fomsfoin L e [(a=- b0 Vhe L
Convergenza debole in L. Siano f, € L.

fo—=f in L*® < I(f,) —IUf) Vie(L>)
Convergenza debole* in L>*. Siano f, € L.

fo=f in L o /fnh—>/fh Vhe L'

NOTA. Diversamente da quanto accade in LP, p € (1,+00), successioni limitate
in L' o in L*™ non hanno, in generale, estratte debolmente convergenti.

(i) Sia feCERY), f20, [f=1, fulx):=n"f(nz). E RfN |fn|d$=RfN /-
Supponiamo che esistano f € L' ed fn, taliche [ f,,g— ffg Vg € C§°. Quindi

/fg = lim / fu(@)g(2)dr = lim / f(y) g(%k)dy =g(0)  Vge Cy(RY)

e quindi g(0) = [ f(x)g(jz)dz —; 0 che é assurdo se g(0) # 0.

)

(ii) Siano f, = 17T n(nt), t € [0,2x]. Tali funzioni formano un sistema ortonor-
male in L*([0, 27

3\

e quindi convergono debolmente a zero in L2. Di piu, si ha

27
Lemma (Riemann-Lebesgue) f, —*0: [sin(nt) g(t)dt -, 0  Vge L!
0

La successione f,, non ha perd estratte debolmente convergenti in L>. Segue da
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1. Se ¢, € C(]0,27]) tende debolmente a zero in L*> allora ¢, (t) —, 0 V.
2. Ogni sottosuccessione f,,, converge al pit su un insieme di misura nulla.

Il fatto 1. si vede considerando l;(¢) := ¢(t), t € [0, 27]. Tale l; é funzionale lineare e
continuo (rispetto alla norma del sup) su C([0, 27]), ed é quindi, per Hahn-Banach,
restrizione di un [ € (L)', Ovviamente l;(¢,) —, 0 < ¢,(t) —, 0.
Il fatto 2. segue da Riemann-Lebesgue ed ¢é lasciato come esercizio.

Compattezza debole* (Teorema di Banach-Alaoglu). Siano p o-finita
ed L'(p) separabile. Allora

sup || fulloo < 400 = Ing, feL>™: f,, =" f

Infatti :  sup, | [ fuh| < (sup, ||fallo) 2]l ¥V i € L' = ( procedimento diagonale
di Cantor !) Iny @ I(h) :=limy [ f, h  esiste finito Vh € D C L' numerabile
e denso; [ si prolunga in modo lineare e continuo a tutto L! e quindi

3g € L : ngl/fnkh:zm):/gh Vhe D
e quindi (in modo standard)  limy [ f,,h = [gh Vh e L'
Funzionali lineari continui e misure.  Sial € (L™(X,%,u)).  Allora

el )= [fodu  VFELT & (fu="0 = U(f) = 0)

=. Ovvio. <. Proviamolo nell'ipotesi aggiuntiva f >0 = [(f) > 0. In tal
caso w(E) :=1(xg), E € ¥ émisura perché E; € X EENE; =0 Vi#j =
XUjoninB; —n 0VZ = [ XUo5, h—=n 0 VheL' = lxuppug) —n0 =

tu( Zl X5;) + XU, 50 B;) Z i) T UXU i1 Ej) —n Z,UZ(E)
_]21 : =

Ora, per linearitd, L) = [@dw sep= Zn: CiXE;-
j=1

Poi, se 0 < ¢; < f € L*(u) tende puntualmente ed in modo monotono a f, é
[@jdu, —; [ fdu.  Ma, per Lebesgue, é anche [ p;hdp — [ fhdy  Vh € LY (p) e
quindi [ @;du = U(p;) —; 1(f). Quindi [ fdu =1(f) e, scrivendo f = fT—f~,

W)= [ fdw  F e L)

Infine, u(E) = 0 = y(E) = l(xg) = 0, ed il fatto che esista g € L'(u) tale
che [ fdu = [ fgdu Vf € L>®(u) é conseguenza del seguente Teorema di
rappresentazione
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IL TEOREMA DI RADON-NIKODYM

Sia ¥ C P(X) sigma algebra ; siano v, pu : ¥ — [0,400] misure, rispettivamente
finita, o- finita. Allora 3f € LNX,p), 3Z € ¥ con u(Z) =0 tali che

y(E):/Efdu—i—z/(EﬂZ) VE €%

Prova. Sia AME) =uwE)+v(E), EecX, per cui per ogni ¢ semplice e
non negativa, [@d\A= [pdu+ [pdv e quindi, per ogni h X-misurabile

[niax=[idu+ [njavy— [inlax= [1pldp, [ 1pldx= [ 1p]dv

In particolare, L'(\) C L'(v) e h— [hdv é continuo in L'()\) e quindi

(%) 39 € L®(\) : /hdy:/ghd)\ Vhe LY\

Inoltre, A(E) >0 = 0< ﬁbfgd)\:ﬁfx}j dy — /V\E? <1 =

~

0<g<1 A—q.o.

Iteriamo ora (x):
(%) /hdy:/ghd)\:/ghd;H—/gzhd)\:/(g+92)hdu+/g2hdu

- :/(g+g2+...+g”)hdu+/g”hdzj Vh e L'(\)

In particolare, posto h = 1 in (xx), vediamo che

v(X)> / (Zg”) dp equindi Y g¢"(z) <+oo p—go. e p({h=1})=0

Poniamo f := ,¢" € LY(u) Z := {h = 1} . Fissata in (*x*) h limitata
e in L'()\), passando al limite troviamo [hdv = [hfdu+ [hdv . Sia in-

Z
fine h soltanto limitata (e misurabile) e sia X = U;E;, E; € ¥, p(E)) <
+00, E; C Ejyy. Allora [hxg, dv = [hxg, fdu+ [ hxg dv e passando al limite

z

in j otteniamo

/hdu = /h fdu+ /hdu VYh misurabile e limitata
z
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Misure assolutamente continue
misure singolari e Teorema di decomposizione di Lebesgue.

Siano g, v misure (o-finita, finita) definite sulla o-algebra ¥ C P (X) :

v << p (v é assolutamente continua rispetto a u ) se u(E) =0 = v(EF)=0.
v ¢é singolare rispettoa p (v Lp) & IZe€X:u(Z2)=0,v(Z°) =0

E vero che : 3 Vge <<, Vs L p unicamente determinate : v = v, + v

Che tale decomposizione esista segue dal Teorema di Radon-Nikodym:

1 . _ _
Ghell, Zex, wZ)=0: v(E)= [E hdp + v(Z N E) = vee( B) + v(E)

Voo E) 1= [Ehdu, v (E) := v(Z N E)

L’unicita é poi facile da verificare.

IL TEOREMA DI RAPPRESENTAZIONE DI RIESZ
Sia | funzionale lineare su Co(RY) tale che  1(p) >0 se ¢ >0. Allora

3w misura di Radon tale che l(p) = / o dpu Y € Co(RY)

RN

Prova. Sia

w(Q) := sup{l(p): ¢ € Co(RY), 0<p <1, suppp CQ}, VQ C RY, aperto

p(A) = inf{3;u(Q;): AcCuy;Q; Q; RN aperti}
Passo 1. i é misura (ovvero, é numerabilmente subadditiva)
Passo 2. p ¢ misura di Radon (ovvero é Borel regolare, finita sui compatti)

Passo 3. Il(¢)= [ pdu Ve € Co(RY).
RN

Prova passo 1. Siano  Q C U;§);  aperti, K := supp ¢ C €.
Siccome K é compatto,  esiste n tale che K C Uj_,Q;. Sia v;  partizione
dell’unita:

j=1
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Allora
W) =10 vay) = D lWdy) < > u(©y) (perché  supp 1; C €y)
j=1 j=1 Jj=1

e quindi  p(Q) < X p(€;). In particolare p(2) = inf{3; u(Q;) = Q C U;Qy}
j
Sia ora A C U;A;. Possiamo supporre p(4;) < o0 Vi. Sia A, C U,;Q;5 e

p(A;) + ; > Z#(Qu)

Allora € + 32 pu(A;) > 3 p(Qj) > p(A).

[

Prova passo 2. Proviamo che p é misura metrica.
Se ;,i = 1,2 sono aperti disgiunti e  supp ¢; C ;;, 0 < ¢; < 1 allora
supp o1 + @2l CU N ¢ 0<p+9p2<1 equindi

L) +1U(p2) = U1 +2) < p(UNQ)  equindi  p(Qr) + p(Q) < pu( N Q)

Allora, se d(A;, Ay) > 0, esistono €; aperti disgiunti tali che A; C €Q; e quindi, se
A1 U Ay C Q aperto, risulta

() > (12N QU QN D)) = a0 Q) + (@M Q) > a(Ar) + p(Ay)

Passando all'inf:  p(A;UA9) > pu(Ay)+p(Asz) e quindi g é misura metrica e quindi
boreliana.
Poi, p é Borel regolare, perché  u(A) = pu(NQy) se u(A) < +oo, u(A) + 1 >

;=
1(82;).

Infine, pu(K) < +o0o se K é compatto.  E cié segue subito dal fatto che, essendo
[ positivo, si ha che

VK compatto Jex: supp p CK = |l(p)| <ckx ||¢lloo

Infatti, fissato 2 aperto limitato contenente K, sia 1 € Co(RY)  taleche 0 <
<1 con suppypCQ e Y=1inK. Allora

[ele v 2920 = Up) < Ullellec ¥) = llplloe 1()

Siccome é anche (=) < ||¢]le (),  concludiamo che  |I(¢)| < [|@|loo [(¥).
Prova passo 3. Sia K := supp ¢ € Co(RY). Fissato € > 0, siano
to<inf p <t;...<t,=sup ¢ taliche ¢;—t;_1<e Vj
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e siano

_ € .
Byi= o (o DK C Oyt ul() < p(B)+5,  ol@) <tibe VaeQ, V)
Notiamo che gli F; sono disgiuntie K =U;F;.  Sia 1, partizione dell’unita:

0<4; <1, supp ¢; CQy, D Yj(x)=1 VeeckK
J

e quindi =2, ;. Ora,

tj—e<tj_1<g0(x) verj7 szpg(tj—i_e)wj =

p) =D _Upwy) <Dt +e)l(yy) <
7j=1 7=1

:Z(tj+€)M(Ej)+zn:t +€ Zt —e)(Ej) 4+ 2eu(K) + e(supp +€) <

<Z/ odu+ e[ 2u(K) +supp +e] =
J= 1E

= / odp+ e[ 2u(K) +supp + €]
RN

Ma é anche I(—¢) < [ [—¢] du, e quindi I(¢) = [ p dpu.
RN
NOTA. Esattamente come per la misura di Lebesgue si vede che
VE  boreliano w(E)=sup{u(K): KCE, K compatto}

Ci6 comporta 'unicita di u:

se l(¢) = [pdv = [@du Ve € Co(RY), allora, dato un compatto K e preso
un aperto € contenente K e tale che v(K)+e€ > v(f2), e presa una ¢ € Co(RY) tale
che 0 < p <1, suppp CQ,p=1su K siha

(K /dp</<pdu—l /du<1/Q)<y(K)+e
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Convergenza debole e compattezza per misure di Radon

Definizione.  Siano  p, misure di Radon in RY.  Diremo che

fn — o (converge debolmente a 1) se / odu, — / odp Vo € Co(RY)
RN RN

Esempio. (i) Siano 0 < f,, f, € L*RY), wn(F) := [ fudx, FE bore-
B
liano. Allora o = & [ fooodr — [ odu, Vo€ Co(RN).
RN RN

(i) Sia feCPMRY), [Ifl=1, folx):=nVf(nx)|, p.(E):= Rjj’v fndz.
Allora  p, — 6y, ove y(E)=1se0€Fed(E)=1se0¢FE.

Teorema Siano p, misure di Radon tali che sup,, p,(Br) < +oo YR. Allora
Ing, s o, =k H
Prova. Dal Teorema di approssimazione di Weierstrass segue che esiste un
insieme numerabile D C C§°(RY) tale che
Vo € Co(RY), 3IR>0, 3o, € DNCy(Br) taleche [, —@lloc —n0
Dall’ipotesi segue che Vo € Co(RY), sup,, |Rj]’V edu,] < 4oo e

quindi 'argomento diagonale di Cantor assicura che

Ay, = Up) = lillcrn / © dfin, esiste finito Vo €< D >
RN

e, ovviamente, [ é lineare e positivo e quindi
VR>0, 3ep: o)l < crllollo Vo€ Co(Br)

Ci6 implica che, se on € Co(Br) N < D >, |on— ¢@lloc —=n 0 allora
lim, [(p,)  esiste finito e dipende solo da ¢, ovvero [ si estende a un funzionale
lineare e positivo su Co(RY). In virtti del Teorema di Riesz esiste una misura di
Radon p tale che

l(w)zfsodu = li]gn/ ¢ dpn, Yo €< D>
RN RN

Da cié segue facilmente che la convergenza ha infatti luogo su tutto Co(RY).
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Esercizi e problemi 6

Esercizio 1.  Provare che [>° non ¢ separabile.
Trovare una successione [, € (I°°)  limitata, che non ha estratte  debole*

convergenti.
Esercizio 2. Sia ¢ = {rel®: x(j) —;0}.

(i) Provare che ¢y ¢ sottospazio lineare chiuso di [*® e che

Ya €10*, da, €cy: a, " a
(non é in particolare vero che  z,, € C'C[*®  chiuso e convesso,
T, ="z in [* = xe€l).

(ii) Sia h € I'.  Posto  I(z) := [yha=,;h(j) x(j) Vz €c, provare
che Lh:=1, ¢éuna isometria lineare suriettiva di ' su (¢p) (I' é il duale
di ¢g...ma cq non ¢ il duale di ['!).

(iii) Mostrare con un esempio che non tutte le successioni limitate in ¢y hanno
estratte debolmente convergenti.

Esercizio 3. Provare che
1
T, €L, xp—prxr = |r,—z|1 —n0
Esercizio 4.  Sia f misurabile. Provare che

() suppoIfly < +00 = feL*
(i) feL'nL* = fell Vp>1lelfl,— Ifll
Esercizio 5. Sial(¢) = [ ¢ dv, v misura di Radon.

RN

Supponiamo che [ si prolunghi a tutto L>(RY, dz) in un funzionale della forma

[ ¢ fdx con fe LYRY).
RN

Provare che v é assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue.
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CENNI DI SOLUZIONI

Esercizio 1. Sia A:={x:N — {0,1} } =2N.  Come noto, A non ¢
numerabile (ha la potenza del continuo). Siccome

esiste in [* una famiglia non numerabile di palle disgiunte: =~ un insieme denso in
[, dovendo intersecare ciascuna di tali palle, non pué dunque essere numerabile.

Sia  l,(z) :=z(n) Veel® E

|ln(2)] = |z(n)| < suplz(f)] = [lzflc e quindi ]} =1
J

(infatti, se  e,(j):==0 se j#n e eu(n):=1, allora I,(e,) =1).

Siccome I, —=*1 & z(ng) = b, (z) — () implica, in particolare,
che  x(ny) converge, tale [ non pué esistere perché, quale che sia la selezione
ny esiste una successione limitata = tale che la kK — x(ny) non converga.

Esercizio 2. (i)  Chiaramente,

zn(j) —; 0 Vn, suplr,(j) —z(j)] -0 =
J

() < 20) —z() +lza()] < 2e
se n = n, é abbastanza grande e j > j(n.), ovverox € ¢y e quindi ¢g é chiuso in [*.
Ricordiamo qui che, pensato N munito della misura che conta, i corrispondenti

L? si indicano [P, In particolare, [ ¢ il duale di I*:

Vhel®, Ix) ::/ he=Y h(j)a(j) Veel', e Lh:=l,
N et
¢ isometria lineare suriettiva di ~ [* su (I'). Esempio:  se
b = X{1,.m}, bn€co e l(z):=[gbooz =3 z(j) Vo el. Siha
j=1

I, () —n % z(j) = Jnx =l ovvero b, —=* xn ¢ ¢p. Pid in generale,
j=1

Yae N eposto a,:=ab, ,risulta

lon(2) = 3 2l7) n) = Y 2() a) =0 3 () i) = le) Vo e 1



ovvero a, —* a in [*.

(i) Se, per h €', Lh := 1, In(z) == >X;h(j) #(j), Lh é fun-

zionale lineare e continuo su [* e quindi anche su ¢g con  ||l|| = ||h||i  perché
h(z)] < ||zllee 25 |R(5)| e, viceversa, posto  ,(j) := sign h(j) by(j)  risulta
Tn € ¢y, ||Tnlloo =1 e quindi Wl = Wz, = o1 |h(j)| Vn .
Suriettivita di L. Sia | € (o) e, posto e, == X} € co, sia
h:=(l(e;))jen. Intanto, hel’, perché i |h(7)| =
j=1
(X sign h(j)e;) < I 11> sign h(j) ejll < Il = Z RG] < [l < o0
j=1 j=1
Infine |x — by xl|oo = sup |z(j)] =0 0 Vz € ¢ =
j>n+1
I(x )—hml (x by) —hmz =Y x(j) U(ej) = lp(z)
=1 7=1

(iii) Comein (ii): by := xq1,..n} =" XN € Co. In particolare, l, (e;) —n 1 Vj.

.....

Esercizio 3.  Per assurdo (passando eventualmente ad una sottosuccessione)

dz, = 0in ' tale che |lx,|i >d >0, e quindi, sostituendo z, con TR

Jr, =0 con Jz,|i=1 VneN

Da z, =0 ovvero Y. 2,(j)a(j) »»0 Va€l>® segue, prendendo a = xy;,
J

zp(i) =, 0 VieN

Quindi, per ogni fissato  m € N, Y |z ()| >3 Yn>n,
j>m
l
Siano poi  k; <l;  tali che 21]:6 lz1(5)] > 2.
J=R1
Detto n; = 1, sia ny tale che se ky > [; ed I3 > ko é abbastanza grande risulti
lo 3
Jj=ko
Iterando, si costruisce una sottosuccessione =z,  tale che, se  k; > 1,4 ed
[; é abbastanza grande risulti
. l . 3 . 1
Vie N: Sz (4)] > = equindi > |z, () + D ()] < =
i 4 e 4
J=Ri i<ki 7>
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Se a(j) = sign x,,(j) Vj=ki,...,l;, ¢ a€l®equindi };z,(j)a(j) —: 0

mentre Zmn(j) Zk 20, ()] = | D2 2 ()] 4+ D [#n,(5)]

j<k; 7>

contraddizione.
Esercizio 4. (i) Sia  p({z: |f(x)]>c})>0. Allora

sup([1F)F 2 ([ )Rz enlfe (f@)| 2 eh)p = su( [ 177)7 >

p>1 (z)|>c} p>1

\ =
Jun

3=

3=

>climswpp({e:  |f@)|>c)i=c = p{e: |f@)]>c) =0

p—-+oo

e quindi || flloo < supys, (J[f17)7

=

se ¢ > supps ([ [f]7)
i p>1 = JIP=TU P <A 15T
S L <IFI I = fim sup [[f]l, < [ £ls

p—+00

Poi, c¢<|flle = wu({x: |f(z)]>c}) >0 edallora

1 .. ..
1fllp 2 e p{a = |f(@)] 2 e})r = liminf[|f], > c = lminf[|f], > [ f]o

Esercizio 5. ()= [ @dv, peCPRYN) &
RN

funzionale lineare e continuo su Co(RY), sottospazio lineare di L>=(RY, dz)

(dz indichi la misura di Lebesgue in RY; notiamo che nella classe delle funzioni
uguali q.o. a una ¢ € C*(RY), ¢ é I'unico rappresentante continuo).

Per Hahn-Banach, [ ha un prolungamento lineare e continuo su tutto L>(RY, dz).

Supponiamo esista g € L' . I(f) = [gf, Vf e L. Allora, se E
boreliano di misura (di Lebesgue) nulla, si ha che

Xe ¢ limite q.o. di una successione @, € Co(RY), con xp < p,(z) <1 Var

e quindi
l(¢ﬂ>:/90ng_>n/XEg:0

(per il Teorema di Lebesgue ). Cié implica

/xEduémn/wndVZmnl(wn)Zhﬁnfwngzo
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