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Esercizio 1 1. f(z,y) =2%)? +2° — =z
0
—f =22y +32° — 1

b

ZL 92

oy vy

Determiniamo i punti in cui Vf(x,y) = (0,0) risolvendo il sistema
2012 +322 —1=0
222y =0

Dalla seconda equazione si ricava che x =0 V y =0
Se x = 0 la prima equazione non ha soluzioni mentre se y = 0 si ottiene

V3
Dunque le soluzioni del sistema sono i punti (%,0) e (—%,O). Per

stabilire se sono punti di massimo o minimo calcoliamo la matrice Hes-

che32°2 —1=0=— 2=+

o 7 _ 0 0
2 — 92 = =4 Z 2 — 222 quindi
972 y° + 6z 9zdy ~ Bydz Ty a7 x“ quindi

Hy(z,0) = ( v ) © Hy(~—=.0) = ( i 0)
V3 0 3 V3 0 3
Dunque (%, 0) & un punto di minimo locale mentre (—%, 0) & un punto
di sella
2. fz,y) =y° —y—2°y* + 2
of = 2z — 229 = 22(1 — ?)

gzn

—f:3y2—1—23:2y

%

Determiniamo i punti in cui Vf(x,y) = (0,0) risolvendo il sistema

22(1 —y?) =0
{ 32 —1—-22%y =0
Dalla prima equazione si ricava che t =0V y = +1
Se = = 0 nella seconda equazione si ha 3y> —1=0=y =+
Sey=1siha2—-222=0= oz =+1
Se y = —1 si ha 2 + 222 = 0 dunque in questo caso il sistema non ha
soluzione.
I punti stazionari di f sono dunque (0, i%) e (£1,1) Per stabilire se

1
V3

sono punti di massimo o minimo studiamo la matrice Hessiana



0% f 0% f *f 0% f

Ox? Y Oxdy  Oydx vy 0y? 0y — 227 quindi
1 0 1 2.0
H:0,—) = 3 H:(0,———) = 3 6
0 -4

(% 1) me (1)

Poiche H (0, %) ¢ definita positiva si ha che (0, %) ¢ un punto di

minimo mentre gli altri punti non sono né massimi né minimi perche il
determinante della matrice hessiana e negativo

- flzyy) = (x—1)*(z —y)

g‘i:Q(x—l)(m—y)—l—(x—l)zz(x—l)(Sx—Qy—l)

of 2

- (-1

o=~z -1

Determiniamo i punti in cui Vf(z,y) = (0,0) risolvendo il sistema
(x—1)Bzx—2y—1)=0
(x—1)2=0

le soluzioni del sistema sono tutti e soli i punti della forma (1,y) con
yeR

Studiando il segno della funzione si ricava che:

-I punti della forma (1, y) y > 1 sono punti di massimo (infatti f(1,y) =
0 e se y > 1in intorni sufficientemente piccoli del punto (1, y) la funzione
e <0)

-1 punti della forma (1,y) con y < 1 sono punti di minimo (infatti
f(1,y) = 0esey < 1in intorni sufficientemente piccoli del punto (1,y)
la funzione & > 0)

-1l punto (1, 1) non & né un massimo ne un minimo (perche f(1,y) =0
e in ogni intorno di (1, 1) la funzione cambia segno)

flayy) = (@ +y? - 1) (@ -7

g‘i =2x(x? —y?) + 2x(2? +y? — 1) = 22(22% - 1)

0

81{ =2y(2* — ) — 2y(2® + y* — 1) = 2y(1 — 2¢°)

Determiniamo i punti in cui Vf(z,y) = (0,0) risolvendo il sistema.
22222 —1) =0
2y(1-2y%) =0
Le solluzioni1 del sistema sono i punti (0, 0) (0,:&%) (£-5,0) (%, +-1)
e (—7, iﬁ)
Studiando il segno della funzione si vede che i punti (0, 0) (%, :l:%)
e (—%,i%) non sono né massimi né minimi mentre applicando il
teorema di Weiestrass si ricava che (0, :l:%) sono punti di massimo e

che (i%, 0) sono punti di minimo

flayy) =at =227+ (" —y)!

g; = 43% — 4z + 4(e® — y)’e”

2L (" — 3

9y C)

Determiniamo i punti in cui Vf(z,y) = (0,0) risolvendo il sistema



3 _ x 3,
{ da” —dz +4(e? —y)e 0 Dalla seconda equazione si ricava che

4(e* —y)? =0
y = € e quindi sostituendo nella prima si ottiene che 23—z =0 = z =
OVz=+1. Quindi i punti stazionari di f sono i punti (0,1), (1,¢), (—1, %)
Studiamo la matrice Hessiana di f.

82—f = 1227 — 4 +12(e” — y)2e®® + e%(e¥ — y)?
s 02f 02f

_ T 2 x - _ T 2 x ZJ T 2
ooy 12(e* —y)“e g0z 12(e* —y)“e 052 12(e* —y)
quindi

no=(38) moo=(3 1) med=(;

In questo caso la matrice Hessiana ci non ci fornisce informazioni pre-
cise. Possimo dire solo che siccome Hy(0,1) ¢ semidefinita negativa
(0,1) potrebbe essere un punto di massimo e che siccome le alre due
matrici sono semidefinite positive i punti (1,e) e (—1, %) potrebbero
essere dei punti di minimo. Per capire che tipo di punto ¢ (0,1) con-
sideriamo la funzione f(0,y) = (1 —y)*. Notiamo che questa funzione
ha un minimo (e non un massimo) per ¥y = 1 quindi possiamo con-
cludere che (0,1) non & ne massimo né un minimo. Notiamo ora che
f(z,y) = g(z) + h(z,y) dove g(z) = * — 222 e h(z,y) = (e* —y)*. Si
noti che g ha due minimi per z = +1 e che h(z,y) ha un minimo in
tutti i punti della forma (z,e”). In particolare quindi i punti (1,e) e
(-1, %) sono punti di minimo sia per g che per h e quindi sono minimi
per la funzione f

Cflayy) = (y — 2@ — y?)?

O — 2ua? P 4 daly — ) ) = ~20(a® — )30~ — 2)
@ -yl - ) ) = @ g 5 sy
Determiniamo i punti in cui Vf(z,y) = (0,0) risolvendo il sistema

—2z(2% — ?)(32% — 4% — 2y) =0
{ (22 — y?)(2? — 5y? +422%y) =0
i punti (z,y) tali che 22 = y? sono soluzioni del sistema. Per 22 # 3?2
—2x(32% —y? —2y) =0
2 —5y? + 4%y =0
seconda equazione ottemiamo2 01216 y = 0. Se invece z # 0 dalla prima
_ Y+
R

Notiamo per prima cosa che tutti

otteniamo invece il sistema { . Se x = 0 nella

equazione si ricava che z2 e sostituendo nella seconda equazione
1

siricava2y2—3y+1:02y:1\/y:§. Per y = 1 oteniamo

x = +1 mentre per y = % sihaz =44/ % I punti critici della funzione

13
Studiando il segno della funzione si ricava che

i punti della forma (z,x) con £ < 0 o & > 1 sono punti di massimo

i punti della forma (z,x) con 0 < x < 1 sono punti di minimo

i punti della forma (x,—z) con x < —1 o > 0 sono punti di massimo
i punti della forma (z, —z) con —1 < z < 0 sono punti di minimo
(0,0) e (£1,1) non sono ne punti di massimo ne punti di minimo. Per

f sono dunque (+ ) e tutti i punti della forma (z,z) e (x, —z).

capire che tipo di punto e (/ %, %) osserviamo che questo punto si trova
all'interno dell’ insieme K = {(z,9) € R?|0 <z < 1,22 <y <z}



Siccome K ¢ compatto per il teorema di Weiestrass f avra un punto
di massimo assoluto in K e siccome la funzione & nulla sul bordo di
K mentre e positiva all’ interno di K questo massimo sara un punto
interno a K e pertanto dovra essere anche un punto di massimo locale
(e dunque un punto stazionario) di f. Ma all’interno di K 1'unico punto
stazionario ¢ il punto (\/% ,3) quindi (\/% ,3) ¢ il massimo di f in K
ed & un punto di massimo locale per f.

51)

Con un ragionamento analogo possiamo dire che anche il punto (—/ 15, 5

€ un punto di massimo locale

2?y? + 2® — x. Basta notare che la funzione non ¢ limitata perche

Esercizio 2 f(z,y)

flz,0) =23 —2"==° —o0

Dunque sup f = 400 e i%ff = —00
R

Esercizio 3 Sia h(x,y)=f(ax+by). Utilizzando la formula di derivazione delle funzioni

of

Ay
a’f"(ax +by) abf"(ax + by)

Hy(z,y) = < abf"(azx +by) b*f"(az + by) >

pertanto det H(z,y) = a*b*f"*(ax + by) — a®b? f"*(ax + by) =0

composte si ha che e af'(ax + by) = bf'(ax + by) quindi

Esercizio 4 Sia F(y,z) = / ’ log(1 + t*)dt. Per il teorma fondamentale del calcolo si ha
4
che VF(y, z) = (log(1+y*), —log(142%)) . Sia inoltre y(x) = (sin? z, cos? )
Notiamo che f(x) = F(v(x)) e quindi per la formula di derivazione delle
funzioni composte si ha che f'(z) =< VF(y(z)),7 () >=
=< (log(1 + sin® z), — log(1 4 cos® z)), (2sinz cos &, —2 cos x sinz) >=
2sin x cos z(log(1 + sin® ) + log(1 + cos® )

Esercizio 5 f(z,y,2) = 22 + y? + 22 — 229>

gi =2z — 2xy* = 22(1 — %)
6:7); = 2y — 222y = 2y(1 — %)
g =2z
0z
Cerchiamo i punti in cui V f(z,y, z) = (0,0, 0) risolvendo il sistema
22(1 —y?) =0
2y(1 — 2?) = 0 Dalla prima equazione si ricava che z = 0V y = %1.
22=10
Se x = 0 sostituendo nella seconda equazione si ricava che y = 0. Se
y = =1 dalla seconda equazione si trova che x = +1. Infine la terza

equazione ci dice che z = 0.Le soluzioni del sistema sono quindi i punti
(0,0,0),(1,1,0),(1,-1,0),(-1,1,0) e (—1,—1,0). Studiamo ora la matrice
Hessiana
2(1—y?) —day 0
Hi(z,y) = —dry  2(1-2%) 0
0 0 2



Esercizio 6

Esercizio 7

H(0,0,0) =

O O N
O NN O

0
0 | & una matrice definita positiva quindi (0,0,0) &
2

un punto di minimo

0 -4 0
H¢(1,1,0) = H¢(—-1,-1,00=| —4 0 0 | Notiamo che gli autovalori
0 0 2

di questa matrice sono 2 e +4 quindi la matrice non & semidefinita positiva
ne semidefinita negativa pertanto (1,1,0) e (—1,—1,0) non sono punti di
massimo ne punti di minimo locale

0 40
H¢(—1,1,0) = Hf(1,-1,0) = | 4 0 0 | che cone la matrice precedente
00 2

non ¢ semidefinita positiva né semidefinita negativa quindi (—1,1,0) e (1, —1,0)
non sono punti di massimo ne punti di minimo

f@y) =

La funzione & di classe C? in R? — {(0,0)}. Vediamo cosa succede in (0,0)
sy | _ a?lely]

22 + y4 2 + y4 -

La funzione & continua in (0,0) perche |f(x,y)| =

,y)—(0,0 S . N . .o N
< |z||y| @420 4 Poiche la funzione & nulla lungo gli assi si avra che

0 0

873;(0’ 0)=0= 8—y(0,0). Per (z,y) # (0,0) avremo invece che

af 32y 224y af x> 43y
(@Y= g s s e o (1Y) = g~

Ox 24yt (22 +yhH)? Oy 2 4+yt (22 4yt
Notiamo che le derivate parziali di f sono continue nell’origine infatti

O (| < B2l 22%wl _ 3lyl(a® +4%) | 2+ ly]

or" "’ - 2 +y4 (1»2 +y4)2 — x2 _|_y4 (1»2 +y4)2 -

< 3ly| + 20y " 0 e

Qf(x | < jz? 48yt Jel(@® +yh) | 2del(@® 4y +yh)
oy St @2yt T 22yt (22 + y4)2
<|z| + 2|z| = 3| () =(0:0) Dunque f & di classe C* su tutto R?. Noti-

2
amo che f ammette derivate seconde nell’origine infatti g‘];(O, 0)=0
x
of of

82 0 0 0 0 7‘7:70_7070
970,00=0 29 0,0)=0e L% 0,0) = tim o™ 0) ~ 3, (0.0) _
oy? Oy Ox Ox dy 7—0 x

o128

lim —— =1
Notiamo che 8:1:85( ,0) a—y%(0,0) dunque la matrice Hessiana di f

nell’ origine non ¢ una matrice simmetrica (cio¢ f non verifica il teorema
di Schwartz) e quindi f non puo essere di classe C?

ft) = /Oooe_$2 cos(zt)dx

1. Notiamo che Vz € R la funzione t — e~%” cos(t) & continua su tutto

R ed inoltre ¢’¢ equidominatezza perche |e= cos(at)] < e %" e

2 . . . PN .
f0+°° e ¥ dr < oo dunque per il teorema di continuita sotto segno di
integrale si ha che f € continua su tutto R



2.

Esercizio 8

d _,° 2, R . . .
Ve € R @e*x cos(at) = —xe * sinzt ¢ una funzione continua in ¢

Vz € R ed inoltre c¢’e equidominatezza perche

d
ae*"’ﬂ cos(xt)’ S]x|e*””2

+oo
2 . . -
e / |z|e”* dxr < oo dunque per il teorema di differenziazione sotto

segno di integrale si ha che f ¢ di classe C! su tutto R e che f/(t) =
+o0
/ —ge " sin(xt)dx
0

+oo
. Integrando per parti otteniamo che f'(t) = / —ze sin(zt)dr =
0

1 a2 . +o0 1 [T 2 t [T 22
B [e sm(mt)}o — 2/0 e “ tcos(xt)dr = —2/0 e " cos(xt)dx
t
= f(¢t
LA
1 d 1
Notiamo che f(z) — f(0) = / pn (tz) = / < Vf(tx),x >dt =
0 0
! dt Lot !
— [ <vito.te> Tz [l = [ ol = ol
’ t I ||0 t )

Quindi f(x) > f(0)+ ||zl +oo cioe f & una funzione coerciva su
tutto R™. Ma allora Jz¢ € R™ tale che f(zg) < f(z)Vz € R™ (perche
una funzione coerciva in un insieme chiuso ha un minimo). Questo
punto zg sara un punto di minimo locale per f e quindi si avra che
Vf(x()) =0



