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SERIE TOTALMENTE CONVERGENTI

o0

°° , a,(x) é totalmente convergente in E se

Z sup |a,(z)] < 400

n=1 ZTEE

La totale convergenza implica ’uniforme convergenza:

n—+p n—+p n—+p
Zsup|an )| < 4oo = | aj(z |<Z|a] |<Zsup la,(z)] <e Ve eE
n=1 TEE j=n ]n:vE

ESEMPI di serie uniformemente convergenti ma non totalmente convergenti:

1. Se an(r) = (jl)n, la serie >0°  a,(z) converge, ovviamente in modo
uniforme , ma non é totalmente convergente, perché > °°, |a,(z)| = +oc.

2. sia f € C(R), nulla fuori di (0,1), ay(z) == Lf(z —n).

La serie di funzioni 3202, & f(x—n) converge alla funzione S(z) che vale < f(z—
n) in [n n + 1] e zero se r < 0. Inoltre la convergenza é uniforme in R, perché

[S(x) = Sul@)| = Zjon 7f@ =0 < 5 Sup [/l =0

La convergenza per6 non é totale, perche sup |an(z)| = tsup |f(z)|.
zeR zeR
Convergenza totale delle serie di potenze. Se Yoy apa” ha raggio
di convergenza r, allora > > a,x" converge totalmente in [—6,6], Vo < r:

oo
sup |a,z”| = |a,|6" e D |an|6" < 400
|z|<é 0

La somma di una serie di potenze é una funzione C°.

Le a,(x) := a,x™ sono funzioni C* e la serie delle derivate k-esime

o = (1 +K)!

Z n—1)...(n—k+Da,a" "=y

@y’

¢é anch’essa serie di potenze ed il suo raggio di convergenza é

(limsup [n(n—1)...(n — k+ Day|")"" = (limsup |a,|=) "



ESEMPL: R . — iicif)_.§: VR 21 Ve € (=1, 1),

(1—x)k+1 dxk =
k! d* 1 d* i": " i (n+k)!
(1 — )+t dzk 1 —x dak = = nl
vt z & = (=1)"
arctan x e ; [g::o( ) ] nzz:OQnJrlx
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dt 2n — 1!
sinh™ 'z = r + "—:BQ"Jrl
0v1+ﬁ ;% 2nll(2n + 1)
Teorema di Abel. Se > >, a,z" ha raggio di convergenza r e > 0° j a,r"

converge allora la convergenza della serie é uniforme in [0, r]. In particolare, f(x) :=
o2 o apx™ é continua anche in x = 7.

ESEMPI
log(14+z) = Z ﬂx in (—1,1). La serie converge, per Leibnitz, anche in z = 1
=1

e deﬁmsce qulndl una funzione continua in tutto [0, 1] che, coincidendo con log(1+x)
in (—1,1), vale log2 in z = 1:

+o0 )n+1
Z = log2
x n
Analogamente, 7 = arctan1 = ngo %x%“

+o0
La serie di Taylor di \/fﬂ in (—1,1), datada 1 + n§1(_1>n2g;&”$n’ converge

2n—11! | 2n41!! _ 2n+2

onll o = ang1 > L In particolare

anche in x = 1, perché

- 2n—U' 1
1+ = —
Z i 7

Le serie di Taylor di sin™'z e di sinh™' z converge assolutamente in 1 ¢ —1. In
particolare,

o o — 1
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"———— —sinh ' 1 = log(1+v/2)



Criterio di Leibnitz. Se 0 < a,11(z) <a,(z) Vz € E, n€ N, allora

SUp @n(T) —potoc 0 = Y (=1)"a,(z) converge uniformemente in F
ek n=1

Intanto, la serie converge puntualmente in F per il criterio di Leibnitz per le
serie numeriche. La convergenza é anche uniforme perché

—ag1(7) < Y (=DFa(z) <0,  ag,(z) > Z )>0 VeeE =
k=2n—1 k=2n
| Z z)| < ap(r) —=p_i0o 0 uniformemente in FE

Integrazione per serie negli integrali impropri.

Siano f,, > 0 continue in (a,b), —oco <a < b < +oo. Selaserie Y f,
n=1

converge uniformemente sui sottointervalli compatti di (a,b), allora

/b > fula)) dr = iffn<x>dx

a

Infatti, posto S(z) := iol fn 2> ZZV: fa(z)

n=1 n=1

b
se [ S(z)dx < 400, lasuccessione delle somme parziali é equidominata e quindi
a

é lecito il passaggio al limite sotto segno di integrale,
b

se [S(z)dx = +o0, allora a<a<pf<b =

b
S(x)dr —q—a, gp= [S(x)dx = 400

R—w

oo b o~ B

nz—:l { fn<x> dr Z nz—:l g; fn('r) do =
ESERCIZIO Provare che se f é limite uniforme in E di funzioni f,, limitate in
allora f ¢ limitata in . Provare con un controesempio che f pud non essere limitata
in E se la convergenza non é uniforme.

ESERCIZIO Siano f,, € C([a,b]). Provare che se f,, converge uniformemnte in (a, b|
allora la convergenza é uniforme su tutto [a,b]. Provare con un controesempio che
la conclusione pu6 essere falsa se le f,, sono solo C((a, b]).

2
ESERCIZIO. Sia f(z) := > -. Provare che f € C*((1,+00)) e [ f(z)dz = +0

n=1 p*
1



