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1 INTEGRAZIONE DI ALCUNE FUNZIONI IR-
RAZIONALI

Vogliamo calcolare
/f(x, Vy(@))dz

dove g & una funzione polinomiale di x di primo o di secondo grado.
Se g(z) = azx + b, allora basta porre vax + b = t e risolvere I'integrale inde-
finito in ¢ con il metodo degli integrali fratti.

Se g(x) = ax? + bx + ¢, possiamo utilizzare una delle seguenti sostituzio-
ni:
1) Se a > 0 possiamo porre vaz? + bz + ¢ = +y/ax + t (cio¢ potendo sce-
gliere per il termine /az sia il segno + sa il segno — indifferentemente).

2) Se ¢ > 0 possiamo porre vaz? + bx. = £/c + tz.
3) Sea<0eA >0ex 2 sono le due radici di g(x), 1 < 2, possiamo

porre
Tro — T
—a =1
r — I

La 1), la 2) e la 3) sono dette rispettivamente prima, seconda e terza
sostituzione di Eulero.

2 GLIINTEGRALI DEFINITI, PRIME PROPRIETA

Ricordiamo di seguito alcune relazioni utili dell’integrale definito di una fun-
zione:
Siano f, g de funzioni limitate ed integrabili in [a, b], allora:



1) ab xd:):—f f d:):—i—fcbf(w)dx per ogni ¢ € [a, b]
2) | [, f@)de| < [7|f(z)|dz

3) ff(Af + ug(a)de =\ [} f(2)de + i [, g(w)da

4) Se f(z) < g(x) Vx € [a b] allora f:f(x)dx < ffg(:):)dac
5)ff f(z)de =~ [," f

6) /" f(x)dx = 0.

Teorema 2.1 (TEOREMA DELLA MEDIA INTEGRALE). Siam = inf(, ) f
e M = supjqy [, allora si ha

/abf(m)dz: <M

“b—-a

In particolare, se f é continua in |a,b], esiste ¢ € [a,b] tale che

b
i [ @ = fe)

3 ESERCIZI

ESERCIZIO 1:

Calcolare i seguenti integrali indefiniti di funzioni irrazionali
1
—dx
/ zv/x —6
/ dx
T+ V1+x2

1
/d:ﬁ
Vaz -3z +2

i
/ zvVr? —x+3
ESERCIZIO 2:

Dimostrare che non esistono funzioni continue, non negative e non identica-
mente nulle nell’intervallo [0, 1], il cui integrale definito sia nullo.



ESERCIZIO 3:
Siano f, g due funzioni continue in [0, 1] tali che f(z) < g()x per ogni = €
[0,1] e tali che f(zo) < g(zo) per almeno un zg € [0,1]. Dimostrare che

1 1
/ f(z)dx </ g(x)dx
0 0
ESERCIZIO 4;

Sia f una funzione limitata e integrabile nell’intervallo [0, 5] tale che

/05 f(z)dx =10

Dimostrare che:
a) esiste almeno un punto zg € [0, 5] t.c. f(zo) <3
b) se f(z) € C°([0, 5]), allora esiste almeno un punto xqg € [0, 5] t.c. f(xg) =
2.
ESERCIZIO 5:
Dimostrare che la funzione di Dirichlet, definita nel seguente modo:

1 sexeQ
f(x)—{ 0 sezeR-Q

non ¢ integrabile nell’intervallo [0, 1].



4 SOLUZIONI

ESERCIZIO 1:
Per il calcolo del primo integrale, basta porre v/x — 6 = t, grazie alla quale
I'integrale dato diventa

2/ dt 2acta(t)+
—— = —arctan(—=) + ¢
6+1> /6 V6

ossia

2 vz —6
\/garctan( 7 )+c

Per quanto riguarda il secondo integrale, ponendo 1+ z2 =t — z (prima
sostituzione di Eulero), ci riconduciamo al calcolo di

t?2+1 1 1,
dt = ~log|t| — =t~
/ 5 logltl — 7

23
ossia 'integrale dato e

1
+c
(x +V1+22)?

Per il terzo integrale, effettuando la seconda sostituzione di Eulero:

Va2 -3z +2=tzx+V2

si perviene a

1 1
510g|x+(1+x2)\—1

(t _ Vr24+3z+2—v2 )

C34V2t
12

e dunque, svolgendo i calcoli e le opportune semplificazioni, rimane da

calcolare
/ dt
1—1+¢2
1 1 1
— —dt — | ——dt
2(/1—t /1+t >

1 vz -3 2—v2 1 va? -3 — V2
X xr

1
| gt
Va2 —3r+2 2

cioe

e quindi

|+c



ESERCIZIO 2:
Sia f € C9([0,1]), con f(x) > OVz € [0,1]e t.c. fol f(z)dz = 0. Supp.
per assurdo che Jxg € [0,1] t.c. f(zg) > 0. Per il teorema di permanenza
del segno, esiste un intorno I di z¢ in cui f(z) > @, Vr e I. Sia I =
{zo — 0,20 + 0} (6 > 0). Per la proprieta 1) degli integrali definiti e per il
teorma della media integrale, valgono le seguenti disuguaglianze:

jﬁlfo)dx = jﬁxo_éf(w)dx—%Jéx0+5f(x)dx-+L/q F(z)dz

0—0 zo+9d

> /%Mf@szf%w@®>O

0—0

(essendo @ lestremo inferiore di f in I), da cui I’assurdo.

ESERCIZIO 3:
Basta osservare che la funzione f(x) — g(z), per lesercizio precedente, ha
integrale, esteso all’intervallo [0, 1], strettamente positivo.

ESERCIZIO 4:
a) Supp. per assurdo f(x) > 3 per ogni x € [0, 5], allora risulterebbe

/jf(:v)d:r > /053d:v: 15

b) Per il teorema della media, essendo f continua, esiste g € [0, 5] t.c.

5
10 = /0 f(@)dz = 5 (o)

da cul la tesi.

ESERCIZIO 5:
Basta applicare la definizione di integrale definito di una funzione f in un
dato intervallo I: nel nostro caso in ogni intervallo [zy_1,x)] di una sud-
divisione qualsiasi di [0, 1] (della forma {z;}i—o..) cadono infiniti numeri
razionali ed infiniti numeri irrazionali, percio si ha

inf f(x)=0 sup f(z)=1

[Tr—1,2k] [Tr_1,2k]



Dunque ogni somma integrale inferiore & nulla, mentre ogni somma integrale
superiore vale 1.



