Soluzioni 1
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Esercizio 1. Consideriamo Z = AX°¢, allora la funzione di distribuzione &
F7(z) sara data da:

c

P(Z<z)=PAX°<z)=P <X < (;)C) = / Aex® e ™ dy
0

>n

applicando il cambio di variabili ¥ = Az si ha che dy = cx®"'dz e che gli
estremi dell’integrale diventano 0 z. Percio

P(Z<z):/ eVdy=1—¢e*
0

ovvero la funzione di distribuzione di un’esponenziale di parametro 1.
Se invece utilizziamo la funzione generatrice dei momenti dobbiamo mostrare

che

1

Ele'?] = —

1—t

cioe la funzione generatrice dei momenti di un’esponenziale di parametro 1.
E[@tz] _ E[et/\XC] _ / )\cxc—le—)\xcet)\xcd:c _ / )\cxc—le—(l—t))\ycC dr
0 0
1 o c 1
= — A1 —t)eattem (02" g —

dal fatto che [ A(1—t)ca®te” 1792 dz = 1 essendo l'integrale della densita
di una variabile Weibull di parametri (1 — )\ e c.

Esercizio 2. Osserviamo che 0 < Y < 1. Calcoliamo la funzione di dis-
tribuzione Fy (y)

Fyly) = P<Y<y>—P<1fx<y)_P(X<ﬁ)

™1 g 1 ottt 1
- 5 dr = 5 5 42
o Blap) (1 + ) o Blab) (I+a) "z

poniamo ora z =

Yy

dz

: a7

1—z

edr =

x —
4o allora r =

vl (1—2)"* dz vl
F _ a+b — - a1 1 — b—1 )
w0 = [ e =, w0

Percio la Fy (y) ¢ la funzione di distribuzione di una Beta con parametri a, b.

1



Esercizio 3. La dimostrazione si basa sulla proprieta di linearita del valore
atteso e sulla definizione di covarianza (Cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y)).

Cov (i aiXi, i b]Y;> =
=1 j=1

A8 )

E( Y iaiijiY;> Zal ib]
=1 j=1 = 7j=1

:Zia,bJEXY ZZale Y;) =

=1 j5=1 =1 j5=1

M§
Ms

n m

=3 ab(E(XY) - BOEY) = 3. ab,Con(X,,Y). O

i=1 j=1 i=1 j=1

Esercizio 4. (a) Se X ¢ una v.a. che ammette i momenti primi e secondi
allora si ha in generale

Var(X) = B(X?) — (EX)*.
Quindi possiamo scrivere per S:

(ES)* = E(S?%) — Var(S),
e sapendo che E(S?) = g2 abbiamo

(ES)* = 0% — Var(S) < o°.

Da cui
ES <o.
(b) Ricordiamo che se X7,..., X, “ N(u,0?) si ha che
(n—1)52
Q= "~ X1

Ora per calcolare E(S) — o dobbiamo prima calcolare la media di S, per fare
questo avremmo bisogno della sua distribuzione che non e nota, calcoliamo

quindi la media di vW dove

W .= —(n — 1)52.
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D% L.
(dal fatto che (FZ();)xi_le_E ¢ la densita di una v.a. x2).
2

Concludiamo che

n
2

&

B (Viw)) - Y= TEE)

da cui si ricava

Esercizio 5. La funzione generatrice dei momenti e

> —A)\Y o t\ e > t\)Y —etA
R S S Dh
y=0 4 y=0 Y y=0 Y
— 6)\(et—l)

Funzione generatrice dei cumulanti e primo e secondo cumulante:

K(t) =log M(t) = A" — 1)

d
k’l = EK(t”t:O = )\6t|t:0 =A
d? .
kg = @K(t)‘t:() = Xe ’t:O =A O



Esercizio 6. Calcoliamo la funzione generatrice dei momenti di .5,

E<€t5n) _ E(etZLIYi) _ E(H etYi) indipe:ndenti He)\(et_l) _ en)\(et—l)

=1 i=1

Si ottiene la funzione generatrice dei momenti di una Poisson di parametro
nA, quindi concludiamo che S,, ha distribuzione di tipo Poisson(n\). U

Esercizio 7. La funzione generatrice dei momenti e

1 e 1 10,2 2yy 2
E(eY :/ety e 2d :/ e 2 W) o Ty =
() Ry v= | y

2 e~ 3(y—1)°
R,
R V21

— e 2
¢ la densita di una v.a. di tipo N(t,1) segue che

3 w—0?

dal fatto che Tor

+2
E('Y)=ez. O

Esercizio 8. Una v.a. Y ~ N(u,0?%) si pud sempre esprimere come una
combinazione lineare Y = 1+ 0Z dove Z ~ N(0,1). Calcoliamo la funzione
generatrice dei momenti sfruttando questa proprieta

(to)? 252

E(etY) _ E(et,qutoZ) _ E(et,uetoZ) _ etuE(etaZ> Es.7 et~ — otht3 0

Esercizio 9.

E<65X+ty|,u) _ E(€SX|,M)E(6tY|,u) _ 6,u(e’f—l)eu(es— ) eu(et+e‘9—2)
E(esXthY) — E<E<65X+tY|M>) — / eu(ei+esf2)f<,u)du —
0

o s AY
_ / e,u(et+e —2) e—Auluu—ld,u _
0

I'(v)
o t s AV
— e*H(A*G —e +2),u1/71 d,u —
/0 I'(v)
_ )\V /OO (}\ - et _ 65 + Q)Vefp,(/\feties+2)lu/uildlu
A—et—es+2) Jy I'(v)
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dal fatto che (A*et;(—jﬁz)ye_“(’\_et_esw)u”_l ¢ la densita di una v.a. di tipo

Gamma(v, A — e' — e® + 2) si ha:

S >\V
e = C_d_etar -

Esercizio 10. In generale se Y = aX, a > 0 si ha

Fy(y)=P(Y <y)=PlaX <Y)=P(X < %) - FX(%)

e quindi
d d Y 1d Y 1 Y
= —F = —Iy(Z)=——Fx (%) = - 2.
fr(y) a0 y(y) 7 X(a) . X(CL) an(a)
Nel nostro caso otteniamo
1\ AL Y k-1 1 Y k-1
= — — ¢ T2Xx(= [ - ‘:I

Esercizio 11. Lo stimatore dei momenti si ottiene sostituendo ai momenti
della popolazione i momenti campionari.

Siano
n
my = E — (momento primo campionario o media campionaria)
n
i=1
my =y —- (momento secondo campionario)
n

i=1

Per trovare lo stimatore dei momenti di o e § imponiamo
my; = E(Y) e my=E(Y?) (Y ~ Beta(a, 3))

Sapendo che

B(Y) =
2y _ 2 — ab oy
E(Y®)=Var(Y) + (E(Y))" = @t 81 D@ e " <a+6)



otteniamo il sistema

my = ai—l—ﬂ ;
_ « [} 2
M2 = Grprieear  (a35)
Risolvendolo ricaviamo lo stimatore dei momenti (&, B) diave (.

. my —m
oz:mll—; B =(1-m) 5
mo — MMy mo — My

my —Mmg
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