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Esercizio 1. Sia X un insieme non vuoto e sia
7T ={UCX|X-U e¢infinita} U {X}

Dimostrare che 7 non & una topologia e quindi che (X,7) non ¢ uno spazio
topologico.

Soluzione. 7 non ¢ una topologia perché 'unione arbitraria (o finita) di insiemi
infiniti non & detto che abbia come insieme complementare un insieme infinito.

Esempio 1. Sia X = Z linsieme dei numeri relativi e definiamo su X la
topologia data prima. Siano in X gli aperti:

Ur = {k€Z|k>1}
Uy = {k€Z|k<0}

Consideriamo Uy UUj allora X — (U; UUsz) = {0,1} che non appartiene a 7 dal
momento che 'insieme {0, 1} non ¢ infinito.

Esercizio 2. Sia X un insieme non vuoto e sia {7} } jc s una famiglia di topologie
su X. Sia T =();c; 7;. Dimostrare che 7 ¢ una topologia e quindi che (X, 7)
& uno spazio topologico.

Soluzione. Dobbiamo verificare che:
1. 0,X e T,

2. DatiU; € T sihal,.,U; € T;

i€l
3. Dati U; € T si ha n?:l U eT

Dimostrazione 1.
0,X €T perché 0, X € T, Vj € J per definizione di topologia.

Dimostrazione 2.
Siano {U, }ier € T allora U; € 7, Vj € J perché T = mjer"
Per definizione di topologia (J,c; U; € 7; Vj € J e quindi J,.,; Us € 7.

Dimostrazione 3.
Siano {Ui}i=1,...n € 7 allora U; € 7T; Vj € J perché T = ﬂjeJ'J}. Per
definizione di topologia (;_,U; € T; Vj € J e quindi (), U; € T.



Esercizio 3. Sia X un insieme non vuoto e sia {7} }xcx una famiglia di topolo-
gie (che non siano la topologia discreta) su X. Sia 7 = |J,cx Zx- Dimostrare
che 7 non ¢ una topologia e quindi che (X, 7) non & uno spazio topologico.

Soluzione. Verifichiamo che:
1. 0,X eT;
2. Dati U; € T siha U, Us € T;
3. DatiU; e Tsiha(_,U; ¢ T
Dimostrazione 1.

0, X € T perché 0, X € 7T, Vk € K per definizione di topologia.

Dimostrazione 2.
Siano {U;}icr € 7T allora Vi U; € T Jk; € K tale che U; € T, allora
Uie[ Ui cT.

Dimostrazione 3.

In questo caso dati Uy, Us € T si ha che 3kq, ko tali che Uy € Ty, e Us € T,
ma questo non consente di dire che 3k tale che Uy N Us € 7; e quindi che
UinU; eT.

Esempio 2. Sia X = {a,b,c} e siano su X le seguenti topologie:

,Tl = {(Z),X,{a},{a,b}}
T, = {(D’Xv{a}v{bvc}}

esi considerino 7 = 71NTs = {0, X, {a}} e T = T1UT; = {0, X, {a}, {a, b}, {b, c}}.
La prima e una topologia perché:

1.0, XeT

2. unioni arbitrarie di elementi di 7 appartengono a 7:

PUX =X
OU{a} = {a}
XU{a} =X

puxufa} =X

3. intersezioni finite di elementi 7 appartengono a 7
PNX=0
0n{a} =0
X U{a} = {a}
puXufa}=0

La seconda non e una topologia perché

{a.0}n{b,c} = {0} ¢ T

e quindi viene meno una delle ipotesi per cui 7 sia una topologia



